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PRÓLOGO

Este libro está especialmente recomendado para el estudio de la asignatura de In
troducción a la Estadística en el Grado de Administración y Dirección de Empresas. 
Se divide en 8 capítulos y está planteado para que su estudio pueda ser afrontado por 
alumnos que sólo dispongan de unos conocimientos matemáticos elementales.

Sus autores forman parte del equipo docente de la asignatura en la Universidad 
Nacional de Educación a Distancia, complementando su formación económica con la 
puramente estadística.

En el primer capítulo se introduce al alumno en la Ciencia Estadística y en sus 
aplicaciones a la dirección y gestión de empresas, explicando los conceptos estadís
ticos más elementales. El capítulo se complementa con una revisión de las fuentes es
tadísticas publicadas en España y que tienen interés y relación directa con la actividad 
empresarial.

En el segundo capítulo se estudian los conceptos estadísticos fundamentales y la 
representación gráfica de las variables estadísticas; como en el resto del libro termina 
con el planteamiento y resolución de una serie de problemas relacionados con la 
materia tratada.

Los capítulos tercero y cuarto, se dedican, respectivamente, al estudio de las me
didas de posición (media aritmética, geométrica y armónica, moda, mediana, cuartiles 
y percentiles) y de las medidas de dispersión (rango o amplitud, recorrido, rango en
tre percentiles, recorrido relativo, recorrido semi-intercuartílico, desviaciones media y 
mediana, varianza, desviación típica o estándar, etc...) en las distribuciones unidi
mensionales.

En el capítulo quinto se aborda el estudio de las distribuciones bidimensionales, 
explicando su representación gráfica y sus principales estadísticos descriptivos, y 
los conceptos de regresión y de correlación, así como la utilización de los mismos 
para el estudio de la dependencia entre variables y para predecir el comportamiento de 
variables dependientes.

En el capítulo sexto se estudian los números índices, explicando las principales 
propiedades y las formulaciones de los índices más habituales (Laspeyres, Paasche y 
Fisher) y otros menos utilizados (como los de Drovisch-Bowley, Edgeworth-Marshall 
y Walch).

En el capítulo séptimo se introduce el concepto de series temporales estudiando su 
representación gráfica, el ajuste de tendencias, las variaciones estacionales y cíclicas 
y la desestacionalización de las series; con ello termina la parte dedicada a la Esta
dística Descriptiva.
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Finalmente, en el capítulo octavo se abordan los conceptos básicos de la teoría de 
la probabilidad; estos conceptos son la base para abordar el tercer gran apartado de la 
Estadística, la denominada Inferencia Estadística, es decir, para inferir datos a una po
blación a partir de los resultados extraídos de una muestra de la misma.

El libro incluye un DVD, en el que se incorporan diversos enlaces con páginas 
Web de interés, un programa informático de manejo sencillo y la grabación visual de 
diversas lecciones útiles para aprender a utilizar la hoja de cálculo Excel y el paquete 
informático SPSS para tratamiento de información estadística; estas lecciones com
plementan las instrucciones que se dan en algunos epígrafes del libro para la adecua
da utilización de estos programas y para el análisis y la interpretación de los resulta
dos estadísticos que proporcionan los mismos.

Los Autores



Capítulo 1 

INTRODUCCIÓN

1.1. DEFINICIÓN Y RAMAS DE LA ESTADÍSTICA 
«

La Estadística suele definirse como la ciencia que tiene por objeto recoger de for
ma agrupada la información que se produce de fenómenos repetitivos o no ocasiona
les. En su origen la Estadística se desarrolló en la economía y en la política, de hecho 
hasta bien entrado el siglo xix la «Estadística» se utilizaba para hacer mención a in
formaciones de tipo socioeconómico sobre la realidad de un Estado (establecimiento 
de registros de población, nacimientos, defunciones, etc.; censos de edificios y de ele
mentos de riqueza, etc.); etimológicamente la palabra alude precisamente a esta acep
ción de «Ciencia de los Estados».

Hoy, la Estadística no queda reservada al estudio del Estado sino que es algo más 
amplio y útil en múltiples ciencias y áreas del conocimiento humano.

Actualmente, en su definición más común se le reconoce como «la ciencia que se 
ocupa de la obtención de información y que proporciona instrumentos para la toma 
de decisiones cuando prevalecen condiciones de incertidumbre» o «La rama del 
método científico que se ocupa de los datos obtenidos contando o midiendo las pro
piedades de determinados colectivos»; a estos colectivos, se le denomina en Estadís
tica «Poblaciones».

El concepto de incertidumbre o de falta de certeza proviene de la existencia en la 
naturaleza de fenómenos aleatorios; en este sentido se diferencia entre fenómenos de
terministas y fenómenos aleatorios; un fenómeno es determinista cuando al experi
mentarlo en las mismas condiciones se obtienen siempre los mismos resultados (las le
yes físicas y químicas clásicas suelen tener este tipo de comportamientos, al dejar caer 
un objeto desde un árbol siempre cae al suelo a una determinada velocidad derivada 
de la ley de la gravedad, la unión de 2 moléculas de hidrógeno y una de oxígeno en 
determinadas condiciones siempre proporciona agua, etc..); un fenómeno es, por el 
contrario, aleatorio cuando al experimentarlo en las mismas condiciones produce un 
resultado variable que no puede predecirse a priori con exactitud (el tiempo de vida de 
una lámpara, el lanzamiento de una moneda, el resultado de un partido de fútbol o de 
un examen, etc.).

Los fenómenos aleatorios son las más comunes en la naturaleza y en el compor
tamiento humano y social; bien por su propia naturaleza, bien por su complejidad, 
bien por la falta de información o de modelos explicativos adecuados, tanto en la vida 
cotidiana como en la toma de decisiones empresariales nos enfrentamos a factores de 
«aleatoriedad»; el resultado de una contienda electoral, la cuantía de una subvención
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pedida a la administración, la adjudicación de un concurso público, la duración del 
viaje en coche al lugar de vacaciones, el tiempo que nos hará el fin de semana, el nú
mero de visitantes que tendremos en una exposición, etc.., son fenómenos aleatorios, 
a cuyo análisis y comprensión ayudan las técnicas estadísticas.

La Estadística suele dividirse en dos grandes apartados: La Estadística Des
criptiva, que recoge un conjunto de técnicas y procedimientos para organizar, re
sumir y tratar sistemáticamente datos disponibles de sucesos ya acaecidos y La Es
tadística Inferencia! o Inferencia Estadística, que, basada en la teoría matemática 
de la Probabilidad, estudia los métodos empleados para inferir algo acerca de 
una población basándose en la información aportada por una parte del colectivo 
(muestra).

1.2. LA ESTADÍSTICA OFICIAL EN ESPAÑA Y EUROPA

La estadística oficial en España comienza su andadura con la creación de la Co
misión de Estadística del Reino. El 3 de noviembre de 1B56, el general Narváez, pre
sidente del Consejo de Ministros de Isabel n , firma un Decreto por el que se crea una 
Comisión, compuesta por personas de reconocida capacidad, para la formación de la 
Estadística General del Reino. Unos meses más tarde, el 21 de abril de 1857, la Co
misión pasa a denominarse Junta de Estadística. Su primer trabajo es el Censo de Po
blación, con fecha de referencia del 21 de mayo del mismo año.

La Ley de Instrucción Pública de 9 de septiembre de 1857 establece que la Esta
dística será una disciplina académica, pasando a impartirse en la Universidad. Un De
creto del 12 de septiembre de 1870, durante el gobierno provisional del general Se
rrano, crea el Instituto Geográfico. Tres años más tarde, 19 de junio de 1873, pasa a 
denominarse Instituto Geográfico y Estadístico, asumiendo todas las tareas de reco
gida de información numérica para el Estado.

En 1877, el Instituto Geográfico y Estadístico aprueba su Reglamento. Las esta
dísticas pasan a depender del Ministerio de Fomento en el año 1890. Un Decreto de 1 
de octubre de 1901 establece la formación de las estadísticas oficiales y la publicación 
de las mismas. El Instituto Geográfico y Estadístico se transforma en Dirección Ge
neral y se crean departamentos en los Ministerios para completar su labor.

En 1924, el Consejo del Servicio Estadístico, creado en 1921 es reformado, cua
tro años antes de que pase a depender del Ministerio de Trabajo y Previsión. En 
1931, la adscripción se hace al Ministerio de la Presidencia.

Durante la Guerra Civil (1936-1939) comienza a funcionar el Servicio Sindical de 
Estadística en coordinación con los Servicios de Estadística del Estado, dentro de la 
llamada zona nacional.

La Ley de 31 de diciembre de 1945, publicada en el BOE del 3 de enero de 1946, 
crea el Instituto Nacional de Estadística (INE, www.ine.es), que tiene como misión la 
elaboración y perfeccionamiento de las estadísticas demográficas, económicas y so
ciales ya existentes, la creación de otras nuevas y la coordinación con los servicios es
tadísticos de las áreas provinciales y municipales.

Además de regular la coordinación entre otros servicios estadísticos como el Ser
vicio Sindical de Estadística, la Ley crea el Consejo Superior de Estadística. El INE se

http://www.ine.es
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organiza en Servicios Centrales, Delegaciones provinciales y Delegaciones en los Mi
nisterios. El 9 de mayo de 19S9 se promulga la Ley de la Función Estadística Pública 
que hace del INE un organismo autónomo potenciando las nuevas tecnologías esta
dísticas, la coordinación con las Comunidades Autónomas, la elaboración del Plan Es
tadístico Nacional y las relaciones con la Unión Europea en materia estadística.

El actual Estatuto del ENE, aprobado por Real Decreto 508/2001 de 11 de mayo 
(BOE 12-05-2001), le asigna las funciones de coordinación general de los servicios 
estadísticos de la Administración General del Estado, la vigilancia, control y super
visión de las competencias de carácter técnico de los servicios estadísticos estatales, y 
las demás previstas en la Ley 12/1989, de 9 de mayo, de la Función Estadística 
Pública.

Con la creación del Estado de las autonomías, a raíz de la Constitución de 1978, 
los gobiernos regionales«han ido asumiendo de forma paulatina la competencia ex
clusiva en materia estadística para fines no estatales y dentro de sus ámbitos geográ
ficos, creando distintos organismos de estadística regionales; destacan el Instituto Vas
co de Estadística (EUSTAT), el Instituto de Estadística de Cataluña (IDESCAT) y el 
Instituto Gallego de Estadística (IGE), Instituto de Estadística de la Comunidad de 
Madrid, etc.1

Por su parte los Ayuntamientos son los encargados de la creación, mantenimien
to, revisión y custodia del Padrón Municipal de Habitantes, correspondiendo en todo 
caso al INE la coordinación de todos los municipios y la realización de las compro
baciones oportunas. La resolución de las posibles discrepancias entre los Ayunta
mientos con el INE, corresponde al Consejo de Empadronamiento, Organo colegiado 
con representantes de la Administración General del Estado (INE, Oficina del Censo 
Electoral y Ministerio de AAPP). Asimismo, cabe destacar la importante labor esta
dística que comienzan a realizar los ayuntamientos correspondientes a los grandes mu
nicipios, como Madrid, Barcelona o Sevilla, como consecuencia de la creciente de
manda de información estadística de ámbito municipal e inferior.

Desde esta perspectiva, resulta imprescindible una armonización metodológica de 
las estadísticas que permita su comparabilidad; a ello han contribuido decisivamente 
organismos internacionales como la Oficina de Estadísticas Europea (EUROSTAT), el 
Banco Central Europeo, la Organización Mundial del Turismo (OMT) o la Organi
zación para la Cooperación y el Desarrollo Económico (OCDE).

El EUROSTAT, con sede en Luxemburgo, es la oficina estadística de la Comisión 
Europea, que produce datos sobre la Unión Europea y promueve la armonización de 
los métodos estadísticos de los estados miembros. Se creó en 1953 para satisfacer las 
demandas de la Comunidad del Carbón y el Acero. A lo largo de los años su tarea se 
ha ampliado; cuando se fundó la Comunidad Económica Europea en 1958 se convir
tió en una Dirección General (DG) de la Comisión Europea. Dos de sus papeles par
ticularmente importantes son:

— La producción de datos macroeconómicos que apoyan las decisiones del 
Banco Central Europeo en la política monetaria de la eurozona.

1 Las direcciones Web de cada uno de ellos están disponibles en la página del INE 
(http://www.ine.es/serv/estadist.htm#0001).

http://www.ine.es/serv/estadist.htm%230001
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— La producción y organización de datos regionales y su clasificación por zonas • 
(NUTS) para orientar las políticas estructurales de la Unión Europea.

Puede decirse que el principal papel de EUROSTAT es proporcionar estadísticas 
al resto de Direcciones Generales de la Comisión Europea y otras instituciones 
Europeas con el fm de que éstas puedan definir, analizar y mejorar las políticas co
munitarias; también se ocupa de desarrollar sistemas estadísticos en los países candi
datos a entrar en la Unión.

EUROSTAT no genera datos. Son las autoridades estadísticas de los Estados 
Miembros las que generan, verifican y analizan los datos nacionales y los envían a 
EUROSTAT, que asegura que su utiliza una metodología homogénea que permite con
trolar y comparar la información.

1.3. INTERÉS DE LA ESTADÍSTICA PARA EL ANÁLISIS ECONÓMICO

Los gestores de las empresas deben disponer de información en la que apoyar su 
toma de decisiones; la estadística es, precisamente, un instrumento que facilita tanto la 
recogida de esta información como su posterior tratamiento y análisis.

Se trata pues de un instrumento auxiliar en la labor de administración de las em
presas, que permite:

— Obtener información de la realidad que directa o indirectamente afecta al 
trabajo que desarrolla la empresa, proporcionando métodos y técnicas para la 
recogida de datos y su codificación o sistematización.

— Sistematizar y reducir dicha información para hacer más fácil su comprensión 
mediante tablas y gráficos.

— Buscar reiteraciones de determinados fenómenos con objeto de predecir su po
sible repetición en el futuro.

—  Relacionar comportamientos entre diversas variables a fin de efectuar esti
maciones con diversas hipótesis sobre el comportamiento de las variables.

En este libro aportaremos los conocimientos mínimos imprescindibles para abor
dar este tipo de tareas.

1.4. CONCEPTOS ESTADÍSTICOS FUNDAMENTALES

Los principales conceptos básicos que se utilizan en estadística son los siguientes:

Población

Se denomina población al conjunto de elementos que cumplen ciertas propie
dades y  entre los que se desea estudiar el fenómeno en cuestión; este conjunto de 
elementos son de distinta naturaleza: personas, hogares, empresas, edificios, tomillos, 
caras de una moneda o de un dado, cartas de una baraja, etc.
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Si estudiamos las caras de una moneda la población será de dos elementos (cara y 
cruz), si es un dado, de 6 elementos, etc.

Muestra

Muestra es cualquier subconjunto de individuos pertenecientes a una población 
determinada.

El interés de las muestras es que, en determinadas condiciones, las técnicas esta
dísticas permiten que los resultados que se obtengan del análisis de una muestra 
puedan ser extendidos («inferidos») al conjunto de la población a la que pertenece; es
tas técnicas nos evitan el enorme trabajo que puede suponer el estudio de toda una po
blación de grandes dimensiones.

Para ello las muestras deben ser representativas de la población, tener un tamaño 
suficientemente grande y cumplir otras condiciones estadísticas que estudiaremos más 
adelante.

individuo

Individuo o Unidad de Investigación es cada uno de los elementos de una 
muestra o de una población.

Un ejemplo de población serían el conjunto de visitantes al Museo del Prado en el 
mes de junio del año 2009. Cada uno de estos visitantes es un individuo o un elemento 
de dicha población; una muestra elegida aleatoriamente de esta población podrían ser 
la selección de los 10 primeros visitantes que entraron cada día a partir de las 11 y de 
las 13 horas de la mañana (horas, ambas, elegidas al azar).

Sí tenemos 30 días de apertura del museo y realizamos una encuesta a 20 indivi
duos cada día, tendremos una muestra de 600 individuos elegidos al azar; esta mues
tra es suficientemente grande para extraer determinadas conclusiones estadísticas 
generales, de forma que, sí en la muestra seleccionada un 30% de los individuos son 
extranjeros y el 70% nacionales, podemos inferir ambas proporciones al colectivo y 
afirmar que el 30% de los visitantes al Museo del Prado durante el mes de referencia 
eran extranjeros, evitando con ello el arduo trabajo de tener que entrevistar a todos y 
cada uno de los visitantes para conocer su nacionalidad.

La teoría de la inferencia estadística nos permitirá extraer estas conclusiones 
con un determinado error y un cierto nivel de confianza o probabilidad de equivocar
nos; de esta forma será habitual indicar que el dato anterior se ha obtenido, por 
ejemplo, con un 2,5% de error y con un nivel de confianza del 95%; estas afirmacio
nes quieren decir que la teoría estadística asegura que sí hiciésemos el experimento 
(repitiésemos la encuesta) 100 veces en idénticas condiciones, 95 veces obtendríamos 
un resultado que estaría comprendido entre el 28,25 (un 5% menos del 30% obtenido) 
y el 30,75% (un 5% más del 30% obtenido); las otras 5 veces puede damos cualquier 
cosa diferente.

Hasta ahí y sólo hasta ahí llega la inferencia estadística, lo que no es poco como 
ayuda en la toma de decisiones empresariales; ya que saber, con un 95% de certeza, el
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país de procedencia de los visitantes a una ciudad, el grado de satisfacción de los 
clientes con los servicios de una empresa, el motivo de un determinado producto, etc., 
puede ser fundamental para planificar una acción de marketing o para tomar decisio
nes de cambio en la organización de una determinada empresa.

Las investigaciones estadísticas pueden ser censales y  muéstrales; baste re
cordar aquí, que según los casos, determinadas investigaciones sólo pueden hacer
se con carácter muestral (sólo puede analizarse una muestra de sangre de un indi
viduo o una muestra de agua del mar, ya que una investigación censal sería en 
ambos casos imposible), mientras que en otros, son necesarias investigaciones cen
sales (un catastro, que se haga con el fin de grabar los edificios con un impuesto de 
bienes inmuebles, debe tener carácter censal porque debe disponerse de información 
detallada de todos y cada uno de los individuos a fin de fijar la cuota impositiva co
rrespondiente).

Parámetros

Son las características poblacionales que deseamos investigar y  que suelen ser 
desconocidas a priori. Por ejemplo, la edad de los viajeros de una compañía aérea, el 
precio medio en el mercado de un determinado producto, la opinión de los clientes so
bre los productos fabricados por una empresa, etc.

Variables

Cuando estas características o parámetros son numéricas, es decir, cuando se 
pueden medir, se denominan Variables (años de edad, renta anual en euros, etc.).

Las variables pueden ser discretas o continuas, según tomen un número infinito 
no numerable (variables continuas) o un número finito o infinito numerable de valores 
(discretas) en un intervalo.

Ejemplos de variables discretas son el número de hijos de una familia, el número 
de coches de un país, el número de turistas que visitan una ciudad, etc.-, ejemplos de 
variables continuas son la temperatura, la edad, el peso o la altura de las personas, la 
medición de la distancia entre dos puntos, etc.

La mayor parte de las variables continuas pueden tratarse como discretas; así, por 
ejemplo, si valoramos la edad de las personas en años, despreciando las unidades de 
tiempo menores (días, minutos, segundos, milésimas de segundo, etc.), una variable 
continua se convierte en discreta; lo mismo podríamos pensar para el peso en kilo
gramos o para la distancia entre dos puntos medida en kilómetros, etc.

También, y como veremos más adelante, aunque se pierda información sobre la 
distribución, es bastante habitual agrupar los valores de la variable en intervalos de 
amplitud constante o variable.

Otra característica de las variables es su referencia o no a un determinado período 
de tiempo.
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Tendremos en este sentido dos tipos de datos:

— Variables temporales o históricas; son las referidas a distintos momentos del 
tiempo y adoptan en general la forma de serie; por ejemplo, la serie mensual 
de parados inscritos en el INEM.

— Variables atemporales, también llamadas de corte transversal; están referidas 
a un momento o período concreto y más o menos largo; por ejemplo, las per
sonas que visitaron Toledo el mes de febrero de 2010 o la cifra de negocio de 
una empresa durante el año 2009.

Atributos
«

Cuando los parámetros o características de la población no son susceptibles de 
medirse numéricamente reciben el nombre de Atributos (el color del pelo, el sexo, la 
profesión, el estado civil, el grado de satisfacción del cliente con un servicio, etc.).

Los atributos, a diferencia de las variables, presentan Modalidades o Categorías 
(el atributo sexo puede adoptar las modalidades de varón o mujer, el atributo intención 
de voto se concreta en los nombres de los partidos políticos que se presenten a las 
elecciones sondeadas o el de opinión sobre la satisfacción de un cliente con el servi
cio recibido en una gestión bancaria, puede adoptar las modalidades que se determi
nen: excelente, bueno, malo, regular, etc.).

Los atributos pueden clasificarse como ordenables, que son los que sugieren una 
ordenación, por ejemplo, el grado de satisfacción con el trato recibido (excelente, bue
no, regular, malo), el nivel de estudios (alto, medio, bajo), y no ordenables, que son 
los que sólo admiten una ordenación alfabética o casual, por ejemplo el estado civil, el 
color del pelo, el país de procedencia o la nacionalidad de un turista, etc.

El atributo más simple es el que sólo presenta dos modalidades: presencia/au
sencia; favorable/desfavorable, etc.

1.5. LAS FUENTES DE LA INFORMACIÓN ESTADÍSTICA

Las fuentes de información estadística son aquellas que proporcionan los datos so
metidos al análisis estadístico; suelen clasificarse en dos tipos: fuentes de información 
secundarias y primarias; las primeras son aquellas ya existentes y elaboradas por 
otros agentes o investigadores, públicos o privados, ajenos a nuestra investigación; las 
fuentes directas o primarias son las elaboradas específicamente para la propia inves
tigación.

Dado que el coste de la información primaria es normalmente bastante más alto, 
en cualquier estudio estadístico es conveniente comenzar realizando una investigación 
sobre las posibles fuentes de información secundarias previamente existentes; su dis
ponibilidad facilita la planificación de la operación, a veces incluso evita la recogida 
de cierta información inicialmente prevista y que se descubre de que ya está disponi
ble; en todo caso la información preexistente puede permitir la comparación o relati- 
vización de nuestros resultados con los generados por otros investigadores.
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En el siguiente epígrafe, se describen las principales fuentes estadísticas oficiales 
que existen en España relativas al análisis económico; buena parte de esta información 
es asequible por Internet y el resto puede consultarse en centros de documentación o 
comprarse a precios relativamente reducidos.

1.6. LAS ESTADÍSTICAS ECONÓMICAS EN ESPAÑA 

1.6.1 Introducción

Antes de abordar los principales conceptos estadísticos, hemos considerado ade
cuado introducir un apartado en el que se resuma el primero de los tres aspectos se
ñalados con anterioridad, es decir, el conocimiento de las principales estadísticas eco
nómicas disponibles en España; estas estadísticas permiten la realización de 
investigaciones y análisis sobre la situación actual y la evolución de la economía 
española en aspectos que son necesarios para la dirección y administración de em
presas.

El INE almacena toda la información estadística que produce en formatos elec
trónicos en Internet a través de un sistema denominado INEbase. La organización pri
maria de la información sigue la clasificación temática del Inventario de Operaciones 
Estadísticas de la Administración General del Estado (IOE). La unidad básica de INE
base es la operación estadística, definida como el conjunto de actividades que con
ducen a la obtención de resultados estadísticos sobre un determinado sector o tema a 
partir de datos recogidos de forma individualizada.

A las operaciones estadísticas se puede acceder directamente a través de la lista 
completa de operaciones de INEbase o a través de los menús temáticos. Estos menús 
permiten conocer toda la información disponible de cada tema: operaciones para las 
que se presentan resultados, junto con una pequeña descripción de las variables pu
blicadas, la periodicidad y disponibilidad de los datos y el ámbito geográfico; publi
caciones y estudios relacionados; enlaces a otras webs donde ampliar la información 
de fuentes externas; y un enlace al IOE para conocer todas las operaciones del Siste
ma Estadístico Español relacionadas con el tema.

Para cada operación estadística en INEbase existe una página que da acceso a toda 
la información relativa a la misma: los resultados detallados completos, la última nota 
de prensa publicada, el calendario de disponibilidad de datos y toda la información 
metodológica o descriptiva que ayuda a la mejor comprensión e interpretación de los 
datos (metodologías, cuestionarios, clasificaciones, notas explicativas,...).

Los resultados detallados incluyen los últimos resultados publicados y además 
la historia reciente de la estadística. Los ficheros de datos se pueden visualizar di
rectamente desde INEbase o descargar en formato Pc-Axis para un tratamiento 
posterior utilizando el programa Pc-Axis cuya descarga se puede hacer de forma 
gratuita.

El alumno debe entrar en la Web del INE (www.ine.es) y familiarizarse con la in
formación estadística disponible.

Las operaciones que figuran en INEBase se agrupan en las siguientes áreas te
máticas:

http://www.ine.es
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 Entorno físico y medio ambiente.
 Demografía y población.
— Sociedad.
— Economía.
—  Agricultura.
  Industria, energía y construcción.
— Servicios.
— Clasificaciones.
— Internacional.
— Síntesis estadística.
— Banco de series Tempus.

Dentro del área temática correspondiente a la economía, las operaciones estadís
ticas se estructuran en los siguientes apartados:

1. Empresas

1.1. Directorio central de empresas: explotación estadística.

2. Cuentas económicas

2.1. Contabilidad nacional de España.
2.2. Contabilidad nacional trimestral de España.
2.3. Cuentas trimestrales no financieras de los sectores institucionales
2.4. Contabilidad regional de España.
2.5. Cuenta satélite del turismo de España.
2.6. Balanza de pagos.

Estadísticas financieras y monetarias.

3.1. Efectos de comercio devueltos impagados.
3.2. Hipotecas.
3.3. Sociedades mercantiles.
3.4. Estadística del procedimiento concursal.
3.5. Estadística de transmisiones de derechos de la propiedad.
3.6. Suspensiones de pagos y declaraciones de quiebras.
3.7. Ventas a plazos.
3.8. Magnitudes monetarias y financieras.
3.9. Mercado bursátil.
3.10. Tipos de interés.

Comercio exterior.

4.1. índices de comercio exterior de servicios.
4.2. Resultados de comercio exterior.
4.3. Tipos de cambio.
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5. Información tributaria

5.1. Mercado de trabajo y pensiones en las fuentes tributarias.
5.2. Estadísticas de impuestos.

En lo referente a las operaciones que analizan datos de empresa, la información se 
estructura, tal como puede observarse en la lista de operaciones, según el sector de ac
tividad al que pertenecen. Las operaciones que engloban son las siguientes:

1. Ciencia y tecnología.

1.1. Investigación y desarrollo tecnológico.
1.2. Estadística sobre actividades de I+D.
1.3. Encuesta sobre innovación tecnológica en las empresas.
1.4. Indicadores de alta tecnología.
1.5. Encuesta de recursos humanos en Ciencia y Tecnología.
1.6. Estadísticas de propiedad industrial.

2. Nuevas tecnologías de la información y la comunicación.

2.1. Encuesta de uso de TIC y comercio electrónico en las empresas.
2.2. Encuesta de tecnologías de la información en los hogares.
2.3. Indicadores del sector TIC.
2.4. Tecnología de la información en la enseñanza no universitaria.

3. Agricultura, ganadería, silvicultura y pesca.

3.1. Censo Agrario.
3.2. Encuesta sobre la estructura de las explotaciones agrícolas.
3.3. Producción agrícola.
3.4. Producción ganadera.
3.5. Indicadores económicos agrarios.
3.6. Medios de producción.
3.7. Silvicultura. Estadísticas pesqueras.
3.8. Agricultura y ganadería ecológica.

4. Industria.

4.1. índices de producción industrial.
4.2. Indices de precios industriales.
4.3. índices de entradas de pedidos en la industria.
4.4. índices de cifras de negocios en la industria.
4.5. índices de precios de exportación e importación de productos in

dustriales.
4.6. Encuesta industrial de empresas.
4.7. Encuesta industrial de productos.
4.8. Fabricación de vehículos.
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5. Energía

5.1. Encuesta de consumos energéticos.
5.2. Otros resultados sobre la energía.

6. Construcción y vivienda.

6.1. índice de precios de vivienda.
6.2. Censo de Población y Viviendas 2001.
6.3. Censo de Población y Viviendas 1991.
6.4. índices de precios de materiales e índices nacionales de la mano de

obra.
6.5. Estadísticas de la construcción. 

«
Encuestas globales del sector Servicios.

7.1. Indicadores de actividad del sector servicios.
7.2. índices de precios del sector servicios.
7.3. índices de comercio exterior de servicios.
7.4. Encuesta anual de servicios.
7.5. Estadística de productos en el sector servicios.
7.6. Estadísticas de filiales de empresas extranjeras en el sector servicios.

Comercio.

8.1. índices de comercio al por menor.
8.2. Encuesta anual de comercio.
8.3. Estadística de productos en el sector comercio.
8.4. Encuesta de uso de TIC y comercio electrónico en las empresas.
8.5. Encuesta de comercio al por menor.
8.6. Encuesta de comercio al por mayor.

Transporte y actividades conexas, comunicaciones.

9.1. Estadística de transporte de viajeros.
9.2. Transporte de mercancías por carretera.
9.3. Red de carreteras, vehículos, conductores y accidentes.
9.4. Transporte ferroviario.
9.5. Transporte marítimo.
9.6. Transporte aéreo.
9.7. Transporte por tubería.
9.8. Estadísticas de turismos de servicio público.
9.9. Servicios postales y de telecomunicaciones.

Hostelería y turismo.

10.1. Encuesta de ocupación hotelera.
10.2. Encuesta de ocupación en acampamentos turísticos.
10.3. Encuesta de ocupación en apartamentos turísticos.
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10.4. Encuesta de ocupación en alojamientos de turismo rural.
10.5. índice de precios hoteleros.
10.6. Indice de ingresos hoteleros.
10.7. índice de precios de acampamentos, apartamentos turísticos y aloja

mientos de turismo rural.
10.8. Encuesta sobre la estructura de las empresas hoteleras.
10.9. Encuesta sobre la estructura de empresas de agencias de viajes.
10.10. Turismo receptor.
10.11. Turismo nacional.
10.12. Ingresos y pagos por turismo.
10.13. Albergues y ciudades de vacaciones.

11. Otros servicios empresariales, personales y comunitarios.

11.1. Encuesta de servicios audiovisuales.
11.2. Encuesta de servicios técnicos.
11.3. Encuesta de servicios personales.
11.4. Encuesta de servicios informáticos.
11.5. Encuesta de servicios industriales de limpieza.

En el ámbito social, desde el punto de vista del consumo y de los precios, cabe 
destacar:

—  Encuesta de presupuestos familiares.
—  Indice de Precios al Consumo

Y, por último, respecto al mercado laboral:

—  Encuesta de Población Activa.
—  Encuesta Anual de Coste Laboral.

No todas estas operaciones son realizadas por el INE, aparecen aquí todas las 
más importantes que se realizan en este ámbito, así la Información tributaria y los 
resultados de Comercio Exterior depende del Ministerio de Economía y Hacienda, 
las relativas al sector agrario del Ministerio de Medio Ambiente y Medio Rural y 
Marino, las Estadísticas de la construcción de la Dirección General de Programa
ción Económica del Ministerio de Fomento y la Balanza de Pagos, las Magnitudes 
Monetarias y Financieras y los Tipos de interés y Tipos de cambio del Banco de Es
paña. En estos casos, sólo se publican los principales resultados, indicando el enla
ce correspondiente al organismo elaborador de la estadística para más detalle.

Al margen del INE, buena parte de los organismos estadísticos regionales han 
comenzado en la actualidad a elaborar sus propias estadísticas económicas, realizan
do encuestas a empresas y hogares, elaborando sus propios directorios de empresas y 
locales y estimando las cuentas económicas relativas a su ámbito territorial.

Los servicios estadísticos de los principales Ayuntamientos disponen también de 
importante información a la que puede accederse desde sus respectivas páginas Web.
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Cabe también señalar por su importancia a nivel económico y social, la infor
mación estadística derivada de los registros administrativos del Ministerio de Traba
jo e Inmigración, en concreto, de los ficheros de centros de cotización y afiliados a 
la seguridad social y los registros de paro y contratos del ENEM, así como la En
cuesta de Coyuntura Laboral, que analiza el mercado laboral desde la perspectiva 
de la demanda (se encuesta a los centros de cotización).

También merecen especial mención el Instituto de Estudios Turísticos (IET), 
dependiente del Ministerio de Industria, Turismo y Comercio, que como productor 
de información, es el encargado de las operaciones estadísticas Movimientos Turís
ticos en Fronteras (FRONTUR), Encuesta de Gasto Turístico (Egatur) y Movimien
tos Turísticos de los Españoles (FAMILITUR), generando datos sobre las llegadas 
de visitantes extranjeros a nuestro país, sus peculiaridades, gastos que realizan y 
viajes realizados por los españoles y sus características.

Otra fuente de información de gran interés es la Estadística Mercantil del Re
gistro Mercantil Central, que publica datos estadísticos referidos a los actos societa
rios de constitución, extinción, transformación, fusión, aumento y reducciones de 
capital, situaciones concúrsales, depósitos de estados financieros y sistemas de ad
ministración societaria, así como datos muy relevantes sobre los diversos objetos 
sociales que constituyen el tejido productivo de nuestro país.

Por último, puede destacarse, otras instituciones como el Banco de España 
(www.bde.es) o la Intervención General de la Administración del Estado (IGAE; 
http://www.igae.pap.meh.es) que elabora, a partir de las liquidaciones presupuesta
rias, las cuentas donde se registra la actividad económica desarrollada por las admi
nistraciones públicas.

En las páginas que siguen haremos un repaso de las principales operaciones es
tadísticas españolas en el ámbito socioeconómico y en el relativo a la información 
económica y financiera de las empresas, explicando los rasgos metodológicos bási
cos con los que se elaboran y la información que proporcionan.

1.6.2. Estadísticas económicas

Siguiendo la clasificación de las operaciones señaladas en INEBase, expone
mos a continuación las principales características.

1.6.2.1. Estadísticas sobre empresas

A) El Directorio Central de Empresas (DIRCE)

El DIRCE es un directorio económico que el INE ha elaborado siguiendo las 
recomendaciones del Reglamento n- 2186/93. El DIRCE, cuyos antecedentes son 
el Proyecto de Integración de Directorios Económicos de finales de 1989, se creo 
con el ejercicio de referencia de 1994, manteniéndose desde entonces hasta el pre
sente.

El DIRCE se creó a partir de las siguientes fuentes básicas:

http://www.bde.es
http://www.igae.pap.meh.es
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a) Impuesto de Actividades Económicas.
b) Licencias Fiscales de la Comunidad Foral de Navarra.
c) Directorio de Locales del País Vasco.
d) Registro de Retenedores a Cuenta de la Declaración Anual de Retenciones 

sobre las Rentas del Trabajo (DART).
e) Cuentas de Cotización de la Seguridad Social.

La existencia de fuentes procedentes de los registros tributarios hace que el 
DIRCE esté sujeto a la Ley General Tributaria, sin que pueda transmitirse entre Ad
ministraciones, aunque sean depositarías del deber de Secreto Estadístico estableci
do por las diferentes Leyes Estadísticas, ni pueda ser difundido en los términos que 
establece la Ley de Protección de Datos.

El DIRCE cubre todas las actividades económicas excepto la producción agra
ria y pesquera, los servicios administrativos de la Administración Central, Autóno
ma y Local (incluida la Seguridad Social), las actividades de las comunidades de 
propietarios y el servicio doméstico. El resto de las actividades de las Administra
ciones Públicas (sanidad, enseñanza, producción destina a venta), y de las Institu
ciones Privadas sin fines de lucro solo se cubren de forma parcial.

La unidad de referencia del DIRCE es la empresa, que se define como: «Orga
nización sometida a una autoridad rectora que puede ser, según los casos, una per
sona física, una persona jurídica o una combinación de ambas y constituida con mi
ras a ejercer en uno o varios lugares una o varias actividades de producción de 
bienes o servicios», ofreciéndose también la información relativa a sus unidades 
locales.

Su objetivo básico es hacer posible la realización de encuestas económicas por 
muestreo. Se actualiza una vez al año, generándose un nuevo sistema de informa
ción a 1 de enero de cada período.

Se publica una explotación estadística de los resultados para empresas y unida
des locales, desglosados por comunidades autónomas según condición jurídica, ac
tividad económica principal y estrato de asalariados asignado. El DIRCE genera in
formación asociada a: altas, permanencias y bajas, clasificadas estas según sector 
económico, condición jurídica y estrato de asalariados, es decir, se describe la de
mografía del sector empresarial español. Las fuentes estadísticas utilizadas en su 
elaboración son los ficheros de centros de cotización a la Seguridad Social, el fiche
ro del Impuesto de Actividades Económicas y las propias encuestas a empresas rea
lizadas por el INE.

I.6.2.2. Cuentas económicas

A) Contabilidad Nacional de España (CNE)

El objetivo más relevante de los Sistemas de Cuentas Económicas es ofrecer 
una representación cuantificada de la realidad económica, referida a ámbitos espa
ciales y temporales determinados, que sea lo más actual, sistemática, completa y 
fiable posible.
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Periódicamente se introducen en la CNE los cambios de base contable, destina
dos a actualizar las mediciones de las ponderaciones, conforme se producen cam
bios en las metodologías de referencia y en las fuentes y procedimientos de estima
ción de las cuentas nacionales.

El Sistema de Cuentas Nacionales de la economía española está adaptado al 
Sistema Europeo de Cuentas Nacionales y Regionales (SEC95), que aplican de for
ma armonizada todos los Estados miembros de la Unión Europea (UE), en cumpli
miento de lo dispuesto en el Reglamento del Consejo de la CEE n9 2223/96 de 25 
de junio de 1996.

Además del marco ínput-output, se elaboran los siguientes cuadros con
tables:

— Cuentas económicas integradas.
— Cuenta de bienes y servicios.
— Cuentas del total de la economía y de los sectores institucionales.
— Cuentas del sector Instituciones financieras y sus subsectores.
— Cuentas del sector Administraciones públicas y sus subsectores.
— Cuentas del sector Resto del mundo y sus subsectores.
— Cuenta de producción y explotación por ramas de actividad.
— Agregados por ramas de actividad.
— Clasificación del gasto en consumo final de los hogares por finalidad (COI- 

COP).
— Gasto en consumo final de las Administraciones públicas.
— Formación bruta de capital.
— Operaciones de bienes y servicios con el Resto del Mundo.
— Tablas anexas.

B) Contabilidad Nacional Trimestral de España (CNTR)

La Contabilidad Nacional Trimestral de España (CNTR) es una estadística de 
síntesis de carácter coyuntural, cuyo objetivo primordial es proporcionar una des
cripción cuantitativa coherente del conjunto de la actividad económica española 
en el pasado inmediato, mediante un cuadro macroeconómico trimestral, elabora
do desde la óptica de la oferta, la demanda y las rentas. Asimismo, incluye esti
maciones del nivel de empleo, en términos de Contabilidad Nacional, abarcando 
los conceptos: personas, puestos de trabajo, puestos de trabajo equivalentes a 
tiempo completo. Las estimaciones de la CNTR se ofrecen en dos versiones: da
tos brutos o no ajustados y datos corregidos de estacionalidad y calendario. El 
sistema de la CNTR incluye la Cuenta Trimestral del Resto del Mundo que cuan- 
tifica, entre otras cosas, la capacidad o necesidad de financiación de la economía 
en su conjunto.

Todas las estimaciones de la CNTR se ajustan a los mismos principios de cohe
rencia y equilibrio contable que la Contabilidad Nacional de España (CNE) anual. 
Ambas estadísticas se elaboran en consonancia con el Sistema Europeo de Cuentas 
Nacionales y Regionales (SEC95).
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C) Cuentas trimestrales no financieras de ios sectores institucionales

El objetivo de las Cuentas trimestrales no financieras de los sectores institucio
nales (CTNFSI) es describir las relaciones de comportamiento entre las unidades 
institucionales que forman la economía nacional (hogares e instituciones sin fines 
de lucro al servicio de los hogares, sociedades no financieras, instituciones finan
cieras y administraciones públicas) y entre aquellas y las unidades que forman el 
resto del mundo.

Las CTNFSI forman parte del objetivo global de elaboración de un sistema de 
cuentas anuales y trimestrales para la Unión Europea y la zona del euro. Este siste
ma incluye los principales agregados macroeconómicos y las cuentas financieras y 
no financieras de los sectores institucionales. El objetivo es aportar coherencia entre 
todos esos conjuntos de cuentas y, en relación con las cuentas del resto del mundo, 
entre los datos de la balanza de pagos y los de las cuentas nacionales.

Las CTNFSI se elaboran de acuerdo con el Reglamento del Parlamento Euro
peo y del Consejo número 1161/2005. No obstante, el marco conceptual y normati
vo que subyace es conforme con los principios del Sistema Europeo de Cuentas Na
cionales y Regionales (SEC-95), actualizados por las enmiendas que, con 
posterioridad a su adopción, se han incorporado bajo la forma de Reglamentos del 
Parlamento Europeo y del Consejo.

D) Contabilidad Regional de España (CRE)

La Contabilidad Regional de España (CRE) es una operación estadística que el 
INE viene realizando desde el año 1980 y cuyo principal objetivo es ofrecer una 
descripción cuantificada, sistemática y lo más completa posible de la actividad eco
nómica regional en España (comunidades autónomas y provincias), durante el perí
odo de referencia considerado.

La información que proporciona permite analizar y evaluar la estructura y evo
lución de las economías regionales, y sirve de base estadística para el diseño, ejecu
ción y seguimiento de las políticas regionales.

Las cuentas regionales son una especificación de las cuentas nacionales; es de
cir, la Contabilidad Nacional de España (CNE) constituye el marco de referencia 
conceptual y cuantitativa en el que se integra la CRE.

E) La Cuenta Satélite del Turismo de España (CSTE)

Esta operación intenta armonizar todas las informaciones económicas referidas 
al sector para evaluar su impacto económico real, superando las dificultades que en
traña la propia delimitación sectorial y las derivadas de la aplicación de diferentes 
metodologías de estimación; la responsabilidad de su elaboración recae en la Subdi- 
rección General de Cuentas Nacionales del INE.

Para la medición del impacto económico del sector hay que abordar los proble
mas propios de la evaluación de una actividad transversal en la que ni desde la
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perspectiva de los productos, ni desde la perspectiva de las unidades de producción 
o actividades productivas, puede establecerse de manera unívoca una delimitación 
del turismo, ya que, como reconoce la propia metodología de esta operación esta
dística:

 Los gastos realizados por los turistas no son fácilmente identificables y
mensurables, ya que, si bien se concentran en servicios como los de aloja
miento, transporte, agencias de viaje, pueden abarcar un número mucho 
más amplio de productos y materializarse en casi cualquier tipo de bien o 
servicio disponible.

— Las industrias que concentran la mayor parte de la oferta de productos para 
los turistas sirven también otras motivaciones y usos distintos del turismo: 
un restaurante sirve también comidas a las personas que residen o trabajan 
cerca del establecimiento, sin que ello tenga nada que ver con la actividad 
turística. Lo mismo podría decirse del transporte de pasajeros, etc.

La CSTE está compuesta por un conjunto de cuentas y tablas, basadas en los 
principios metodológicos de la contabilidad nacional, que presenta los distintos pa
rámetros económicos del turismo en España, para una fecha de referencia dada. 
Comprende tres tipos de elementos:

— Cuentas y tablas de oferta, en las que se trata de caracterizar la estructura de 
producción y costes de las empresas turísticas.

— Tablas de demanda, en las que se trata de caracterizar, desde el punto de vis
ta económico, los diferentes tipos de turistas, el turismo nacional frente al 
internacional, el tipo de bienes y servicios demandados, etc.

— Tablas que interrelacionan la oferta con la demanda, que permiten obtener 
unas mediciones integradas de la aportación del turismo a la economía a tra
vés de variables macro como el PIB, la producción o el empleo.

F) La Balanza de Pagos

La Balanza de Pagos española es elaborada por el Banco de España con el fin 
de registrar de manera sistemática todas las transacciones económicas entre España 
y el resto del mundo. Esta información se elabora a partir de registros administrati
vos y tiene periodicidad mensual, trimestral y anual.

Para su elaboración, el Banco de España, de acuerdo con las directrices y reco
mendaciones establecidas por el Quinto Manual de Balanza de Pagos del Fondo 
Monetario Internacional, emplea un sistema basado en el registro de las transaccio
nes internacionales comunicadas por determinados agentes económicos que están 
obligados a informar directamente al propio Banco todas aquellas operaciones que 
hayan realizado con unidades no residentes (transferencias bancarias identificadas 
como viajes, compra y venta de moneda extranjera en bancos y oficinas de cambio, 
movimiento de divisas entre bancos nacionales y extranjeros y pagos con tarjeta de 
crédito).
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La información es accesible a partir de la página Web del banco de España, en 
concreto: http://www.bde.es/informes/be/balpag/balpag.htm.

1.6.2.3. Estadísticas financieras y monetarias

A) Efectos de comercio devueltos impagados (ECI)

El objetivo de la ECI es determinar mensualmente el número y el importe de 
los efectos comerciales de las entidades de crédito, en cartera y recibidos en gestión 
de cobro de clientes, que hayan vencido durante el mes de referencia y de éstos, los 
que hayan resultado impagados. Se obtienen datos sobre número y cuantía de los 
diferentes efectos, desagregados por clase de entidad: bancos, cajas de ahorros y co
operativas de crédito y territorialmente a escala nacional por comunidades autóno
mas y provincias.

B) Hipotecas

Esta estadística ofrece información sobre constituciones de hipotecas, es decir, 
sobre el número de nuevas hipotecas que se constituyen durante el mes de referen
cia sobre bienes inmuebles y el importe de los nuevos créditos hipotecarios corres
pondientes a dichas hipotecas. A partir de 2006 se publica información sobre cam
bios y cancelaciones registrales de hipotecas. Toda esta información se desagrega 
en base a diversas variables como naturaleza de la finca hipotecada o entidad pres
tamista.

Toda la información sobre constituciones, cambios y cancelaciones regístrales 
de hipotecas se obtiene a partir de la información contenida en los Registros de la 
Propiedad de todo el territorio nacional

C) Sociedades mercantiles

El objetivo de esta estadística es obtener información de carácter mensual sobre 
las sociedades creadas, las sociedades disueltas y de aquellas en las que se ha pro
ducido modificaciones de capital.

Se obtienen datos por provincias, comunidades autónomas y total nacional a 
partir de los datos suministrados por el Registro Mercantil Central que recoge infor
mación de todo el territorio nacional, incluidas Ceuta y Melilla.

D) Estadística del procedim iento concursa!

Esta estadística sustituyó a la Estadística de Suspensiones de Pago y Declara
ciones de Quiebra del INE, y tiene como objetivo proporcionar información trimes
tral sobre el sobre el número de deudores concursados, así como del tipo de concur

http://www.bde.es/informes/be/balpag/balpag.htm
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so (voluntario o necesario), de la clase de procedimiento (ordinario o abreviado), y 
de la existencia de propuesta anticipada de convenio y de su contenido (quita, espe
ra, quita y espera u otra proposición), a partir de la información recogida mensual- 
mente de los nuevos Juzgados de lo Mercantil, de los Juzgados de Ia Instancia y los 
Juzgados de Ia Instancia e Instrucción con competencia mercantil.

E) Estadística de transmisiones de derechos de la propiedad

Esta estadística proporciona información mensual sobre las transmisiones de de
rechos de la propiedad, es decir, sobre el número de derechos de la propiedad que se 
transmiten a nivel nacional, por provincias y comunidades autónomas. Toda la infor
mación sobre transmisiones de derechos de la propiedad se obtiene a partir de la in
formación contenida en los Registros de la Propiedad de todo el territorio nacional.

F) Estadística sobre suspensiones de pagos y  declaraciones 
de quiebra

El objetivo de esta estadística es recoger información sobre el número de expe
dientes de suspensiones de pagos y declaraciones de quiebra que se inician en los 
Juzgados de Primera Instancia e Instrucción en el territorio nacional.

La información que se ofrece hace referencia al número de empresas afectadas, 
activo y pasivo de dichas empresas y clase y causa de los procedimientos, según la 
actividad económica y condición jurídica de la empresa.

G) Estadística de Ventas a plazos

El objetivo es ofrecer información sobre el volumen de las ventas a plazos de 
aquellos bienes muebles inscritos en los Registros de Venta a Plazos, analizándose 
el número de contratos de compraventa de bienes muebles, valor al contado por tipo 
de financiación, aplazamiento y grupos de bienes. A partir de agosto de 1999 se 
dejó de realizar esta estadística, por entrar en vigor la Orden de 19 de julio de 1999, 
que aprobaba la Ordenanza para el Registro de Venta a Plazos de Bienes Muebles. 
Dicha Ordenanza no contempla la inscripción, en los Registros de algunos de los 
datos que el INE recogía.

H) Magnitudes monetarias y financieras

Estas estadísticas son elaboradas por el Banco de España, y tienen como objeti
vo ofrecer la información relativa al activo y pasivo de las instituciones financieras, 
Banco de España y otras instituciones financieras monetarias diferentes del Banco 
de España, y depósitos de otros sectores residentes en las entidades de depósito por 
entidad.
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I) Mercado bursátil

En este apartado se ofrece información elaborada por distintos organismos sobre 
la actividad bursátil, en concreto: cuantía de valores negociados en las Bolsas de Va
lores, índices de cotización de acciones en la Bolsa de Madrid, mercado de deuda en 
anotaciones en cuenta, acciones y obligaciones por volumen de cotización.

La Comisión Nacional del Mercado de Valores (http://www.cnmv.es/) publica 
también información económica financiera y estadística elaborada a partir de sus 
propios Registros Oficiales.

J) Tipos de interés

Esta estadística es elaborada por el Banco de España y tiene como objetivo 
ofrecer información sobre los tipos de interés legales del mercado financiero y del 
mercado monetario, tipos de interés legales aplicados por las entidades de crédito y 
tipos de interés de la Banca y Cajas de ahorro a residentes de la UEM.

1.6.2.4. Comercio exterior

A) índices de comercio exterior de servicios (SCES)

Los ICES tienen como principal objetivo proporcionar indicadores de la evolu
ción a corto plazo del valor de las exportaciones e importaciones de servicios no tu
rísticos realizadas entre las unidades residentes y las no residentes en España.

Se trata de una operación estadística continua derivada de los datos trimestrales 
recogidos en la Encuesta de Comercio Internacional de Servicios (ECIS).

Los ICES se presentan para los diez principales tipos de servicios (exceptuando 
turismo) de acuerdo a la Clasificación Ampliada de la Balanza de Pagos de Servi
cios (CABPS): transporte, comunicaciones, construcción, seguros, servicios finan
cieros, servicios de informática y de información, royalties y derechos de licencia, 
servicios empresariales, servicios personales, culturales y recreativos, y servicios 
gubernamentales (no incluidos anteriormente). Asimismo, se presentan índices de 
exportaciones e importaciones de servicios por zonas geográficas/países de contra
partida.

B) Resultados de comercio exterior

La fuente estadística básica para estudiar las operaciones de comercio exterior 
es el Fichero Territorial de Aduanas, elaborado por el Departamento de Informática 
Tributaria de la Agencia Estatal de Administración Tributaria (AEAT) con datos 
procedentes del Departamento de Aduanas e Impuestos Especiales de la AEAT. Los 
ficheros con los datos de todas las operaciones realizadas están disponibles en Inter
net en la página Web www.aet.es.

http://www.cnmv.es/
http://www.aet.es
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La unidad informante es la empresa que efectúa la operación de exportación/ 
expedición o de importación/introducción que está obligada a documentarla en el 
denominado Documento Aduanero (DUA), recogiéndose información sobre el 
importe de la operación, el peso de las mercancías, la provincia y el país de ori
gen/destino, la provincia correspondiente a la aduana y el modo de transporte utili
zado.

En 1988 la Comunidad Europea elaboró e implantó un nuevo Arancel de Adua
nas: la Nomenclatura Combinada y, en el marco de ésta, para facilitar su informati- 
zación, se creó el Arancel Integrado Comunitario o TARIC, cuyas subpartidas que
dan identificadas por un código compuesto por once cifras en total. La versión 
nacional de la TARIC entró en vigor el 1 de enero de 1988.

Desde el 1 de enero de 1993, fecha del establecimiento del Mercado Único en 
la Unión Europea, las operaciones de comercio exterior en sentido estricto se refie
ren únicamente al intercambio de bienes y mercancías con países terceros, es decir, 
fuera de la Unión Europea. Por el contrario, los realizados con Estados miembros 
de la UE constituyen el comercio intracomunitario, en el que los términos de expor
tación e importación se sustituyen por los de expedición e introducción respectiva
mente.

A partir de esa fecha las operaciones del Comercio Exterior se determinan por 
la suma de los siguientes conceptos:

• Existe la obligación de presentar la declaración DUA ante la aduana para to
das las operaciones de exportación e importación cuya procedencia o destino 
corresponda a países no comprendidos en la Unión Europea. Estas operacio
nes se contabilizan como se hacía antes de 1993.

• Para las introducciones y expediciones intracomunitarias (operaciones en que 
se compra o vende a otro país comunitario), se debe presentar la declaración 
correspondiente al mes anterior en los doce primeros días naturales de cada 
mes por vía telemática, mediante formulario electrónico en Internet o en so
porte papel en las oficinas de INTRASTAT.

A partir del 1 de enero de 1999 quedó suprimida la clasificación según el tipo 
de obligación del operador. Se establece un único umbral de asimilación quedando 
suprimida la declaración simplificada, y subsistiendo única y exclusivamente la de
claración detallada. Según la Orden del Ministerio de Hacienda de diciembre de 
2000 se establece un solo umbral de asimilación que queda fijado en 100.000 Eu
ros, por lo que están obligados a presentar declaración INTRASTAT en los ejer
cicios 2001 y 2002 los operadores que alcancen un importe facturado de introduc
ciones o de expediciones igual o superior a 100.000 Euros en el ejercicio 
precedente.

C) Tipos de cambio

En esta sección se recogen datos sobre tipos de cambio proporcionados por el 
Banco de España y que el INE publica dentro de su Boletín Mensual de Estadística.
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1.6.2.5. Información tributaria 

A) Estadística sobre el mercado de trabajo y  las pensiones

Las entidades, empresas y administraciones privadas y públicas, que realizan 
pagos por salarios, pensiones y servicios profesionales están obligadas a practicar 
retenciones e ingresar su importe en la Hacienda Pública por medio de autoliquida- 
ciones mensuales o trimestrales o mediante formalización de crédito en el caso de 
organismos de la Administración del Estado. Al terminar cada año natural, dichas 
entidades están obligadas a presentar una Declaración resumen Anual de Retencio
nes sobre las rentas del Trabajo personal que se acompaña de una Relación de Per
ceptores en la que figuran los datos identificativos de cada perceptor, las retribucio
nes satisfechas y las retenciones practicadas. Igual obligación afecta a las entidades 
que operan en los territorios forales, respecto a las respectivas Haciendas Forales.

El Instituto de Estudios Fiscales elabora una estadística que presenta la infor
mación de forma agregada por provincias, sexo, sector institucional, dimensión de 
la entidad pagadora, actividad de la empresa, etc.

La información se publica en la Web del Instituto de Estudios Fiscales. 
(http://www.ief.es/InvestigacionyEstadisiica/EstadBaseTrib.htm).

B) Información tributaría

La página Web de la AEAT publica diversas estadísticas, entre las que destaca
mos las siguientes:

— Informe Anual de Recaudación Tributaria de la AEAT y Resúmenes informa
tivos de Recaudación por Tributos Cedidos y Concertados de la Inspección 
General del Ministerio de Economía y Hacienda. Estas estadísticas ofrecen la 
información sobre la recaudación de tributos por las administraciones pú
blicas.

— Resultados económicos y Tributarios en el IVA. Es una investigación de ca
rácter censal basada en la información que suministran los agentes econó
micos a través del «Resumen Anual».

— La estadística Cuentas anuales en el Impuesto sobre Sociedades está basada 
en las declaraciones anuales del Impuesto sobre Sociedades que presentan a 
la Administración Tributaria las entidades con domicilio fiscal en el Territo
rio de Régimen Fiscal Común.

— Estadísticas de IRPF por partidas. Los datos del IRPF tienen su origen en la 
agregación de algunas de las variables tributarias que se recogen en los mo
delos de impresos en los que se presenta la declaración-autohquidación del 
IRPF. No se incluye la información de las declaraciones presentadas ante las 
Haciendas Forales (C.F. de Navarra y País Vasco). Los datos proceden de la 
AEAT y de la base de datos BADESPE que elabora el Instituto de Estudios 
Fiscales, ambos pertenecientes al Ministerio de Economía y Hacienda.

http://www.ief.es/InvestigacionyEstadisiica/EstadBaseTrib.htm
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16.3- Estadísticas a empresas

Dado el importante número de operaciones estadísticas que se recogen en este 
apartado, describimos a continuación las más importantes, desde el punto de vista 
del análisis económico de la actividad desarrollada por las empresas.

A) Encuesta sobre ia Estructura de las Explotaciones Agrícolas

La Encuesta sobre la estructura de las explotaciones agrícolas se efectúa en to
dos los países miembros de la Unión Europea. España participó por primera vez en 
este programa comunitario con la encuesta por muestreo del año 1987. Con poste
rioridad se han realizado"los censos en los años 1989 y 1999 y las encuestas por 
muestreo en los años 1993, 1995, 1997 y 2003. En esta encuesta participan organis
mos regionales de estadística, en concreto, el Instituto Vasco de Estadística (EUS- 
TAT), el Instituto de Estadística de Cataluña (IDESCAT) y el Instituto Gallego de 
Estadística (IGE) en el ámbito territorial de sus comunidades, de acuerdo a los con
venios firmados entre el INE y los respectivos Institutos de Estadística.

La encuesta de 2007 tiene como objetivos fundamentales los siguientes:

a) Evaluar la situación de la agricultura española y seguir la evolución estruc
tural de las explotaciones agrícolas, así como obtener resultados compara
bles entre todos los Estados miembros de la Unión Europea.

b) Cumplir con la normativa legal fijada por la Unión Europea en los diferentes 
reglamentos del Consejo, así como atender a los requerimientos estadísticos 
nacionales y otras solicitudes internacionales de información estadística 
acerca del sector agrario.

Se analizan las producciones obtenidas, superficie de las explotaciones, régi
men de tenencia y la mano de obra.

B) Estadística Minera de España

La Estadística Minera de España, elaborada por el Ministerio de Industria, Tu
rismo y Comercio es la información más completa sobre la producción del sector 
extractivo en España.

El procedimiento de recogida de datos, depuración, gestión y publicación se re
aliza a través de Internet mediante certificado digital o DNI electrónico. Es de ca
rácter anual.

Se ofrece información sobre:

—  Número de explotaciones.
— Empleo: número de empleados remunerados, horas trabajadas, costes de 

personal.
— Consumo de materiales.
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— Consumo de energía.
—  Servicios empleados.
— Producción: producción vendible (los datos referentes a la producción y a 

los consumos de materiales y productos energéticos vienen expresados en 
cantidad y valor).

—  Inversiones efectuadas durante el año de referencia, desglosadas por provin
cias y referidas al total de productos energéticos, minerales metálicos y mi
nerales no metálicos, de acuerdo con la siguiente presentación:

—  Subvenciones.
—  Salarios pagados.
— Impuestos: licencia fiscal y otros impuestos y tasas.
—  Variación de existencias de productos terminados y en curso de fabricación.

La información aparece desglosada según el tipo de producción, intervalos de 
empleo y provincias.

C) Estadísticas y balances energéticos

El Ministerio de Industria, Turismo y Comercio es también el responsable de la 
elaboración de las Estadísticas y balances energéticos. Las estadísticas energéticas 
elaboradas son las siguientes.

—  Destilación de Carbón (Anual y Mensual).
—  Estadísticas Eléctricas (Anual y Mensual).
— Estadísticas Gas GLP (Anual).
— Estadísticas Gas Natural (Anual).
— Estadísticas de Refinerías de Petróleo (Mensual).

Dentro de éstas, destaca la Estadística sobre la Industria de la Energía Eléctrica, 
investigación censal de carácter mensual y anual, que recoge datos físicos y econó
micos sobre el sector productor y distribuidor de energía eléctrica: número y tipo de 
centrales, potencia instalada, producción por tipo de central, costes de generación y 
costes de mantenimiento, intercambios y distribución de energía eléctrica. Esta es
tadística:

a) Es la principal fuente de información y la base imprescindible para realizar 
cualquier estudio con profundidad del sector energético.

b) Es fundamental para la realización de balances energéticos en el ámbito eu
ropeo, nacional o regional.

Los consumos de energía eléctrica se muestran con una sectorialización de 34 
ramas de actividad. En el ámbito geográfico se distinguen las producciones por 
cuencas, provincias y Comunidades Autónomas. Respecto al tipo se distinguen las 
centrales de servicio público y las autoproductoras.
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Respecto a los Balances energéticos, anualmente se elabora El libro de La 
Energía en España, que recoge la evolución del mercado energético en España du
rante el año corriente, con análisis detallado de los balances energéticos y precios 
así como de las nuevas disposiciones legales de ordenación del sector. También se 
elaboran informes de coyuntura trimestral y mensual.

D) Encuesta industrial de Empresas y Encuesta Industrial de Productos

La principal estadística estructural que se realizaba en España sobre el sector 
industrial es la denominada «Encuesta Industrial», operación estadística iniciada 
por el INE en 1978 y que desde entonces ha venido ofreciendo información econó
mica sobre el sector con*periodicidad anual. La Encuesta Industrial se realizaba a 
una amplia muestra de establecimientos industriales que eran encuestados en su 
mayor parte por el INE, si bien establecimientos de determinados sectores (sectores 
delegados) eran investigados por los Ministerios de Industria y Energía y de Agri
cultura y Pesca. A los establecimientos se le solicitaba información de su estructura 
económica-financiera, y de detalle de su producción y compras.

En 1993 se produjo un importante cambio metodológico en esta Encuesta, que 
pasó a denominarse Sistema Integrado de Estadísticas Industriales, ya que incluye 
diferentes Encuestas, todas ellas ajustadas a unas definiciones, nomenclatura y cri
terios metodológicos comunes, que cubren hoy día las necesidades de información 
económica relativas al sector industrial español.

Estas investigaciones son:

— Encuesta Industrial anual de empresas.
— Encuesta Industrial anual de productos.
— Encuesta de I+D.
—  Encuesta Industrial Anual de Empresas 1995 (Consumos e Inversiones).

La encuesta industrial anual de empresas, a diferencia de la antigua, adapta las 
principales variables del cuestionario a los criterios y normas del Plan General de 
Contabilidad. Este nuevo enfoque en la recogida de información del sector indus
trial, ha sido uno de los principales cambios metodológicos que se han incorporaron 
a la encuesta.

Con el objetivo de ajustar los datos demandados (y su mayor o menor especifi
cación) a las características propias de cada unidad, se diseñan dos modelos dife
rentes de cuestionarios: un modelo dirigido a las empresas con 20 o más personas 
ocupadas, y otro, simplificado, con un número reducido de variables, para las em
presas con menos de 20 ocupados.

Las variables que investiga la encuesta industrial de empresas son a grandes 
rasgos las siguientes:

— Personal no remunerado.
— Personal remunerado.
— Horas trabajadas.
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—  Ventas netas de productos.
—  Ventas netas de mercaderías.
—  Prestaciones de servicios.
— Trabajos realizados para el inmovilizado.
— Subvenciones a la explotación.
— Otros ingresos de explotación.
— Total de ingresos de explotación.
— Variación de existencias de productos.
— Consumo de materias primas.
— Consumo de otros aprovisionamientos.
—  Consumo de mercaderías.
—  Trabajos realizados por otras empresas.
—  Sueldos y salarios.
—  Indemnizaciones.
—  Cargas sociales.
—  Arrendamientos y cánones.
—  Servicios de profesionales independientes.
—  Suministros.
—  Otros servicios exteriores.
—  Dotaciones para amortización del inmovilizado.
—  Total de gastos de explotación.
— Inversión realizada en activos materiales e inmateriales.

Desde el punto de vista geográfico, la encuesta industrial anual de empresas cu
bre el conjunto del territorio nacional, a excepción de Ceuta y Meliíla. A los efectos 
de su explotación estadística, la encuesta fue diseñada para permitir ofrecer resulta
dos con detalle territorial de Comunidad Autónoma, si bien hay que tener presente 
que la información relativa a las empresas multilocalizadas se basa en una regiona- 
lización de la actividad económica de la empresa utilizando para ello las siguientes 
variables para las que se pide detalle para cada UAE local:

—  Número medio de personas ocupadas.
—  Importe neto de la cifra de negocios.
—  Sueldos y Salarios.
—  Consumo de materias primas.
—  Inversión en activos materiales.
—  Inversión en activos inmateriales.

La Encuesta Industrial de Productos tiene como objetivo ofrecer detalle de la 
producción comercializada por la industria en España. A diferencia de la encuesta 
industrial de empresas la unidad de información es el establecimiento industrial. Se 
investigan los establecimientos de empresas industriales de más de 20 personas 
ocupadas en el DIRCE.

La producción se mide tanto en términos de cantidad como de valor, que se de
fine como precio medio de venta neto, es decir, incluyendo los costes de envasado 
y excluyendo el IVA y otros impuestos sobre los productos, rappels y otros des
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cuentos realizados, y gastos de transporte facturados por separado. La producción 
se clasifica en código PRODCOM.

E) Encuesta sobre la Estructura de la Construcción

Es la estadística estructural sobre el sector más relevante en España. Dicha en
cuesta la elabora el Ministerio de Fomento pero fue diseñada con la colaboración 
del INE, por lo que el cuestionario en que se recogen los datos es bastante similar al 
de la Encuesta Industrial Anual.

La Encuesta de Estructura de la Construcción se viene realizando desde 1980, 
si bien fue en 1987 cuando se extendió el objeto de la investigación a los empresa
rios autónomos del sectof, y en 1988 se extendió la encuesta a las empresas de ins
talación, montaje y acabado de edificios y obras que hasta entonces eran encuesta- 
das por el INE.

Los principales objetivos de la Encuesta de la Estructura de la Construcción son:

a) Conocer las principales macromagnitudes del Sector de la Construcción, 
base esencial para la elaboración de las Cuentas Nacionales y Regio
nales.

b) Obtener un conjunto de información detallada, actualizada, fidedigna y 
completa del Sector de la Industria de la Construcción a nivel nacional y ho
mogéneo a los diferentes sectores industriales que permita conocer las prin
cipales características estructurales de la industria en su conjunto.

c) Obtener series temporales homogéneas de resultados, con definiciones y cri
terios que permitan la comparación con datos de otros países.

d) Por último, servir como instrumento necesario para la ejecución de estudios 
y análisis relativos a los factores de producción utilizados y otros elementos 
que permitan medir la actividad, rendimiento y competitividad de las empre
sas, así como la estructura y la evolución de las mismas con el objeto de 
comparar su actividad y rendimiento con los de los competidores de su sec
tor a escala regional, nacional e internacional.

La unidad estadística investigada es la «empresa» definida como la unidad pro
ductiva que ejerce exclusiva o principalmente la actividad de la construcción, ya 
que, esta unidad tipo es más adecuada que el «establecimiento» para el estudio del 
Sector de la Construcción.

Las variables contempladas son básicamente las mismas que la Encuesta Indus
trial de Empresas, es decir, personal ocupado, horas trabajadas, volumen de nego
cio, valor de producción, consumos intermedios, impuestos, costes de personal, in
versión bruta, ventas de bienes de inversión, subvenciones a la explotación, y gastos 
en I+D.

La información aparece desagregada según tipo de actividad y estrato de núme
ro de empleados, así como también se ofrecen datos con menor detalle por comuni
dades autónomas, en concreto, sobre el número de empresas, la cifra de negocio, 
los salarios, el empleo y la inversión realizada.
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F) Encuesta Anual de Servicios (EAS)

La Encuesta Anual de Servicios 2000 se configura como la primera operación 
en la que el INE ofrece una visión integrada del sector servicios, ya que hasta ahora 
los estudios realizados sobre este sector se han venido realizando de manera discon
tinua y dispersa.

Realizando una breve reseña sobre el sistema español de producción de estadís
ticas estructurales sobre el sector servicios podemos afirmar que es aún muy recien
te, ya que exceptuando alguna investigación específica (encuesta de comercio inte
rior de 1988), todas las estadísticas de servicios realizadas datan de los años 90. A 
comienzos de esta década el INE diseñó un plan estadístico para este sector que ha
bría de ser desarrollado en plazos de cinco años, mediante encuestas de periodici
dad anual y plurianual. El objetivo era que cada año se abordaban diferentes secto
res de forma que en un periodo aproximado de cinco años se hubiera investigado 
todo el sector de servicios.

El plan no se ha cumplido en los términos previstos, si bien a lo largo de la dé
cada la mayor parte de las actividades de servicios se han investigado al menos una 
vez (nunca se han investigado las actividades de transporte por tubería, actividades 
inmobiliarias, intermediación financiera, y servicios de investigación y desarrollo). 
Del conjunto de encuestas realizadas hay que destacar su falta de unidad metodoló
gica: objetivos, unidades de encuesta, ámbitos territoriales y cuestionarios diferen
tes; lo que se traduce en la imposibilidad actual de tener un conocimiento conjunto 
del sector de servicios en España.

Las encuestas a empresas de servicios realizadas por el INE son las siguientes, 
entre paréntesis aparece el año en que se realizó la encuesta:

— Servicios Audiovisuales (1992,1997).
—  Servicios Técnicos (1992,1997).
—  Servicios de Consultoría (1993).
—  Servicios de Publicidad (1994).
—  Servicios de Alquilerde vehículos, Maquinaria y equipo (1994).
—  Servicios informáticos (1995).
—  Servicios industriales de limpieza (1995).
— Servicios jurídicos (1996).
—  Servicios de investigación y seguridad (1996).
— Servicios empresariales diversos (1996).
— Servicios personales (1997).
— Estadística de empresas de transporte de viajeros (anual desde 1990).
— Interurbano (regular y discrecional) por carretera.
— Transporte urbano de viajeros por autobús.
— Transporte metropolitano.
— Transporte aéreo.
—  Transporte ferroviario.
—  Transporte marítimo.
—  Estadística de turismos de servicio público (1996).
—  Estadística de empresas de turismo de servicio público (1998).
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—  Encuesta sobre la estructura de las empresas de mercancías por carretera 
1992, 1993).

— Encuesta económica de empresas de actividades anexas a los transportes y 
las comunicaciones (1994).

— Encuesta de servicios postales y telecomunicaciones (1995, 1996).
— Encuesta sobre la estructura de las empresas de restauración (1989, 1994).
— Encuesta sobre la estructura de las empresas hoteleras (1991, 1992, 1996).
— Encuesta sobre la estructura de las empresas de agencias de viajes (1993, 

1997).
— Encuesta de comercio interior (1994/95, 1988, 1992).

Con el propósito de suministrar la información sobre el sector de servicios a 
que obliga el reglamento*del Consejo de la Unión Europea de 20 de diciembre de 
1996 relativo a las estadísticas estructurales de las empresas, el INE puso en 1999 
en marcha una nueva encuesta sobre el sector de servicios en España de carácter 
bianual. Dicha encuesta se realiza para las secciones H a K de la C.N.A.E. 1993 
(excepto la sección de intermediación financiera).

Desde el año 2000 esta encuesta es de carácter anual y pretende cubrir los si
guientes objetivos:

a) Estudio de las características estructurales y económicas de las empresas 
que componen el sector más importante de la economía española en térmi
nos del Producto Interior Bruto y creación de empleo.

b) Es un instrumento útil parara la Contabilidad Nacional y Regional.
c) Comparar la situación actual con anteriores años y, también, pretende ser 

comparable intemacionalmente.
d) Servir de base para estudios estructurales y de actividad respecto a otros 

sectores económicos.
e) Evaluar la calidad de los directorios utilizados en las encuestas y la adecua

ción de los cuestionarios a la realidad.
f )  La selección de la muestra se realiza teniendo en cuenta el sector de activi

dad de la empresa, el estrato de número de empleados y, a veces, la comu
nidad autónoma.

Las variables contempladas son básicamente las mismas que la Encuesta Indus
trial de Empresas y la de Estructura de la Construcción, donde la información apa
rece desagregada con los mismos criterios que en el caso anterior.

G) Las estadísticas sobre turism o del Instituto de Estudios Turísticos 
(IET)

Creado en 1962, el IET es, según lo establecido por el Real Decreto 561/2009, de 
8 de abril del año 2009 (B.O.E. del 22 de abril de 2009), por el que se aprueba el Es
tatuto del Instituto de Turismo de España (Turespaña), un organismo público con ran
go de Subdirección General, dependiente directamente de la Presidencia de Turespa-
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ña, que tiene como funciones la investigación de los factores que inciden sobre el tu
rismo, así como la elaboración, recopilación y valoración de estadísticas, información 
y datos relativos al turismo. También le atribuye el mencionado Real Decreto, la crea
ción y difusión del conocimiento y la inteligencia turística y la coordinación de la in
formación sobre el sector turístico generada por las distintas unidades administrativas 
dependientes de la Secretaría de Estado de Turismo y del propio Turespaña.

El JET como productor de información, es el encargado de las operaciones esta
dísticas Movimientos Turísticos en Fronteras (Frontur), Encuesta de Gasto Turístico 
(Egatur) y Movimientos Turísticos de los Españoles (FAMILITUR), generando da
tos sobre las llegadas de visitantes extranjeros a nuestro país, sus peculiaridades, 
gastos que realizan y viajes realizados por los españoles y sus características.

El IET de igual modo explota información estadística procedente de fuentes ex
ternas, como son la evolución de llegadas de pasajeros extranjeros en compañías de 
bajo coste y el empleo en el sector turístico, información que divulga de manera pe
riódica. Asimismo difunde otra información estadística de interés procedente de 
otros organismos.

Una gran parte de estos contenidos, así como la posibilidad de consultar la do
cumentación turística existente en el Centro de Documentación Turística de España 
(CDTE), se encuentra disponible a través de esta Web (www.iet.tourspain.es).

Describimos a continuación las principales características de las tres estadísti
cas que produce el IET.

La Encuesta de Gasto Turístico en España (EGATUR)

La Encuesta de Gasto Turístico en España (EGATUR) es realizada por el Insti
tuto de Estudios Turísticos con la colaboración del INE y del Banco de España; tie
ne como objetivo medir tanto el gasto realizado por los visitantes no residentes en 
España durante sus viajes a España, así como el gasto efectuado por los residentes 
españoles durante sus viajes al extranjero.

La Encuesta se inicia en el año 2000, tiene periodicidad mensual e investiga en 
la frontera a los visitantes no residentes en España cuando abandonan el territorio 
español y a los residentes españoles cuando regresan al territorio nacional. El traba
jo de campo se lleva a cabo en los principales puestos fronterizos (carreteras que 
comunican con Portugal, Francia y Andorra, aeropuertos, puertos y ferrocarriles).

Esta estadística tiene representatividad nacional, aunque algunas Comunidades 
Autónomas realizan estimaciones propias mediante la regionalización de la infor
mación; la información que aporta tiene gran interés para los estudios de demanda 
de turismo extranjero, pero su interés fundamental es su contribución para la esti
mación de las rúbricas de ingresos y pagos por turismo de la Balanza de Pagos y 
del consumo de los no residentes en la Contabilidad Nacional de España.

Clasifica la información por tipo de entrada, duración de la estancia y naciona
lidad de los visitantes, aportando detalles sobre aspectos tales como:

—  El Motivo del viaje (turistas) o visitas (excursionistas).
—  La frecuencia de las visitas.

http://www.iet.tourspain.es
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— La duración de la estancia.
 El tipo de alojamiento.
 La forma de organización.
  El tamaño del grupo turístico.
 Las actividades realizadas.
 El grado de satisfacción del viaje.
— La fidelidad de las visitas a España.
— Los gastos realizados y su distribución, diferenciando el llevado a cabo en 

el país de origen (desglosados por conceptos como transporte, alojamiento, 
alquiler de vehículos, excursiones, espectáculos, etc.) y el realizado en el 
país de destino (también desglosado por los principales conceptos).

— La forma de pago (tarjetas, dinero en efectivo, cheques, etc.
*

Los Movim ientos Turísticos de los Españoles (FAMILITUR)

Es una Encuesta mensual elaborada por la Secretaría de Estado de Comercio y 
Turismo y en concreto por el Instituto de Estudios Turísticos mediante entrevista 
personal directa a residentes mayores de 16 años en municipios de más de 5.000 ha
bitantes; tiene como objetivo la estimación del número y características de los via
jes realizados por la población residente en España.

Existe información disponible desde 1996 que cuantifica los flujos de viajeros 
españoles entre las distintas Comunidades Autónomas y desde España hacia el ex
tranjero, caracterizando los mismos en función de aspectos como el motivo del via
je, la duración de la estancia, el tipo de alojamiento utilizado y el destino, etc.

La información se publica con un desfase de tres meses con respecto al cuatri
mestre de referencia; en ella se incluye, con un nivel de desagregación autonómico, 
los resultados sobre número de viajes, su origen y destino, motivaciones, tipo de 
alojamiento, medio de transporte y gasto efectuado, duración y temporalidad, etc.

Las Encuestas en fronteras: M ovim iento Turístico en Fronteras 
(FRONTUR)

La Encuesta sobre Movimiento Turístico en Fronteras (FRONTUR) se realiza 
de forma continuada por el Instituto de Estudios Turísticos en colaboración de la 
Dirección General de Tráfico, AENA, RENFE y Puertos del Estado. Tiene como fin 
estimar el número de entradas de viajeros por los distintos puntos de acceso, así 
como proporcionar información sobre el comportamiento turístico de los visitantes 
no residentes en el territorio nacional.

La información se obtiene mediante encuestas y aforos muéstrales que comple
mentan otras informaciones administrativas proporcionadas por los organismos res
ponsables del tráfico de pasajeros en carreteras, aeropuertos, puertos y trenes.

Los principales objetivos de FRONTUR son: cuantificar mes a mes el número 
de visitantes que llegan a España por las distintas vías de acceso (carretera, aero
puerto, puerto marítimo y ferrocarril), caracterizarlos según su tipología de visitan
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te, diferenciando los turistas (que realizan al menos una pernoctación) de los ex
cursionistas (que no pernoctan) y conocer el comportamiento turístico en sus des
plazamientos dentro de España en relación con las principales características de 
sus viajes.

Se publica información mensual con 15 días de demora tras la finalización del 
mes de referencia sobre el número de visitantes, turistas y excursionistas, que llegan 
a España por las distintas fronteras, sus países de residencia, las Comunidades Au
tónomas de destino, el tipo de alojamiento utilizado, la duración de la estancia, la 
forma de organización del viaje (paquete turístico o no), el motivo del viaje y por 
último edad y sexo.

Anualmente y para las principales temporadas vacacionales se publica informa
ción adicional con un mayor desglose de estas variables (motivos y tipos de aloja
miento, fidelidad de los turistas, actividades realizadas, grado de satisfacción, uso 
de Internet en la planificación de sus viajes, etc.).

1.6.4. Estadísticas económicas sobre las Administraciones Públicas

Entre estas estadísticas destacan las Cuentas del IGAE, que son elaboradas cada 
año por la Intervención General de la Administración del Estado (IGAE) con la in
formación sobre las liquidaciones presupuestarias de cada uno de los organismos de 
la Administración Central, de las Comunidades Autónomas, de las Corporaciones 
Locales y de los Organismos Autónomos Administrativos de las Comunidades Au
tónomas.

Otras estadísticas que miden la actividad económica de las administraciones pú
blicas, son la Estadística del Gasto Público en Educación y la Cuenta Satélite del 
Gasto Sanitario, elaboradas, respectivamente, por el Ministerio de Educación y por 
el Ministerio de Sanidad y Política Social.

1.6.5. Estadísticas sobre consumo y precios

A) La Encuesta de Presupuestos Familiares (EPF)

La EPF iniciada en enero de 2006, sustituye a la Encuesta Continua de Presu
puestos Familiares (ECPF) base 1997, que con periodicidad trimestral se realizó 
desde 1997 hasta 2005. La nueva encuesta suministra información anual sobre la 
naturaleza y destino de los gastos de consumo, así como sobre diversas característi
cas relativas a las condiciones de vida de los hogares.

Los gastos de consumo se refieren tanto al flujo monetario que destina el hogar 
al pago de determinados bienes y servicios de consumo final, como al valor de los 
bienes percibidos en concepto de autoconsumo, salario en especie, comidas gratui
tas o bonificadas y alquiler imputado a la vivienda en la que reside el hogar (cuando 
es propietario de la misma o la tiene cedida por otros hogares o instituciones). Los 
gastos se registran en el momento de adquisición, independientemente de que el 
pago sea al contado o a plazos.
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El tamaño de muestra es de aproximadamente 24.000 hogares al año. Cada ho
gar permanece en la muestra dos años consecutivos, renovándose cada año la mitad 
de la muestra.

La encuesta proporciona estimaciones del gasto de consumo anual para el con
junto nacional y las comunidades autónomas y del consumo en cantidades físicas 
de determinados bienes alimenticios para el conjunto nacional.

B} índice de Precios al Consumo (IPC)

El índice de Precios de Consumo (IPC) mide la evolución mensual del nivel de 
precios de los bienes y servicios de consumo adquiridos por los hogares residentes 
en España. Es un ind íce le  tipo Laspeyres, cuyo procedimiento de cálculo se estu
diará más adelante.

En el Sistema Base 2006 se utiliza la definición de gasto de consumo de la 
EPF: «el gasto de consumo es el flujo monetario que destina el hogar y cada uno de 
sus miembros al pago de determinados bienes y servicios, con destino al propio ho
gar o para ser transferidos gratuitamente a otros hogares o instituciones».

Los distintos bienes y servicios de consumo se clasifican de acuerdo con la cla
sificación armonizada COICOP (Classification Of Individual Consumption by Pur- 
pose). La precisión con la que este indicador coyuntural mide la evolución del nivel 
de precios depende de dos cualidades que todo IPC debe tener: representatividad y 
comparabilidad temporal. El grado de representatividad del IPC viene determinado 
por la adaptación de este indicador a la realidad económica del momento; así, la 
tasa de variación calculada a partir del IPC se aproximará más a la evolución del 
conjunto de precios de la economía, cuanto más se adapten los elementos seleccio
nados para su medición a las pautas de comportamiento de los consumidores. Para 
conseguirlo, los artículos seleccionados que forman parte de la cesta de la compra 
deben ser los más consumidos por la mayoría de la población, los establecimientos 
de la muestra deben ser los más visitados, y la importancia relativa de cada artículo 
en la cesta de la compra debe responder a las tendencias de consumo de los ho
gares.

Por otro lado, el IPC es un indicador que sólo tiene sentido cuando se estable
cen comparaciones en el tiempo; de hecho, un número índice no tiene apenas signi
ficado si no se establece una comparación con índices de otros períodos, para obte
ner las tasas de variación correspondientes (puede ser un mes, un año, o cualquier 
otro período de tiempo). Por ello, la otra cualidad atribuible a un IPC es la compa
rabilidad temporal, es decir, la necesidad de que los elementos que definen el IPC 
permanezcan estables a lo largo del tiempo excepto, lógicamente, los precios reco
gidos mensualmente. De esta forma, se consigue que cualquier variación en el IPC 
sea sólo debida a cambios en los precios de los artículos seleccionados, y no a cual
quier cambio en el contenido metodológico de este indicador.

Las aplicaciones del IPC son numerosas y de gran importancia en los ámbitos 
económico, jurídico y social. Entre ellas cabe destacar su utilización como medida 
de la inflación. También se aplica en la revisión de los contratos de arrendamiento 
de inmuebles, como referencia en la negociación salarial, en la fijación de las pen
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siones, en la actualización de las primas de seguros y otros tipos de contrato, y 
como deflactor en la Contabilidad Nacional.

C) índice de Precios de Vivienda (IPV)

El IPV, base año 2007, tiene como objetivo la medición de la evolución de los 
precios de compraventa de las viviendas de precio libre, tanto nuevas como de se
gunda mano, a lo largo del tiempo. La fuente de información utilizada para el cál
culo del IPV procede de las bases de datos sobre viviendas escrituradas que propor
ciona el Consejo General del Notariado, de donde se obtienen los precios de 
transacción de las viviendas, así como las ponderaciones que se asignan a cada con
junto de viviendas con características comunes.

La muestra utilizada para esta estadística comprende todas las viviendas escri
turadas en el trimestre de referencia. El proceso de diseño y desarrollo del IPV se 
ha realizado de forma coordinada entre el INE y EUROSTAT.

D) índices de Precios desde el punto de vista de la oferta

Respecto al sector agrario, destacamos los índices de Precios Percibidos y Pa
gados por los Agricultores, que miden la evolución de los precios que percibe el 
agricultor y el ganadero por la venta de los productos agrarios y la de los precios 
que se pagan por las compras de materiales y aprovisionamientos. Estos Índices son 
elaborados por el Ministerio de Medio Ambiente y Medio Rural y Marino.

El índice de Precios Industriales (IPRI), elaborado por el INE, es un indica
dor coyuntural que mide la evolución mensual de los precios de los productos in
dustriales fabricados y vendidos en el mercado interior, en el primer paso de su co
mercialización, es decir, de los precios de venta a salida de fábrica obtenidos por 
los establecimientos industriales en las transacciones que estos efectúan, excluyen
do los gastos de transporte y comercialización y el IVA facturado. Para su obten
ción se realiza una encuesta continua de periodicidad mensual, que investiga todos 
los meses más de 8.000 establecimientos industriales.

Los Indices de Precios de Materiales del Sector de ia Construcción, elabora
dos por el Ministerio de Fomento, miden la variación de los precios de los distintos 
materiales que se utilizan en las fórmulas tipo, para aplicar a las cláusulas de revi
sión de precios que figuran en los contratos de las Administraciones públicas. Se 
estudian los precios de venta, sin incluir el IVA facturado, de distintos materiales 
susceptibles de ser utilizados en la construcción (cemento, cerámica, maderas, ener
gía, aluminio, acero, cobre y ligantes) para los índices de precios de materiales.

Los índices de Precios del Sector Servicios miden la evolución de los precios, 
desde el lado de la oferta, de las actividades de las empresas que operan en los sec
tores de Transporte Marítimo de Mercancías, Transporte Aéreo Regular de Pasaje
ros, Manipulación de mercancías, Depósito y almacenamiento, Actividades Posta
les y de Correos, Telecomunicaciones, Programación y Consultoría Informática, 
Servicios de información, Asesoría Jurídica y Económica, Servicios y análisis téc
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nicos, Publicidad y Estudios de Mercado, Actividades relacionadas con el empleo, 
Actividades de Seguridad y Actividades de Limpieza. Los precios recogidos corres
ponden a los servicios suministrados a las empresas (segmento de negocios).

1.6.6. Estadísticas sobre ei mercado laboral

A) La Encuesta de Población Activa (EPA)

La EPA es una macroencuesta elaborada mensualmente por el INE; obtiene in
formación sobre la situación laboral de una muestra estadísticamente representativa 
de unas 200.000 personas; la situación laboral está clasificada de acuerdo con las 
definiciones de la Organización Internacional del Trabajo y de la Comisión Europea 
en Activos, Inactivos, Ocupados o Parados.

La situación de los ocupados se diferencia entre los asalariados y trabajadores 
por cuenta propia y dentro de ambos en distintas categorías; las cifras se desagregan 
por provincias y grandes sectores (agricultura, industria, construcción y servicios, 
etc.), aunque pueden pedirse explotaciones específicas al INE en las que se detallen 
datos más concretos para cualquiera de las variables de la Encuesta.

Los resultados generales se publican después de un mes y medio de finalizar el 
trabajo de campo y están disponibles en la página Web del INE.

B) La Encuesta de Coyuntura Laboral (Ministerio de Trabajo y  Asuntos 
Sociales)

La Encuesta de Coyuntura Laboral (ECL) es una investigación por muestreo de 
periodicidad trimestral realizada por el Ministerio de Trabajo y Asuntos Sociales; 
está dirigida a empresas y proporciona información sobre los efectivos laborales, su 
composición según diversas características, movilidad laboral, altas, bajas y modifi
caciones de contrato, jomada laboral efectivamente realizada, horas no trabajadas y 
sus motivaciones, horas extraordinarias, opiniones de los empresarios respecto a la 
evolución de sus plantillas, etc.

Los resultados se publican en la página Web del Ministerio de Trabajo y Asun
tos Sociales: http://www.mtas.es/estadisticas/ECLAVelcome.htm.

En el mismo sentido esta estadística proporciona información trimestral sobre 
otros aspectos tales como: tipo de contrato y jomada laboral, tamaño de los centros 
de trabajo, Comunidades Autónomas, efectivos laborales con remuneración igual al 
salario mínimo interprofesional, vacantes existentes el último día del trimestre de 
referencia, etc.

C) Afiliación de Trabajadores al Sistema de Seguridad Social 
(M inisterio de Trabajo y  Asuntos Sociales).

La Secretaría de Estado para la Seguridad Social (Ministerio de Trabajo y 
Asuntos Sociales) publica mensualmente estadísticas sobre el número de Afiliados

http://www.mtas.es/estadisticas/ECLAVelcome.htm
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dados de Alta en la Seguridad Social por Regímenes (general, autonómos y espe
ciales) por Comunidades Autonomías y provincias; la información se publica en la 
Web de la Seguridad Social: http://www.seg-social.es/.

D) Estadística de Paro y Contratos Registrados

El Instituto Nacional de Empleo (INEM) publica mensualmente estadísticas so
bre el paro registrado con desagregación de datos a nivel provincial, de edad y sexo 
de los demandantes de empleo y sectores económicos; en la publicación virtual sólo 
se proporciona información para grandes sectores (agricultura, Industria, construc
ción, servicios y sin empleo anterior), aunque existe información con mayor nivel 
de detalle.

En la misma línea se dispone de información sobre contrataciones por modali
dades (indefinidos y temporales).

La información se publica en el apartado de estadísticas de la Web: 
http://www.inem.es/

E) Encuesta Anual de Coste Laboral (EACL)

La Encuesta Anual de Coste Laboral es una operación estadística de periodici
dad anual que completa los resultados obtenidos en la Encuesta trimestral de Coste 
Laboral (ETCL) obteniendo una perspectiva anual de los mismos. Tiene como obje
tivo fundamental conocer los niveles anuales del Coste laboral medio por trabaja
dor, detallando sus principales componentes: percepciones salariales, cotizaciones 
obligatorias a la Seguridad Social, cotizaciones voluntarias, prestaciones sociales 
directas, indemnizaciones, gastos en formación profesional y otros gastos por em
plear mano de obra.

Desde el año de referencia 2008, la EACL obtiene estimaciones del coste la
boral clasificado por Comunidades Autónomas, actividad económica según la 
clasificación CNAE-09 y tamaños de las unidades. Se investigan las cuentas de 
cotización cuya actividad económica esté encuadrada en los tres grandes secto
res económicos: Industria, Construcción y Servicios, en concreto aquellos cen
tros con actividades económicas comprendidas en las secciones de la B a la S de 
la CNAE-09.

F) índices de Salarlos Agrarios

Estos índices miden la evolución de los ingresos diarios brutos del trabajador y 
los complementos recibidos en especie valorados en euros. Las ponderaciones utili
zadas para el cálculo de los salarios medios se corresponden con el número de tra
bajadores empleados a nivel nacional en cada categoría.

http://www.seg-social.es/
http://www.inem.es/
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1.7. E je r c ic io s

Sobre conceptos estadísticos fundamentales 
y fuentes de datos estadísticos

 ^ -------

Ejercicio 1.1. Una empresa consultora quiere hacer un estudio con el fin  de co
nocer ciertas opiniones sobre el comportamiento turístico de las mujeres de clase me
dia residentes en la ciudad de Barcelona.

Reflexione sobre cuál, sería el universo a investigar.

Respuesta

Tal como indica el enunciado, la población la integrarían las mujeres residentes 
en la ciudad de Barcelona; es necesario, sin embargo, precisar con más detalle las 
características de este universo.

En concreto, deberíamos decidir la condición de residencia de forma objetiva y 
concreta en el tiempo, definiendo como residentes, por ejemplo, a las personas ins
critas en el Padrón Municipal de Habitantes de la ciudad de Barcelona en la fecha 
que interese al investigador.

Sería necesario, asimismo, fijar una edad mínima para que cumplan la condi
ción exigida (mujer) y el nivel mínimo y máximo de ingresos que determinan la 
condición «clase media».

Los fines del estudio podrían aconsejar, por ejemplo, que el mismo estuviese 
referenciado a las mujeres residentes en Barcelona, con edad comprendida entre 18 
y 70 años en el momento de realizar la toma de datos y con un ingreso familiar per 
cápita de entre 750 y 2000 euros mensuales.

Cualquier grupo de mujeres que cumpla con estos requisitos puede constituir 
una muestra.

 ^ -------

E jercicio  1.2. Responda las siguientes preguntas:

a) En un determinado periódico, se ha publicado una noticia informándonos 
de que el 10% de los españoles que viajaron al extranjero durante el año 
2009 prefirieron no contratar ningún seguro de viaje. ¿Se llegó a esta con
clusión a partir de una muestra o de una población?

b) El 15% de las matriculaciones de automóviles realizadas en España duran
te los últimos cinco años fueron de una determinada marca comercial. ¿Se 
llegó a esta conclusión a partir de una muestra o de una población?
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Respuesta

a) Se llegó a esa conclusión a partir de una muestra, ya que no podríamos en- 
cuestar a todos los españoles que viajaron al extranjero durante 2009 porque, 
entre otras razones, además del elevado coste, no existe un registro en el que 
conste, de forma exhaustiva y detallada, esta información.

b) Todas las matriculaciones de automóviles, con las principales características 
del vehículo, quedan registradas en la Dirección General de Tráfico; sí la in
formación tiene como fuente este registro, la conclusión indicada estará ob
tenida de una población.

Además, dado que existe este registro, y que es relativamente fácil su 
consulta, sería mucho más laborioso y caro, inferir esta información me
diante la realización de una encuesta muestral.

 ------

E jercicio  1.3. Indique si las siguientes variables son cualitativas o cuantitativas.

a) Profesión de los empleados de cierta empresa.

b) Número de clientes de una empresa durante el año 2010.

c) Número de viajes de turismo realizados por una persona el último año.

d) Volumen de ventas, en miles de euros, de la industria del automóvil en España.

e) Grado de satisfacción de los clientes con un servicio dado.

f) Tiempo promedio de espera en la conexión entre 2 determinados vuelos en un 
aeropuerto durante el último mes.

Respuesta

a) Variable Cualitativa (con modalidades del tipo: directivos, encargados de 
obra, administrativos, obreros de producción...).

b) Variable Cuantitativa (con valores 1, 2, 3...).

c) Variable Cuantitativa (con valores 1, 2, 3...).

d) Variable Cuantitativa (con valores 1000, 5000...).

e) Variable Cualitativa (con modalidades del tipo: muy satisfecho, poco satisfe
cho, ..).

f)  Variable Cuantitativa (con valores 15, 20 minutos....).
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Ejercicio 1.4. Decida sobre qué población seleccionaría una muestra para 
analizar.

a) El sueldo promedio de los empleados de una gran empresa durante un deter
minado año.

b) El tiempo promedio en la gestión de una determinada subvención a la explo
tación por las empresas dedicadas a la agricultura.

c) El número de personas que viajan en avión entre Barcelona y Madrid de lunes 
a viernes durante el último año.

d) La proporción de personas que eligen cierta marca de detergente en un su
permercado.

Respuesta

a) Se debería elegir un grupo de empleados representativo de la compañía y del 
período analizado; en este grupo deberían estar adecuadamente representadas 
todas las categorías laborales de la compañía, ya que, muy probablemente, 
nuestra variable de interés (sueldo) esté estrechamente ligada a la categoría de 
los empleados.

b) Se debe consignar el tiempo utilizado por todas las empresas agrarias que han 
pedido la citada subvención en el período de referencia.

c) Se deberían elegir al azar un número significativo de los aviones que hubiesen 
volado de lunes a viernes entre Barcelona y Madrid durante el último año.

d) Se debería elegir aleatoriamente un grupo de clientes de dicho supermercado.

Ejercicio 1.5. Clasifique, por tipos, la siguiente lista de variables:

— Peso máximo autorizado de un vehículo de transporte de mercancías.

— Edad en años cumplidos del sustentador principal del hogar.

— Cantidad de pasajes vendidos durante este mes.

— Nivel de educación.

— Razón social de una empresa.

— Estado civil.
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— Cantidad de reservas hechas por minuto.
— Contenido de un disquete.

— Volumen de agua registrado en un embalse.

Respuesta

—  Peso máximo autorizado de un vehículo: variable cuantitativa continua.
— Edad en años cumplidos del sustentador principal del hogar: variable cuanti

tativa discreta.
— Cantidad de pasajes vendidos durante este mes: variable cuantitativa discreta.

— Nivel de educación: variable cualitativa.
— Razón social de una empresa: variable cualitativa.
— Estado civil: variable cualitativa.
— Cantidad de reservas hechas por minuto: variable cuantitativa discreta.
— Contenido de un disquete: variable cualitativa.
— Volumen de agua registrado en un embalse: variable cuantitativa continua.

Nótese que sólo las variables cuantitativas tienen la calificación de continuas o 
discretas, ya que las variables cualitativas son categóricas (toman atributos o cate
gorías).

 ^ -------

Ejercicio 1.6. Una gran empresa extranjera de fabricación de componentes elec
trónicos ha decidido expandir su producción instalando una nueva fábrica. De cara 
a su ubicación, se barajan 3 países, entre los cuales uno de ellos es España. Analice 
que fuentes estadísticas habría de consultar en España de cara a tomar la decisión 
sobre donde instalarse (supongamos que esta misma información sea accesible en los 
otros dos países.

Respuesta

Para simplificar, supongamos que la decisión final sobre la ubicación depende 
de dos variables básicas: la situación del mercado y los costes de fabricación exis
tentes en cada país.

Respecto a la situación del mercado, se podrían consultar en primer lugar la En
cuesta Industrial de Empresas y la Encuesta Industrial de Productos, obteniendo in
formación sobre los ingresos y gastos de las empresas del sector en España y sobre 
el volumen de producción.
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Otra estadística a analizar son los Resultados del Comercio Exterior, que nos 
informará del volumen de importaciones necesario para satisfacer la demanda, y del 
volumen de producción que se exporta.
? Otras fuentes alternativas serían las de origen tributario, en concreto los Resul
tados Económicos y Tributarios en el IVA o las Cuentas Anuales en el Impuesto so
bre Sociedades en el sector.

podrían también consultarse la Contabilidad Nacional de España (CNE), donde 
podremos analizar la demanda de este tipo de productos según el tipo de consumi
dor, empresas, hogares, administraciones públicas e instituciones sin fin de lucro, 
distinguiendo la parte que se produce en España de las importaciones y el Directo
rio Central de Empresas (DIRCE), para saber el colectivo de empresas y locales que 
operan en España.

También podría ser interesante analizar los datos de la Estadística del Procedi
miento Concursal y el Mercado Bursátil.

En lo relativo a los costes de fabricación, a partir de la Encuesta Anual de Coste 
Laboral, podremos obtener información sobre los salarios medios que se pagan.

Por último, deberían analizarse los precios medios y la evolución de los mis
mos. A partir del índice de Precios Industriales (IPRI), podemos evaluar la evolu
ción de los precios de venta. Conjugando éste con el índice de Precios del Sector 
Servicios, tendremos información de la evolución de los correspondientes precios 
de las materias primas, aprovisionamientos y servicios consumidos.

En definitiva, con todos estos datos, podríamos valorar la situación de las em
presas del sector y del mercado en nuestro país. Si obtuviéramos información simi
lar en los otros dos países tendríamos información suficiente para decidir donde 
instalar la nueva fábrica.





Capítulo 2 

DISTRIBUCIONES UNIDIMENSIONALES

En este capítulo se abordan las técnicas de Estadística Descriptiva dedicadas al es
tudio de las distribuciones Se frecuencias de una sola variable y a sus representaciones 
gráficas.

2.1. DISTRIBUCIÓN O DISTRIBUCIÓN DE FRECUENCIAS

Se denomina distribución o distribución de frecuencias al conjunto de valores 
que toma una variable, adecuadamente ordenados —  de mayor a menor o de menor 
a mayor—> y  acompañado de sus frecuencias absolutas, es decir, de las veces en las 
que aparece cada valor.

La notación más habitual que se emplea es la siguiente:

— X  (normalmente en mayúscula): La variable o característica objeto de estudio.
— x. (normalmente en minúscula): El valor que toma la variable o característica 

X  para el individuo i.
— r: El número de valores distintos que toma una variable; es común también 

utilizar el símbolo «k» para esta notación.
— nr. El número de veces o frecuencia con la que aparece un determinado valor 

x..I
— N: El número de unidades en las cuales efectuamos la medición o dispone

mos de datos.
— n: A veces suele utilizarse la «n» minúscula para hacer referencia al total de 

datos; lo más habitual, sin embargo, es notar con «N» mayúscula el total de 
datos referido a una población y «n» minúscula para el total de datos referi
dos a una muestra de dicha población.

Ejemplo 2.1. Se tira un dado 100 veces y se obtienen:

10 veces la cara 1,
15 veces la cara 2,
25 veces la cara 3,
30 veces la 4,
15 veces la cara 5 y 
5 veces la cara 6.
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Diremos que la variable X  (resultados obtenidos con el lanzamiento de un dado), 
toma k posibles valores (las caras del dado: 1, 2, 3, 4, 5, 6), de forma que el subíndice 
i varía entre 1 y 6; los posibles valores que toma X  (los x )  serán:

*j = l; *2 = 2; *3 = 3; *4 = 4; xs - 5 ;  y x6- 6

El valor x. aparece n. veces, por ejemplo el valor x1 es decir, la cara 1 del dado, 
aparece nx veces, en nuestro experimento, 10 veces y N, o sea, el numero total de uni
dades en las cuales efectuamos la medición, es 100.

Las distribuciones de frecuencias pueden ser unidimensionales, bidimensionales 
o multidimensionales, según observemos una, dos o múltiples características de la po
blación.

2.2. DEFINICIONES

En una distribución de frecuencias unidimensional se definen los siguientes con
ceptos elementales:

Frecuencia absoluta

Es el número de veces que se presenta un valor (sí se trata de una variable) o un 
carácter o modalidad (sí se trata de un atributo) en la población analizada. Para una 
variable X, se representa como

En el Ejemplo 2.1, la frecuencia absoluta sería:

Wj = 10; «2=15; n3 = 25; n4 = 30; n5 = 15; y «6 = 5

Es decir, en nuestro experimento, la frecuencia absoluta de la cara 1 del dado, es 
decir el número de veces que ha salido la cara 1, es 10.

Frecuencia total o tota l de datos

Es la suma de todas las frecuencias absolutas o lo que es lo mismo el número de 
datos que tenemos en la distribución. Se denota con la letra N\ en el Ejemplo 2.1 sería 
100 tiradas.
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F recuenc ia  re la t iva

Es el cociente entre la frecuencia absoluta con la que se presenta un valor o 
una modalidad y  la frecuencia total de datos (n./N); suele expresarse en tantos por 
100 o en tantos por uno y se denota com o/.

En general la frecuencia absoluta sólo aporta información respecto al experi
mento en cuestión (en el caso referido «, = 10 sólo indica que la cara 1 ha salido 10 
veces); la frecuencia relativa facilita la generalización de esta información; en nuestro 
caso diremos que la frecuencia relativa con la que ha salido la cara 1 es/, = 10/100 = 
0,10 = 10%; es decir que la cara 1 ha salido un 10% de las veces; en términos de pro
babilidad se dice, si el dado no está trucado, a medida que se aumenta el número de 
lanzamientos todas las caras tienden a salir el mismo número de veces y diremos que 
la probabilidad de salida fle un cara es 1/6, es decir un 16,66%.

En el Ejemplo 2.i ,  la frecuencia relativa de los valores de la variable, expresada en 
porcentajes, será:

f  = 10%; f 2 = 15%; / 3 = 25%; / 4 = 30%; / 5 = 15%; y /  = 5%

Como puede comprobarse la suma de las frecuencias relativas siempre es 1 
(100%).

Frecuencia absoluta acumulada N¡

La frecuencia absoluta acumulada de un determinado valor de la variable (X) es la 
frecuencia absoluta de dicho valor más la suma de las frecuencias absolutas de todos 
los valores anteriores. Se denota como N:, para obtener adecuadamente esta fre
cuencia es necesario que la distribución esté previamente ordenada.

En el Ejemplo 2.1, la frecuencia absoluta acumulada de los lanzamientos sería:

iV-, — 10; N2 = 25; Â3 = 50; X4 = 80; N5 = 95; y N6 = 100

N2= 25, indica que la cara 1 o la cara 2 han salido 25 veces; Ns =95 indica que las 
caras 1, 2, 3 ,4  ó 5 han salido 95 veces.

Frecuencia relativa acumulada

Llamamos frecuencia relativa acumulada de un determinado valor ordenado X. ai
la suma de las frecuencias relativas f. de dicho valor y de los valores inferiores a él. 
Se denota como F..I

En el ejemplo 2.1, tendríamos:

F, = 10%; F2 = 25%; F3 = 50%; F4 = 80%; F5 = 95%; y Fb = 100% 

Esta presentación se denomina también, a veces, como porcentaje acumulado.
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2,3. TIPOS DE DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS

Los datos estadísticos suelen presentarse en tres situaciones diferentes:

a) Los valores no se repiten en ningún caso. Son las denominadas Distribuciones de 
Tipo I  o Distribuciones Unitarias; se representan como una sucesión del tipo:

X., X , ,  X,, . . . ,  X l 5 2 ’ 3 ’ ’ n

Ejemplo 2.2. Los pesos, en Kg. de 3 personas son:

55,68,79

b) Cada valor de la característica medida se repite un determinado número de ve
ces. Son las denominadas Distribuciones de Tipo II.

Ejemplo 2.3. Las puntuaciones, de 0 a 10, otorgadas por 30 clientes de un ho
tel sobre la percepción que han tenido de la limpieza general del mismo son las 
siguientes:

0 4 5 2 9 8 9 0 2 4 9 6 8 2 6 7 4 6 4 3 9 9 8 0 8 8 8 9 3 7

c) Cuando trabajamos con variables continuas o con variables discretas que pre
sentan una gran cantidad de valores, resulta conveniente agrupar estos valores 
en intervalos o clases; cuando las observaciones están clasificadas en interva
los trabajamos con Distribuciones de Tipo III.

Ejemplo 2.4. Una muestra de 500 clientes de un determinado paquete turís
tico, se distribuye, por edades, de acuerdo con los siguientes intervalos:

0 a 10 años 50 clientes
11 a 18 años 70 clientes
19 a 45 años 20 clientes
46 a 65 años 160 clientes
Más de 65 años 200 clientes

La presentación de datos por intervalos presenta bastantes ventajas (en el 
caso de referencia hemos evitado tener que indicar las 500 edades una tras otra 
o preguntar a cada uno de los entrevistados por su edad exacta) y algunos in
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convenientes (con una presentación de este tipo tenemos una información 
menos precisa sobre el fenómeno investigado).

o d ELABORACIÓN de t a b la s  de f r e c u e n c ia s  e n
■ DISTRIBUCIONES DE TIPO II

Para la construcción de tablas de frecuencias en Distribuciones de Tipo II se 
ópera, con carácter general, de la siguiente forma:

 Ordenación de los datos:
De menor a mayor o de mayor a menor en el caso de ser valores y en el 

orden alfabético o*el que se considere más apropiado en el caso de tratarse de 
modalidades (excelente, bueno, regular, malo y pésimo, por ejemplo).

—  Recuento de las frecuencias absolutas.
— Construcción de una tabla estadística de frecuencias: n ., F ..

Ejemplo 2.5. Las valoraciones del servicio recibido por una muestra de 40 usuarios 
de un paquete turístico son las siguientes:

9 9 3 9 4 9 4 9 2 9 8 9 9 2 1 5 6 7 8 1 6 7 4 6 4 3 9 9 8 0 8 8 8 9 3 7 9 9 9 9  

Construir una tabla de frecuencias.

Procederemos de la siguiente forma:

— Ordenamos los valores para facilitar el recuento:

0 1 1 2 2 3 3 3 4 4 4 4 5 6 6 6 7 7 7 8 8 8 8 8 8 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

Construimos la tabla de frecuencias, indicando en la primera columna los dis
tintos valores que ha tomado la variable (de 0 a 9) y en la segunda el número 
de veces que ha aparecido cada valor para ello podemos contar directa
mente o agrupar previamente los datos. Algunas técnicas que nos facilitan el 
recuento son:

Por los trad ic iona les «palitos» 1, I I ,  I I I ,  

Form ando cuadros i  r ,  n ,  □ ,  0

En la tercera columna obtenemos las frecuencias absolutas acumuladas N., su
mando, a cada np la ni propia y la s « anteriores; en la cuarta se obtienen las frecuen
cias relativas/, y en la quinta columna las frecuencias relativas acumuladas, F..



62 ESTADÍSTICA PARA ADMINISTRACIÓN Y DIRECCIÓN DE EMPRESAS

La tabla de frecuencias quedaría en la siguiente forma:

X .
1

n.I A F.
J

0 1 1 1/40 = > 2,5% 1/40 = 2,5%
1 2 (2+1)= 3 2/40 5,0% 3/40 = 7,5%
2 2 (3+2)= 5 2/40 =» 5,0% 5/40 = 12,5%
3 3 (5+3)= 8 3/40 = > 1,5% 8/40 = 20,0%
4 4 12 4/40 = * 10,0% 12/40 = 30,0%
5 1 13 1/40 => 2,5% 13/40 = 32,5%
6 3 16 3/40 => 7,5% 16/40 = 40,0%
7 3 19 3/40 => 7,5% 19/40 = 47,5%
8 6 25 6/40 =+ 15,0% 25/40 = 62,5%
9 15 40 15/40 =* 37,5% 40/40 = 100,0%

40 40/40 = 1 => 100%

2.5. ELABORACIÓN DE TABLAS DE FRECUENCIAS NO UNITARIAS EN 
DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS UNIDIMENSIONALES CON 
DATOS AGRUPADOS EN INTERVALOS

Como indicábamos con anterioridad, cuando trabajamos con variables continuas 
o con variables discretas que presentan una gran cantidad de valores, resulta conve
niente agrupar estos valores en intervalos o clases.

En este tipo de presentaciones es necesario manejar dos conceptos: amplitud del 
intervalo y marca de clase.

Se denomina amplitud del intervalo a la diferencia entre los dos extremos del in
tervalo.

Según la distribución con la que estemos trabajando y los fines para los que se dise
ñe la investigación, pueden construirse más o menos intervalos y diseñarse con amplitud 
(c.) constante o variable, es decir, con igual o de diferente amplitud cada intervalo.

La notación, más habitual que se emplea para los intervalos es la siguiente:

L . : Límite superior del intervalo.
L. , : Límite inferior del intervalo.i - 1
c .: Amplitud de un intervalo = L . - L i_v

El punto medio de cada intervalo se llama marca de clase del intervalo y hace la 
misma función que el valor de la variable; le designamos por ello, indistintamente, con 
x. o m..1 i

También puede obtenerse mediante la siguiente expresión equivalente:
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Para evitar confusiones en la clasificación de los individuos es importante definir 
con claridad los limites de cada intervalo. En el ejemplo que sigue se ha tomado la op
ción de definir los límites inferiores de cada intervalo con un minuto de diferencia con 
respecto al límite superior del intervalo anterior, de forma que no quede duda de en 
que intervalo incluir un cliente que entró, por ejemplo a las 12 horas en punto.

Ejemplo 2.6. Supongamos que queremos planificar los horarios de la plantilla de tra
bajadores de un establecimiento comercial y que disponemos para ello de información 
detallada sobre la afluencia de clientes en las distintas horas del día; supongamos que 
la información se refiere a la hora de entrada de una muestra representativa de 1.000 
clientes y que es del siguiente tipo:

Cliente 1 2 3 4 5 6 7 8 1.000

Hora 10,01 10,25 17,36 19,21 10,3 10,31 10,32 10,35 19,01

Como esta serie resulta excesivamente larga y muy difícil de interpretar, al menos 
visualmente, conviene agruparla en intervalos; se piensa que para los efectos de 
nuestra planificación la agrupación más conveniente es en intervalos de dos horas; el 
centro comercial abre de 10 a 20 horas; los datos agrupados, con su correspondiente 
tabla de frecuencias podrían quedar de la siguiente forma:

ni N.1 / , /«
(en %) Fi Fi 

(en %)

(20-10 h.) 0 0 0/1.000 0% 0/1.000 0%
(10,01 -12 h.) 550 (550 + 0 =) 550 550/1.000 55% 550/1.000 55%
(12,01 - 14 h.) 100 (550+ 100 =) 650 100/1.000 10% 650/1.000 65%
(14,01 - 16 h.) 50 (650 + 50 =) 700 50/1.000 5% 700/1.000 70%
(16,01 -18 h.) 100 (700 + 100 =) 800 100/1.000 10% 800/1.000 80%
(18,01-20 h.) 200 (800 + 200 =) 1.000 200/1.000 20% 1.000/1.000 100%

1.000 1 100%

En la primera columna se observan los intervalos indicados en el párrafo anterior, 
constándose que la entrada en el establecimiento comercial tiene lugar entre las 10 y 
las 20 horas y que el resto de los intervalos son de dos horas; en la segunda columna 
se refleja la frecuencia absoluta de visitantes en cada intervalo; en la tercera se indica 
la frecuencia absoluta acumulada (entre paréntesis se muestra la forma en la que se va 
obteniendo la columna, sumando a la N. anterior la n. de cada intervalo); en la cuarta
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y quinta columnas se obtiene la frecuencia relativa^, (división de la n. entre N = 1000) 
y su expresión en porcentajes y en las dos últimas columnas la frecuencia absoluta re
lativa acumulada F  (N. dividido por N  y expresado en porcentajes).

La quinta columna nos indica, por ejemplo, que entre las 10 y  las 12 horas entran 
un 55% de los clientes del establecimiento comercial; en principio parece que esta de
sagregación de la información es más que suficiente para planificar los horarios del 
personal, pero cualquier otra, más agrupada o desagrupada, podría valer para trabajar 
estadísticamente con esta muestra.

Debemos agrupar de acuerdo con los fines que persiga nuestro trabajo y teniendo 
en cuenta que, probablemente, una vez que hagamos la agrupación y dispongamos de 
la tabla agrupada, será esta tabla la única información de que dispongamos y no la ta
bla original con los datos individualizados; así, por ejemplo, sí con la información ori
ginal hubiésemos generado la tabla anterior, tendríamos información de las entradas 
de clientes entre las 10,01 y las 12 horas, pero no de los habidas entre las 10 y las 11 
horas y sería costoso o incluso imposible volver a desagregar esta información.

Los intervalos pueden ser abiertos y cerrados por alguno de sus extremos o por 
ambos:

Las notaciones empleadas al efecto son las siguientes:

Tipo de intervalo Ejem plo i : Significado

Intervalo abierto por ambos 
extremos.

(8 h. -1 0  h.) 
8 < x < 10

En el intervalo están excluidas las 8 y las 10 
horas en punto

Intervalo cerrado por ambos 
extremos.

f S ñ . -  ÍOh.I 
8 < x <  10

En el intervalo están incluidas las 8 y las 10 
horas en punto.

Intervalo abierto por el ex
trem o inferior y cerrado 
por el extremo superior.

(8 h . - 1 0 h . ]  
8 < x < 10

En el intervalo están incluidas las 10 horas en 
punto, pero no las 8 horas en punto, que se 
incluirá en el intervalo anterior.

Intervalo abierto por el ex
trem o superior y cerrado 
por el extremo inferior.

[8 h . - I O h . )  
8 < x <  10

En el intervalo están incluidas las 8 horas en 
punto, pero no las 10 horas en punto, que se 
incluirá en el siguiente intervalo.

La configuración de los intervalos debe permitir incluir inequívocamente a cada 
uno de los elementos de la población en uno y sólo en uno de los intervalos diseñados.

Con este criterio, una agrupación de datos de una variable como la distancia ki
lométrica entre 100 municipios, podría quedar de la siguiente forma:

S f f P
( 0 - 5  Km.] 5
(5 - 10 Km.] 10
( 1 0 -2 5  Km.] 5
(25 - 50 Km.] 50
(50 - 100 Km.] 30
( 100-500  Km.] 105
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Así, la distancia 0 Km. no estaría contemplada en esta distribución, dado que los in
tervalos son abiertos por el extremo inferior, mientras que al ser cerrados por el extremo 
superior, la distancia 5 Km. exactos estaría incluida en el primer intervalo y el siguien
te intervalo empezaría para los municipios cuya distancia fuese ligeramente superior.

2.6. REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LAS DISTRIBUCIONES

Es conveniente representar gráficamente las distribuciones a partir de sus diversas 
frecuencias; las figuras más empleadas para este fin son: los diagramas de barras, po
lígonos de frecuencias, los diagramas acumulativos de frecuencias, los polígonos 
acumulados de frecuencias, los diagramas de sectores, los cartogramas, pirámides de 
población, pictogramas, etfc.

Describimos a continuación los más utilizados:

A) Gráficos de barras

En general, se emplean para variables discretas en distribuciones de frecuencias 
con datos sin agrupar; representan los valores de las variables en el eje de abscisas y 
en el de ordenadas se levanta, para cada punto, una barra con un valor igual a la fre
cuencia absoluta o relativa.

También se conocen como diagramas de rectángulos; todas las barras o rectángulos 
tienen la misma base y sus áreas son proporcionales a las frecuencias absolutas n..

El alumno debe saber manejar cualquier programa informático de gráficos para per
mitir la generación de los mismos; aconsejamos a tal fin la hoja de cálculo Excel, con la 
que se pueden generar buena parte de los gráficos que explicamos a continuación2.

Ejemplo 2.7. Representar en un diagrama de barras los siguientes datos sobre el nú
mero clientes de una empresa durante los diversos meses del año:

; 11 i . M e s e s  C 55 5 5 clientes - 5 5 5  r M eses;!:;  i  7
S i S i ' - i

d ien tes

Enero 45 Julio 125
Febrero 35 Agosto 110

Marzo 121 Septiembre 120
Abril 18 Octubre 75

Mayo 85 Noviembre 67
Junio 100 Diciembre 99

Total anual 1.000

2 Otros programas o aplicaciones informáticas de interés son Minitab, SPSS, PSPP, TeeChart Offi
ce, StatGraphics, etc.
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La representación gráfica sería la siguiente:

Diagrama de Barras

Gráfico 2.1. E jem plo de d iagram a de barras.

Este tipo de gráficos permite comparar varios fenómenos estudiados; supongamos 
dos empresas A y B, con la siguiente información sobre la distribución de su clientela:

i* jM éáes*! N." de clientes N." de d ien tes
de la em presa A de la em p resa]!

Enero 45 25
Febrero 35 38
Marzo 121 139
Abril 18 54

Mayo 85 95
Junio 100 99
Julio 125 115
Agosto 110 135
Septiembre 120 80
Octubre 75 75
Noviembre 67 65
Diciembre 99 80

Total 1.000 1.000

El Gráfico comparativo sería el siguiente:
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Gráfico 2.2. E jem plo de d iagram a de barras com parativo  de dos variables.

B) Histogramas

Los histogramas son representaciones similares a los gráficos de barras; son, de 
hecho, un tipo especial de gráfico de barras que suelen utilizarse para ver los datos 
agrupados; en este caso la representación es un conjunto de rectángulos donde cada 
uno representa una clase; la base de los rectángulos sería igual a la amplitud del in
tervalo y la altura se determinaría de forma que el área del rectángulo sea proporcio
nal a la frecuencia de cada clase.

Ejemplo 2.8. Representar un histograma con los siguientes valores y frecuencias:

Valores Frecuencia

500 a 1.000 2
1.000 a 3000 10
3.000 a 4000 5
4.000 a 5000 4

El gráfico resultante sería el siguiente:

JSo

G ráfico 2.3 . E jem plo de 
histogram a.
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Como puede verse, la columna del intervalo 1000 a 3000 tiene el doble de an
chura que la del resto de los intervalos.

C) Polígono de frecuencias

El polígono de frecuencias es una representación gráfica alternativa al hisíograma. 
Se forma uniendo los puntos que representan las frecuencias mediante segmentos, de 
tal manera que el punto con mayor altura representa la mayor frecuencia; el área bajo 
la curva representará al 100% de los datos.

Suelen utilizarse para representar tablas de frecuencia asociadas a distribuciones 
de datos cuantitativos de tipo n , si bien pueden utilizarse con cualquier tipo de datos. 
En el caso de las distribuciones de tipo ni, los puntos en el eje de abcisas correspon
derán a las marcas de clase de los intervalos.

Ejemplo 2.9. Representar el polígono de frecuencias asociado al ejemplo anterior.

D) Gráficos de sectores

Estos gráficos se utilizan para mostrar las contribuciones relativas de cada punto 
de los datos al total de la serie. En un gráfico de sectores sólo se representa una serie.

En los gráficos de sectores el área de cada sector es proporcional a las frecuencias 
absolutas n. de cada modalidad.

t
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Ejemplo 2.10. Durante un determinado período la distribución de clientes de una em
presa según su nacionalidad fue la siguiente:

Españoles 250
Franceses 150
Italianos 90
Otros 10

Representarlos gráficamente.
Para este tipo de representaciones son muy adecuados los gráficos por sectores; 

estos gráficos ofrecen gran variedad (quesos, círculos, anillos, etc.); cómo puede 
verse en el primer gráfico,«a veces puede ser aconsejable destacar levemente los sec
tores para mejorar la visión del gráfico.

Cualquier programa de gráficos, como la propia hoja de cálculo Excel, permite 
generar con bastante facilidad este tipo de gráficos; los datos que facilitan su inter
pretación pueden indicarse en cifras absolutas (primer gráfico) o en términos por
centuales (segundo gráfico).

CLIENTES DE UN HOTEL SEGUN 
NACIONALIDAD

Italianos
18 °,

Franceses 
30%

Españoles 
50%

CLIENTES DE UN HOTEL SEGÚN 
NACIONALIDAD

Ita lianos
90%

Franceses 
150%

O tros
10%

Españoles
250%

G ráfico 2.5. E je m p lo s  de  g rá fic o  de sec to res .

E) Gráficos de series temporales

Una secuencia de valores a intervalos regulares de tiempo constituye una serie 
temporal. En los gráficos de series temporales se representan los valores ordenados se
gún la secuencia temporal, la cual figura en el eje de abcisas, en tanto que los valores 
obtenidos se representan en el eje de ordenadas.

Ejemplo 2.11. Según la información aportada por el INE, la evolución del IPC en 
España (Base 2006 = 100) en distintos meses del año viene reflejada en la siguiente 
serie.
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Meses IPC

Ene-08 104,747: Ene-09 105,592
Feb-08 104,91 Feb-09 105,603
Mar-08 105,841 Mar-09 105,776
Abr-08 106,98 Abr-09 106,809
May-08 107,702 May-09 106,772
Jun-08 108,322 Jun-09 107,242
Jul-08 107,802 Jul-09 106,327
Ago-08 107,571 Ago-09 106,698
Sep-08 107,549 Sep-09 106,446
Oct-08 107,918 Oct-09 107,205
Nov-08 107,46 Nov-09 107,786
Dic-08 106,909 Dic-09 107,758

Elaborar un gráfico representativo de la serie.
Un gráfico que representa esta evolución es el siguiente:

Evolución del IPC en España

Mes

F u e n t e : Instituto Nacional de Estadística..

Gráfico 2.6 . E jem plo de serie tem poral.

f) Diagramas de Pareto

Este diagrama está basado en el principio de Pareto, aplicado a la mala distribu
ción de la riqueza (muchos tienen poco y pocos tienen mucho) y que puede generali
zarse indicando que en la mayor parte de las situaciones se presentan muchos hechos
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^problemas sin importancia frente a unos pocos especialmente importantes; el obje
tivo de la representación gráfica es permitir visualizar de forma rápida los problemas 
1> los datos más significativos, que quedan a la izquierda de la gráfica, mientras que a 
Medida que se avanza hacia la derecha del gráfico se van situando los datos de menor 
Interés.

Tiene gran utilidad en economía, ya que este principio paretiano se ajusta a bas
tantes situaciones reales (pocos clientes suelen acumular muchas ventas mientras un 
Wan número de pequeños clientes suman un pequeño porcentaje del total, pocas em
presas contratan a muchos trabajadores mientras la mayoría sólo tiene pocos emple
ados, algunos errores del control de calidad de un producto o servicio son los más ha
bituales mientras otros muchos se producen sólo de vez en cuando, pero cuando se 
producen son muy importantes, etc.).

Su construcción se realiza en dos pasos:

—  Se ordenan las clases o categorías según la frecuencia relativa de su aparición.
—  Cada clase se representa por un rectángulo con una altura igual a la frecuencia 

relativa.

El diagrama de Pareto representa los valores de las variables en el eje de abscisas 
y las frecuencias absolutas y relativas acumuladas en el eje de ordenadas.

Ejemplo 2.12. Construir un diagrama de Pareto ajustado a la siguiente distribución de 
frecuencias correspondiente a las ventas de una empresa a 100 clientes:

Ventas anuales en euros N.° de clientes

Menos de 1.000 € 3
De 1.000 a 2.000 € 10
De 2.000 a 3.000 € 7
De 3.000 a 4.000 € 8
De 4.000 a 5.000 € 4
De 6.000 a 7.000 € 21
De 7.000 a 8.000 € 9
De 8.000 a 9.000 € 32
De 9.000 a 10.000 € 2
De 10.000 a 20.000 € 3
Más de 20.000 € 1

Total 100

Procedemos a la ordenación por clases o categorías (de mayor a menor en la im
portancia de sus frecuencias) y a obtener las frecuencias relativas y las frecuencias re
lativas acumuladas obteniendo la siguiente tabla:
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Ventas en miles de euros Frecuencia Frecuencia % % acum ulado

De 8.000 a 9.000 € ' 32 32,00% 32,00%
De 6.000 a 7.000 € 21 21,00% 53,00%
De 1.000 a 2.000 € 10 10,00% 63,00%
De 7.000 a 8.000 € 9 9,00% 72,00%
De 3.000 a 4.000 € 8 8,00% 80,00%
De 2.000 a 3.000 € 7 7,00% 87,00%
De 4.000 a 5.000 € 4 4,00% 91,00%
Menos de 1.000 € 3 3,00% 94,00%
De 10.000 a 20.000 € 3 3,00% 97,00%
De 9.000 a 10.000 € 2 2,00% 99,00%
Más de 20.000 € 1 3,00% 100,00%

Total 100

A partir de esta información construimos el siguiente gráfico o diagrama de Pa- 
reto, que nos indica, con un golpe de vista que más de la mitad de los clientes com
pran entre 6.000 y 9.000 euros anuales:

Diagram a de Pareto

9.000 7.000 a 2.000 8.000 4.000 a 3.000 5.000 1.000 a 20.000 10.000 20.000

Ventas en M iies de Euros

Gráfico 2.7 . E je m p lo  de  d ia g ra m a  de Pareto.
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G) D iagram as de Tallos y  Hojas

Haremos mención, finalmente, a la técnica recuento y ordenación de datos de
nominada Diagramas de tallos y hojas; esta técnica, similar a los histogramas, es 
bastante fácil y, según los casos, aporta más información que los propios histogra
mas. Su utilización será adecuada si el número de datos a representar no es muy ele
vado.

Ejemplo 2.13. Representar la siguiente distribución de frecuencias en un diagrama de 
tallos y hojas

33 24 36 29 39*20 36 45 31 31 39 24 29 23 41 40 33 24 34 41

Comenzamos seleccionando los tallos que en nuestro caso son las cifras de de
cenas, es decir 3 ,2 ,4 , que reordenadas son 2, 3 y 4.

A continuación efectuamos un recuento y vamos «añadiendo» cada hoja a su tallo.

Tallos Hojas

2 4 9 0 4 9 3 4
3 3 69 6 1 1 93 4
4 5 10 1

Por último reordenamos las hojas y hemos terminado el diagrama

Tallos Hojas

2 0 3 4 4 4 9 9
3 1 1 3 3 4 6 6 9 9
4 0 1 1 5

H) Otras representaciones gráficas

Dado que el verdadero interés de los gráficos es describir la información de los 
datos, la naturaleza de las variables nos puede sugerir otras representaciones distintas 
a las anteriores.

A continuación se han seleccionado dos ejemplos de pictogramas; en el segundo 
se ha optado por aumentar el tamaño de las figuras haciéndolo proporcional a las fre
cuencias de cada modalidad, mientras que en el primero se opta por aumentar el nú
mero de objetos representados.
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Visitantes a un determinado parque natural

2.500.000 -

2.250.000 -

«  2 . 000.000 -03

s  1 .750 .000- 

J  1.500.000 -
X5

¿  1.250.000

1 .000 .0 0 0 -

750.000 -

500.000 -
1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004

Año

G ráfico 2.8 . E je m p lo  de p ic to g ra m a .

Estado Civil de los clientes de un paquete turístico

Casado Soltero  V iudo  D ivorciado Ns/Nc

Gráfico 2.9. E je m p lo  de p ic to g ra m a .

La mayor parte de las distribuciones permiten diversas representaciones alternativas.

Ejemplo 2.14. Veamos un ejemplo de representación gráfica sobre datos referidos a 
una distribución de los clientes de un hotel según su nacionalidad.
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Veamos un ejemplo de representación gráfica sobre datos referidos a una distri
bución de los clientes de un hotel según su nacionalidad.

Datos obtenidos:

C lientes de un hotel

Franceses 350

Belgas 150

Suecos 420

Noruegos 185

Ingleses 215

Otros 145

Algunas de las posibles representaciones gráficas que pueden establecerse son:

O tro s  
In g le s e s  10%  

15%

N o ru e g o s

13%

B e lg a s
10%

$  4 5 0 -  

J  300-1O

q  150  ̂

2  0
<b Sr ,0' .O'& c9

j'O<ó
7V

N a c io n a lid a d

O tro s

In g le se s

N o ru e g o s

S u e c o s

B e lg as

F ra n c e s e s

0

O tro s ; 145; 10%

In g le se s ; 2 15 ; 

15%

N o ru e g o s ;  185; 

13%
100 2 0 0  3 0 0  400  500

F ra n c e s e s ;  350; 

24%

B e lg a s ; 150; 

10%

S u e c o s ;  420; 
2 8 %

Figura 2.1 . D is tin ta s  re p re se n ta c io n e s  g rá fica s  so b re  u n o s  m is m o s  datos: n a c io n a lid a d
de los  c lie n te s  del h o te l.
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2.7. GENERACIÓN DE GRÁFICOS CON LA HOJA DE CÁLCULO EXCEL 
Y SPSS

2.7.1. La generación de gráficos con Excel

Para generar gráficos pueden utilizarse múltiples aplicaciones informáticas (SPSS, 
TeeChart Office, StatGraphics, etc...); en este epígrafe daremos algunas instrucciones 
básicas para trabajar con la hoja de cálculo Excel, que permite crear una gran variedad 
de gráficos. Existen varios gráficos de tipo estándar (barras, columnas, líneas, circular, 
anillos, radial, dispersión, etc..) y otros personalizados (apilado, áreas en tres dimen
siones, circular, etc..), cada uno de ellos con diversas variaciones.

Los cuatro pasos que se requieren para realizar una representación gráfica en Ex
cel son:

1. Seleccionar el tipo de gráfico que van a ser representado. Esta selección in
cluye también la posibilidad de seleccionar subtipos de gráficos, tal como se 
indica en la Figura 2.1. Para dar acceso a este cuadro de diálogo ha de hacerse 
click en el siguiente botón de comandos, o bién seleccionar el menú Inser
tar —> Gráfico.

Asistente para gráficos -  p a s o !  de 4: trjío.'de gráfico ; X X J ' X

Tipo de  gráfico:

¿X  Líneas 

Grcular 

XY (Dispersión) 

, Á reas

Radial

I I I i i
m la

Columna agrupada. C onpara valores en tre  
categorías. ..........

Presionar p a ra  v e r muestra

C anchar Siguiente >  i  QnaSzar

F igu ra  2.2. A s is te n te  para G rá fico s  de Exce l. Paso 1 de  4.

2. Selección de los datos de origen. Está opción, tal como se indica en la Figu
ra 2 .2 , permite colocar los datos en filas o en columnas o incluir varias series 
de datos en el mismo gráfico.
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CUENTES DE UN HOTCL POR NACIONALIDAD

: Franceses.. 35ÓÍ
150!

*.$'Sueros...
JpNorueggs.
Tjinateses

420!
185!
215!

^ O t r O S  ________________ ;__________________.J 4 5 j
■ 9 " ______ ___________ — — :---------------

151    r ---------

21
:22

Ran̂ D de dates

CRs
(t

Figura 2.3. Asistente para Gráficos de Excel. Paso 2 de 4.

3. En el tercer paso se agregan las leyendas, el título del gráfico, los títulos de 
los ejes, las opciones de rótulos de datos o se especifica si adjuntar o no la ta
bla de datos, tal como puede verse en la Figura 2.3.

Asistente para 3 de 4  opdonesdegráfico

i Tftutos j | Eje j  UheasdedMáói j  leyenda \ Róüiosde datos j Tabla de datos 

Título del <

Eje de categorías Q0;

Segundo eje de categorías (X):

; Segundo eje de vibres .

499 
400 

350 
300 -  
250 -

50 - 
0

Caneeiar < Atrás Enalzar

Figura 2.4. Asistente para Gráficos de Excel. Paso 3 de 4.
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4. Finalmente el último paso nos pide que le indiquemos el lugar en el que Ex
cel construirá el Gráfico, pudiendo elegir entre una casilla de la hoja de cál
culo en la que trabajamos o como una hoja nueva que Excel generará auto
máticamente.

Asistente para gráficos -  paso 4  de 4: ubicación del grato»

Colocar gráfico:

j  G  En una hoja nueva: ¡Gráficol

G oto objeto en:

Cancelar i < Atrás I Siguiente

Figura 2.5. Asistente para Gráficos de Excel. Paso 4 de 4.

2.7.2. La generación de gráficos con SPSS

El programa estadístico SPSS es un sistema global para el análisis de datos. 
SPSS puede adquirir datos de casi cualquier tipo de archivo y utilizarlos para generar 
informes tabulares, gráficos y diagramas de distribuciones, múltiples estadísticos des
criptivos y análisis estadísticos complejos.

En particular, y en lo referente a este apartado permite generar gráficos de alta re
solución, que incluyen gráficos de sectores, gráficos de barras, histogramas, diagramas 
de dispersión y gráficos 3-D de alta resolución y a todo color, entre muchos otros.

Una de las ventajas de SPSS en su función de editor de gráficos es que permite 
modificar los gráficos y diagramas en la propia ventana a la que incorpora los gráficos 
generados; es posible cambiar los colores, seleccionar diferentes tipos de fuentes y ta
maños, intercambiar los ejes horizontal y vertical, rotar diagramas de dispersión 3-D 
e incluso cambiar el tipo de gráfico.

La operativa del programa es muy simple y la iremos desarrollando a lo largo de 
los siguientes capítulos:

El alumno debe consultar un manual de SPSS para trabajar adecuadamente con el 
programa; veamos, no obstante, aquí algunas nociones básicas:

Existen diversos tipos de ventanas en SPSS:
Editor de datos. El Editor de datos muestra el contenido del archivo de datos. 

Puede crear nuevos archivos de datos o modificar los existentes con el Editor de datos. 
Si tiene más de un archivo de datos abierto, habrá una ventana Editor de datos inde
pendiente para cada archivo.

El Editor de datos proporciona dos vistas de los datos.

— Vista de datos. Esta vista muestra los valores de datos reales o las etiquetas de 
valor definidas.
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— Vista de variables. Esta vista muestra la información de definición de las va
riables que incluye las etiquetas de la variable definida y de valor, tipo de dato 
(por ejemplo, cadena, fecha y numérico), nivel de medida (nominal, ordinal o 
de escala) y los valores perdidos definidos por el usuario.

En ambas vistas, se puede añadir, modificar y eliminar la información contenida 
en el archivo de datos.

■ Cditoi de
fVthí-o gdciór. £ar u.Kos Iraisrármar andear sráftos yrifeoes YEOtans i  !

¡¿•20: edad 40
; edad marital direcPS A,
1 i ss * Casa de 12 72,001 $50-574 3 6 P
; 2 55 Sin cagar 23 153,fl0Í 575+ 75,
J 3 28 Casado 3 26,00! 925-549 13,

4 24 Casado 4 26,00! 925-543 13,
5 25 Sin casar 2 23,00! menos de 11.

J 6 45 Casado 9 76,00! 875+ 37,
42 Sin casar 19 40,00 925-849 19,

8 35 Sin casar 15 5? ,001 950 * 874 28,
9 46 Sin casar 26 24,00 menos de 12,

10 34 Cacado 0 89,00! 875+ 46.,-
m

m nM m m
Cacadfti 17

k m m m m tím m í
72.00!

' - l í l l
Figura 2.6. E d ito r  de  da tos  de  SPSS.

Muchas de las funciones de la Vista de datos son similares a las que se encuentran 
en aplicaciones de hojas de cálculo. Sin embargo, existen varias diferencias impor
tantes: Las filas son casos. Cada fila representa un caso o una observación. Por ejem
plo, cada individuo que responde a un cuestionario es un caso.

— Las columnas son variables. Cada columna representa una variable o una 
característica que se mide.

— Las casillas contienen valores. Cada casilla contiene un valor único de una va
riable para cada caso.

Puede especificarse el nivel de medida como Escala (datos numéricos de una es
cala de intervalo o de razón), Ordinal o Nominal. Los datos nominales y ordinales 
pueden ser de cadena (alfanuméricos) o numéricos.

— Nominal. Una variable puede ser tratada como nominal cuando sus valores re
presentan categorías que no obedecen a una ordenación intrínseca. Por ejem
plo, el departamento de la compañía en el que trabaja un empleado. Son 
ejemplos de variables nominales: la región, el código postal o la confesión re
ligiosa.
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— Ordinal. Una variable puede ser tratada como ordinal cuando sus valores re-, 
presentan categorías con alguna ordenación intrínseca. Por ejemplo los nive
les de satisfacción con un servicio, que vayan desde muy insatisfecho hasta 
muy satisfecho. Son ejemplos de variables ordinales: las valoraciones del ni
vel de satisfacción, confianza o preferencia.

—  Escala. Una variable puede ser tratada como de escala cuando sus valores re
presentan categorías ordenadas con una métrica con significado, por lo que 
son adecuadas las comparaciones de distancia entre valores. Son ejemplos de 
variables de escala: la edad en años y los ingresos en dólares.

Visor. Todas las tablas, los gráficos y los resultados estadísticos se muestran en el 
Visor. Puede editar los resultados y guardarlos para utilizarlos posteriormente. La ven
tana del Visor se abre automáticamente la primera vez que se ejecuta un procedi
miento que genera resultados.

Visor de borrador. Los resultados pueden mostrarse como texto simple (en lugar 
de como tablas pivote interactivas) en el Visor de borrador.

Editor de tablas pivote. Con el Editor de tablas pivote es posible modificar los 
resultados mostrados en este tipo de tablas de diversas maneras. Puede editar el texto, 
intercambiar los datos de las filas y las columnas, añadir colores, crear tablas multi- 
dimensionales y ocultar y mostrar los resultados de manera selectiva.

Editor de gráficos. Puede modificar los gráficos y diagramas de alta resolución 
en las ventanas de los gráficos. Es posible cambiar los colores, seleccionar diferentes 
tipos de fuentes y tamaños, intercambiar los ejes horizontal y vertical, rotar diagramas 
de dispersión 3-D e incluso cambiar el tipo de gráfico.

Editor de resultados de texto. Los resultados de texto que no aparecen en las 
tablas pivote pueden modificarse con el Editor de resultados de texto. Puede editar 
los resultados y cambiar las características de las fuentes (tipo, estilo, color y ta
maño).

Editor de sintaxis. Puede pegar las selecciones del cuadro de diálogo en una ven
tana de sintaxis, donde aparecerán en forma de sintaxis de comandos. A continuación 
puede editar esta sintaxis para utilizar las funciones especiales de SPSS que no se en
cuentran disponibles en los cuadros de diálogo. También puede guardar los comandos 
en un archivo para utilizarlos en sesiones de SPSS posteriores.

Veamos en este capítulo el uso del Editor de Gráficos:
Antes de crear un gráfico es necesario tener los datos en el Editor de datos. Es po

sible introducir los datos directamente en el Editor de datos; abrir un archivo de datos 
previamente guardado o leer una hoja de cálculo, un archivo de datos de texto deli
mitado por tabuladores o un archivo de base de datos. Si selecciona Tutorial en el 
menú Ayuda podrá ver ejemplos en pantalla de creación y modificación de gráficos. 
Además, el sistema de ayuda en pantalla incluye información sobre cómo crear y mo
dificar cualquier tipo de gráfico.

Una vez que los datos se encuentran en el Editor de datos, seleccione Generador 
de gráficos en el menú Gráficos.

Se abrirá el cuadro de diálogo Generador de gráficos.
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^ E d a d e n ...
¡ ^ E s t a d o  c¡... 

'A ñ o s  en } ... 
^Ingresos ... 
J c a te g o ría ... 

P r e d o d e i . . . ;
A rrastre  h a s ta  aquí un  gráfico d e  la galería 

p a ra  utilizarlo como pu n to  d e  partida

O b len

Pulse e n  la ficha Elem entos básicos p a ra  c rea r  
u n  gráfico  m ediante elem entos

Figura 2.7. G e n e ra d o r de  G rá fico s  de  SPSS. Paso 1/2.

El cuadro de diálogo Generador de gráficos se utiliza para los tipos de gráficos 
más habituales, que aparecen en la pestaña Galería. Si debe crear un gráfico que no 
está disponible en el generador de gráficos, también puede seleccionar un tipo de grá
fico específico en el menú Gráficos.

En el generador de gráficos, arrastre el icono correspondiente al gráfico al «lien
zo», que es la zona grande que hay encima de la galería.

Arrastre las variables desde la lista Variables a las zonas de arrastre del eje. (Si de
sea obtener más información acerca del generador de gráficos, pulse en Ayuda.) 
Cuando se haya terminado de definir el gráfico, el resultado será similar al siguiente 
gráfico.
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"  (íener-idoi rio tráficos

Variables:

E dad  en  

E s ta d o  t i . , .

# A ños e n  I ...

: ; t s a

e d  Categoría., ■ 
«I^Predo del... > 
j|ca tegorfa ...: 
^Nfyeiedu,., 
$  Años con...» 
^Retirado... ; 
JiJ Años con... i

C atego rías :

Sin categorías 
. (variable de

Ijalbríü

E lem entos básicos 

E lem entos opcionales

P ro p ied a d es  del e l e . . . .  

O p c io n e s ...

I f  -S
¡is S

C o n g l o b a r :  e s ta b le c e r  co 'o r 

* S ex o

n  C ateg o ría  del p rec ie  de! coche ¡ 
® principal ¡

l a  p re se n ta c ió n  prelim inar de! gráfico  utiliza d a to s  d e  ejem plo 

Elija e n tre ;

F avo rito s  ¡

B arra  \

. ' ::
Á rea

S ec to res /P o la r i

D ispersión/P untos

m m m

A ceptar P eg ar J  ; R es ta b lece r C ancelar A yuda

Figura 2.8. G e n e ra d o r de G rá fico s  de SPSS. Paso 2/2.

Si necesita cambiar los estadísticos o modificar los atributos de los ejes o las le
yendas, pulse en Propiedades del elemento.
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E s ta d ís tic o s

E s ta d ís tic o :

; R fecuen to

E stilo  d e  la  b a r r a :  

i B Lorru

[ C e r r a r  ^  { A y u d a  j

Figura 2.9. S e lecc ión  de P rop iedades  de io s  G rá fico s  de SPSS.

En la lista Editar propiedades de, seleccione el elemento que desea cambiar. (Si 
desea obtener información acerca de propiedades específicas, pulse en Ayuda.)

Pulse en Aceptar en el cuadro de diálogo Generador de gráficos para crear el grá
fico.

Aparecerá el gráfico en el Visor.
Ejemplo:
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Admjnistrc£vo Seguridad Directivo
C a te g o r ía  la b o ra l

Para modificar un gráfico, pulse dos veces en cualquier parte del gráfico que apa
rece en el Visor. Al hacer esto, aparecerá el gráfico en el Editor de gráficos.

Archivo Edición Ver e n d o n e s  Elem entos Transform ar A yuda
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Puede modificar cualquier parte del gráfico o cambiar a otro tipo de gráfico que 
represente los mismos datos. Puede añadir elementos, así como ocultarlos o mostrar
los utilizando los menús del Editor de gráficos.

para modificar un eiemento de un gráfico

Seleccione el elemento que desea modificar,
Elija en los menús:

Edición
Propiedades...

Se abrirá la ventana Propiedades. Las pestañas que aparecen en la ventana Pro
piedades dependen de la selección realizada. La ayuda en pantalla explica cómo hacer 
que aparezcan las pestañas que necesita.

Tipos de gráficos

SPSS puede generar múltiples tipos de gráficos (gráfico de áreas, barras, cajas, ta
llos y hojas, histogramas, gráficos de líneas, puntos y bandas, sectores, diagramas de 
dispersión, etc.; para un mejor conocimiento y aplicabilidad de la Estadística el 
alumno debe practicar con este programa la elaboración de gráficos explicada en 
este capítulo.
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2.8. E je r c ic io s

Sobre distribuciones de frecuencias unidimensionales

 ^ ---------

Ejercicio 2.1. Una empresa tiene un total de 20 empleados que trabajan en cuatro 
oficinas. Las oficinas están numeradas del 1 al 4. Los registros de la empresa indican 
las oficinas en las que se ubican los 20 empleados listados en orden alfabético en la 
siguiente forma:

Eippléaíios

1 1 i i 4

2 4 12 4

3 1 13 2

4 3 14 2

5 3 15 1

6 2 16 1

7 1 17 2

8 1 18 4

9 1 19 4

10 3 20 1

Sintetice los datos y  muestre, en una tabla, las frecuencias asociadas con los va
lores 1,2, 3 y 4.

Respuesta

Procedemos a contar las frecuencias con las que aparecen los empleados en cada 
una de las oficinas; por ejemplo, en la oficina 1 contaremos 8 empleados (los enu
merados en las posiciones 1, 3, 7, 8, 9 15,16 y 20).

Nos quedaría, para una Frecuencia total o total de datos: N  = 20, la siguiente 
tabla:
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\ ¡ | !  i.i!)lc  1 '  ■ Frecuencia absoluta («.) 
 ̂ (número de, empleados)!

Frecuencia acumulada (A.)

(8+4=) 12 
(12+3=) 15 
(15+5=) 20

Ejercicio 2.2. Convierta las frecuencias del Ejercicio 2.1 en frecuencias relativas 
y en frecuencias relativas acumuladas y en porcentaje acumulado.

Respuesta

En el Ejercicio 2.1 el número total de observaciones fue 20; para obtener las fre
cuencias relativas deben dividirse las frecuencias absolutas por el número total de ob
servaciones.

La información demandada sería:

j V a i  i i i h l t  ( / V . )

( . i '  " , x ' - » ' * *  * - * -  -*■»

& ^  '.v v . + ' -r '+
'V  V  ̂  ^  ^  X "V 
'.V v. *  í  “! ** 

t»  «5 ^  
Vi' H'-- -  X- -*‘1 *  5 'W +* 

SN' *  X ~  ^

'V ' í * *  *  * >  *v -* 
cv ~  ^  *  

^
V' V  ^
v -  ^  '**' '

<r>.-
-< f t .  v ."  ~V- 

í 'O - í .  i'?-.
, ¡ . ¿

: x . r  í '  ^  >  n -” - ík

-  f*~ -X

- v
f '! ’ÑX' *- x  x:

-V- -¡A  t

Frecuencia absoluta ( « . ) 8 4 3 5

n.
Frecuencia relativa^. =  - C ~ —  =0,4 

20
—  =  0,2 
20

—  =  0,15 
20

—  = 0,25 
20

Frecuencia relativa acumulada 0,40 0,60 0,75 1

Porcentaje acumulado 40% 60% 75% 100%

La Frecuencia relativa también podemos expresarla en porcentajes: en la ofici
na 1 trabajan un 40% de los empleados, en la 2 un 20%, en la 3 un 15% y  en la 4 el 
25% restante.

La Frecuencia relativa acumulada indica que en las 2 primeras oficinas trabajan 
conjuntamente un 60% de empleados y entre las 3 primeras oficinas agrupan un 
75%.



88 ESTADÍSTICA PARA ADMINISTRACIÓN Y DIRECCIÓN DE EMPRESAS

Ejercicio 2.3. Suponga que en cierto mes los 20 empleados del ejercicio anterior 
reciben, en euros, los siguientes salarios:

850 1.265 895 575 2.410 470 660 1.820 1.510 1.100

620 425 750 965 840 1.505 1.375 695 1.125 1.475

Utilice estos datos para construir una tabla de frecuencias con intervalos de 
clase adecuados.

Respuesta

Con solo 20 observaciones no debemos formar excesivas clases o intervalos; 
construyamos, por ejemplo, 5 intervalos del mismo tamaño. El ingreso varía entre 425 
y 2.410 euros, una elección adecuada de clases, en este caso, podría consistir en di
vidir los ingresos en grupos de unos 500 euros de amplitud, en la siguiente forma:

Intervalo de Clase Frecuencia absoluta
(«.)' V

Valores incluidos en el intervalo

(250 - 750] 1 575, 470, 660, 620, 425, 750 y 695
(750- 1.250) 6 850, 895, 1.100, 965, 840 y 1.125
[1.250- 1.750) 5 1.265, 1.850, 1.510,1.375 y 1.475
[1.750-2.250) 1 1.820
[2.250 - 2.750) 1 2.410

Una norma práctica es ir tachando los valores de la distribución a medida que va
mos incluyéndolos en un intervalo; de esta forma comprobáremos que los hemos in
cluido todos y evitaremos errores.

Nótese que:

— Cada observación cae exactamente dentro y sólo dentro de una clase o inter
valo; a tal fin hemos construido los intervalos abiertos por la izquierda (ex
tremo inferior) y cerrados por la derecha (extremo superior), de forma que, por 
ejemplo, el empleado que gana 750 <=>al mes ha quedado incluido en el primer 
intervalo (250 - 750].

—  No hay espacios entre los intervalos, de forma que todo el rango o recorrido 
de los datos está incluido en los extremos de las clases.

— Todas las clases tienen la misma amplitud (500 euros).

— Las marcas de clase de los intervalos x _ + ^  serían, redondeando:
500, 1000, 1500,2000 y 2500. 7 2
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Con esta información operamos para construir la siguiente tabla:

--- ------------
Intervalo Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuencia
de Clase absoluta acum ulada relativa relativa

(A') </? acum ulada (/<.)

(250 - 750) H 7 (7/20 - 100 =) 35% 35%

[750- 1.250) ó 13 (6/20 • 100 =) 30% 65%
[1.250- 1.750) 5 18 (5/20 • 100 =) 25% 90%
[1.750-2.250) 1 19 (1/20-100=) 5% 95%

[2.250 - 2.750) 1* 20 (1/20 • 100 =) 5% 100%

Total 20 100%

No hay una regla general que nos determine el número de intervalos o los límites 
que debemos emplear para sintetizar una información estadística en intervalos; tene
mos que pensar fundamentalmente en el interés que puede aportar una síntesis de este 
tipo en los análisis que necesitemos realizar con los datos; en el ejemplo anterior pa
rece que el número y los límites elegidos podrían ser adecuados para conocer la dis
tribución de salarios en la empresa, pero según el detalle con el que nos interese la sín
tesis podríamos, por ejemplo, haber “unido” los dos últimos intervalos, de forma que, 
sí sólo tuviéramos acceso a la nueva información sintetizada, sólo sabríamos que un 
10% de los empleados ganan entre 1.750 y 2.750 €  al mes.

No obstante, una formulación que puede utilizarse para decidir el número de in
tervalos es la denominada Regla de Sturges, que tiene la siguiente formulación:

Número de clases o intervalos = 1 + 3.332 log¡0 N 
Longitud del intervalo = Rango / Número de clases

Con este criterio, en nuestro problema se obtendrían 1 + 3.332 log10 20 = 5,3 <=> 5 
intervalos; longitud del intervalo = 2-750 250 _  «¡qq
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E jerc ic io  2.4. A continuación, realice una gráfica de barras con los datos del 
Ejercicio 2.1 y un histograma con los datos del Ejercicio 2.3.

Respuesta

Gráfico de barras

9 1 8

1 2  3  4
O ficina

Dado que todos los intervalos tienen la misma amplitud, el histograma quedaría 
del siguiente modo:

Histogram a

S a la rios  en euros

E jercicio  2.5. Construya un polígono de frecuencias con los datos del Ejerci
cio 2.3.
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Respuesta

Polígono de frecuencias

co 
ro 

"o 
c  0) 3 O 0

LL

Ejercicio 2.6. Suponga que las calificaciones de 40 aspirantes a un empleo de en 
una prueba de aptitud son las siguientes:

42 21 46 69 87 29 34 59 81 97
64 60 87 81 69 77 75 47 73 82
91 74 70 65 86 87 67 69 49 57
55 68 74 66 81 90 75 82 37 94

Realice un diagrama de tallos y hojas.

Respuesta

Si ordenamos los valores veremos que las puntuaciones varían entre 21 y 97. Los 
primeros dígitos, del 2 al 9, se colocan en una columna en la parte izquierda del dia
grama, y los segundos dígitos se registran en la fila correspondiente al primer dígito. 
Por ejemplo, ubiquemos los puntos 21, 42 y 46.

2 1

3
4 2 6

S alario  en euros
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A continuación se puede apreciar el diagrama de tallos y hojas completo.

2 1 9
3 4 7
4 2 ó 7 9

5 9 7 5

6 9 4 0 9 5 7 9 8 6

7 7 5 3 4 0 4 5
8 7 1 7 2 6 7 1 2
9 7 0 4

N ota: La forma más práctica de construir el diagrama es ir tachando los valores de la 
tabla inicial, a medida de que se van incorporando al diagrama.

 ---------

Ejercicio 2.7. Una compañía de alquiler de automóviles registra el número de au
tomóviles alquilados en cada turno de ocho horas. Los datos correspondientes a los 
últimos 28 turnos son:

366 390 324 385 380 375 384
383 375 339 360 386 387 384
379 386 374 366 377 385 381
359 363 371 379 385 367 364

a) Realice una tabla de frecuencias, frecuencias acumuladas, frecuencias relati
vas y frecuencias relativas acumuladas utilizando intervalos de clase ade
cuados.

b) Construya un histograma.
c) Construya un polígono de frecuencias.
d) Construya un diagrama de tallos y  hojas.

Respuesta

a) La variable oscila entre 324 y 390; dadas las características de los datos utili
zaremos intervalos de clase cuya longitud sea 10; la tabla de frecuencias, fre
cuencias acumuladas, frecuencias relativas y frecuencias relativas acumuladas, 
quedaría:
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■------
Intervalo  
de Clase
( L i - t - t y

Frecuencia
absoluta

<»f> '

Frecuencia
acum ulada

w

Frecuencia
relativa

Frecuencia  
relativa  

acum ulada (f)

320 < *  < 330 1 1 1/28 = 0,036 0,036

330 < * < 3 4 0 1 2 0,036 0,072

340 < * < 350 0 2 0 0,072

350 < * < 3 6 0 1 3 0,036 0,108

360 < * < 370 6 9 0,214 0,322

370 < * < 3 8 0 7 16 0,250 0,572

380 < * < 3 9 0 11 27 0,392 0,964

390 < * < 4 0 0 1 28 ■ 0,036 1

Nótese que hemos elegido intervalos cerrados por el extremo inferior y abier
tos por el extremo superior, del tipo [320 -  330), en el que está incluido el va
lor 320, pero no el 330, que se incluirá en el siguiente intervalo. Esta forma de 
señalar los límites de los intervalos es similar, aunque menos utilizada, que la 
indicada hasta ahora: [320 -  330), [330 -  340), etc.

b) Dado que todos los intervalos tienen la misma amplitud, el histograma 
será:

Histograma

Número de automóviles
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c) El polígono de frecuencias sería:

Polígono de frecuencisa

N úm ero  de au tom óviles

d) El diagrama de tallos y hojas, quedaría

Ejercicio 2.8. En una empresa se observaron en una muestra aleatoria, los si
guientes valores de las ventas de cada uno de sus 16 empleados (datos de ventas un 
determinado día, en miles de euros):

2 2,5 3 2 2,3 2,1 2,5 2
2 1,5 2 2 1,7 1,5 2,5 3

a) Agrupe los datos en una tabla, indicando las frecuencias absolutas y  las acu
muladas, y calcule las frecuencias relativas y relativas acumuladas.

b )  Represente la información en un gráfico de barras.
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Respuesta

a) Lo mejor es comenzar ordenando los datos; de menor a mayor quedarían en la 
siguiente forma:

1,5 1,5 1,7 2 2 2 2 2
2 2,1 2,3 2,5 2,5 2,5 3 3

b) Obtenemos las frecuencias absolutas y acumuladas, las frecuencias relativas y 
las relativas acumuladas.

1 <*)
S ltS S ii S ü l

Frecuencia  
relativa ( / | | g

1,5 2 2 2/16 12,50% 2/16
1,7 1 3 1/16 6,25% 3/16
2 6 9 6/16 37,50% 9/16
2,1 1 10 1/16 6,25% 10/16
2,3 1 11 1/16 6,25% 11/36
2,5 3 14 3/16 18,75% 14/16
3 2 16 2/16 ' 12,50% 1

c) La representación gráfica sería la siguiente:

7 ]  6 6 -
5 -

4 -

3 -

l l  2  -

1 -
0

1,5 1,7 2 2,1 2,3

Ventas en m iles de euros

2,5

Ejercicio 2.9. Los siguientes valores corresponden a las ventas en miles de euros 
realizadas por una empresa sus últimas 15 operaciones:

20 25 22 20 25 20 21 22 22 24 23 20 23 20 25
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a) Construya una tabla de frecuencias y  frecuencias acumuladas.
b) Agrupe los datos en intervalos de amplitud dos.
c) Dibuje el histograma.

Respuesta

a) Tabla de frecuencias y de frecuencias acumuladas.
Después de ordenar los valores y contar las frecuencias obtenemos el si
guiente resultado:

1§11IIIi
20 5 5
21 1 6
22 3 9
23 2 11
24 1 12
25 3 15

b) Como la información disponible varía entre 20 y 25 y debemos agruparla en 
intervalos de amplitud 2 (2.000 € ) , tendremos:

Intervalo de Clase Frecuencia
(» )

Frecuencia  
acum ulada (/V.)

20-21 6 6
22-23 5 11

24-25 4 15

c) Histograma.
Dado que todos los intervalos tienen la misma amplitud, los rectángulos tienen 
también la misma anchura.

co 6 ’o

i 4‘
£  2 •

o
20-21

Histograma

I
22-23

T iem po

24-25
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Ejercicio 2.10. Se dispone de la siguiente distribución de fi-ecuencias.

52 50 38 42 48 55 52 51 36 47 52 53 57 56
35 36 58 49 46 50 49 52 38 41 55 48 59 49

a) Sintetice los datos en una tabla, agrupando los datos en intervalos de amplitud 5.

b) Calcule la frecuencia relativa de cada intervalo.

c) Calcule las frecuencias acumuladas y acumuladas relativas.

d) Determine cuántos valores son inferiores y  superiores a 50

Respuesta:

a) Ordenados los datos de menor a mayor

35 36 36 38 38 41 42 46 47 48 48 49 49 49 
50 50 51 52 52 52 52 53 55 55 56 57 58 59

Se observa que varían entre 35 y 59; nuestro primer intervalo podría ser el 35- 
39 y el último el 55-59; en este caso, la tabla de frecuencias quedaría:

 ̂ Intervalo de Clase Frecuencia absoluta  
(«.)

35-39 5
40-44 2
45-49 7
50-54 8
55-59 6

b) Las frecuencias relativas serían las siguientes

a-S. .!-<?*
« .A s . '-A a -Á -

35-39
40-44

45-49
50-54

55-59

-í - '“-ti 1 «■

5/28 
2/28 

7/28 
8/28 

6/28
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c) Calculamos las frecuencias acumuladas y acumulas relativas.

Intervalo  
de Clase

Frecuencia
acum ulada

Frecuencia 
relativa 

acum ulada (P.)

Frecuencia relativa 
acum ulada (7.) 

en porcentaje

35-39 5 5/28 17,9%
40-44 7 7/28 25,0%
45-49 14 14/28 50,0%
50-54 22 22/28 78,6%
55-59 28 28/28 100,0%

d) Dado los límites de los intervalos tenemos fácil determinar el número de va
lores inferiores y superiores a 50; en el primer caso están las frecuencias acu
muladas en los tres primeros intervalos (5, 2 y 7 (5 + 2 + 7 = 14) y en el se
gundo los acumulados en los dos siguientes (8 + 6 = 14); en el capítulo 
siguiente veremos que este valor se denomina la Mediana de la distribución.

 ^ ---------

E jercicio  2.11. Para el ejercicio anterior, represente el histograma y el polígono 
de fi-ecuencias.

Respuesta

Histograma

1 0  -i

Pasajeros
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Polígono de frecuencias

Pasajeros

Ejercicio 2.12. La base de datos de una compañía de seguros ofrece la siguiente 
información diaria sobre el número de pólizas realizadas durante un determinado mes 
con 26 días laborables:

62
79

65
60

65
63

57
45

55
51

50
68

65
79

77
73

73
33

30
41

62
49

54
55

48
65

a) Agrupe estas cifras en una tabla utilizando intervalos de clase adecuados y cal
cule las frecuencias absolutas, acumuladas, relativas y relativas acumuladas.

b) Construya el histograma.
c) Construya el polígono de frecuencias.

d) Construya el diagrama de tallos y  hojas.

Respuesta:

a) Considerando intervalos con amplitud 10, la tabla de frecuencias queda como 
sigue:

t m m m i

Í--1-

30-39 
40-49 
50-59 
60-69 
70-79

Total

*»;Ví=.v7U'¡
« C 1 '

v

2
4 
6 
9
5

26

2
6

12

21
26

*X--

7,7% 
15,4% 
23,1% 
34,6% 
19,2%

100,0%

-s».~
t *=<• -y  4  

i, ■«.. 3

7,7%
23,1%
46,2%

100,0%
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b) El histograma asociado a la anterior tabla sería:

Histograma
10 
9

30-39

b) Polígono de frecuencias.

40-49 50-59 60-69

N.° de pólizas

Polígono de Frecuencias

70-79

d) Diagrama de tallos y hojas.

3 0 3

4 8 5 9

5 7 5 0 4 5

6 2 5 5 5 2 5 0 3 8

7 7 3 9 9 3

 ^ ---------

Ejercicio 2.13. Con los datos del ejercicio anterior responda:

a) ¿Cuántos días se superaron las 5 0 pólizas de seguro?
b )  ¿Cuántos días se hicieron menos de 70 pólizas?
c) ¿Qué porcentaje de días se efectuaron entre 30 y 49 pólizas?
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R espu esta

a) 20 días (la suma de las frecuencias de los tres últimos intervalos).
b) 21 días (la suma de las frecuencias de los cuatro primeros intervalos o, lo que 

es lo mismo, la frecuencia acumulada del cuarto intervalo).
c) 6/26 = 3/13 = 23% (la frecuencia relativa del tercer intervalo).

 ^ ---------

Ejercicio 2.14. Los trabajadores de una empresa efectuaron el siguiente número 
de horas extras en una muestra aleatoria de 20 semanas:

154 204 218 185 168 403 259 233 171 335 
329 501 306 331 261 183 188 218 115 112

Construya un gráfico de tallos y  hojas con los rótulos de los tallos 1 ,2,  3 ,4  y 5 
(por lo tanto con hojas de dos cifras).

Respuesta

1 54 85 68 71 83 88 15 12

2 04 18 59 33 61 18

3 35 29 06 31

4 03

5 01

Ejercicio 2.15. Un hotel conserva un registro de motivos por los que sus huéspe
des solicitaron cambios de habitación. Las frecuencias son las siguientes:

Habitación no aseada 2
Instalación sanitaria en mal estado 1
Cama inadecuada 13
Localización ruidosa 4
Cambio al área no fumadores 18
Vista desagradable 1
Habitación equipada inadecuadamente 8
Otras (no registradas) 6
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a) Construya un diagrama de Pareto.

a) El gerente del hotel creía que los principales problemas estaban relacionados: 
con el mantenimiento y la limpieza. ¿Confirma el diagrama que esas fueron - 
las razones principales de las quejas?

Respuesta

a) Diagrama de Pareto.

Diagrama de Pareto

M otivo

b) No, los principales problemas están relacionados con el registro de huéspedes, 
no con el mantenimiento, ya que la asignación de una habitación con cama di
ferente a la deseada o con ubicación en el área de fumadores debería haberse 
resuelto en recepción.

 O ---------

Ejercicio 2.16. Los salarios en euros de los empleados de una empresa son:

620 850 1.275 890 730 950 1.200 1.150 690 875

1.270 880 745 950 850 1.230 990 755 770 1.150

630 850 1.270 880 730 960 1.250 1.200 660 850
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a) Construir una tabla de frecuencias agrupadas y obtener la marca de clase de 
r  los intervalos.

b) Realizar el histograma correspondiente.

c) Diseñar la tabla de frecuencias acumuladas absolutas y  relativas.

d) Realizar el gráfico de fi-ecuencias acumuladas.

Ki-spuesta

a) La tabla de frecuencias asociada es:

A - . - A
M arca 

de clase Frecuencia Frecuencia
relativa

i i i Í M S S i i
500 a  750 625 7 23,3%
750 a 1.000 875 14 46,7%
1.000 a 1.250 1.125 6 20,0%
1.250 a 1.500 1.375 3 10,0%

30 100,0%

b) El histograma correspondiente sería:

M ontante de salarios
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c) La tabla correspondiente a la frecuencia acumulada absoluta y relativa es:

Frecuencia absoluta  
acum ulada A.

Frecucncta relativa
acu m u lad a /'!

■ ■

500 a 750 7 23,3%
750 a 1000 21 70,0%
1000 a 1250 27 90,0%
1250 a 1500 30 100,0%

d) La gráfica con los valores acumulados obtenidos es:

 ^ -------

E jercicio 2.17. El gerente de una empresa desea conocer el estado civil de sus tra
bajadores para asignarles cierta compensación familiar. Una vez recogida la infor
mación pertinente y realizado un resumen de los datos, obtuvo la siguiente distribu
ción de frecuencias:

Casados 52
Divorciados con hijos a cargo 32
Divorciados sin hijos a cargo 41
Solteros 99

Total 224
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^ Id e n tifiq u e  la variable en estudio, el tipo a que pertenece y su escala de me
dición.

b) Complete el cuadro calculando las frecuencias relativas correspondientes a 
cada una de las categorías establecidas.

c) Represente las frecuencias calculadas por medio de un gráfico de barras.

Respuesta

f a j .El tipo de variable que estamos analizando sería:

Variable en estudio: Estado civil
Tipo de variable: Cualitativa

b) Tabla de frecuencias

5

'  "

»í # ̂ í i  tó'cL 'W

S ilS illS
Casados

Divorciados con hijos a cargo 

Divorciados sin hijos a cargo 

Solteros

52

32

41

99

52/224 =  0,232 = 23,2% 

32/224 = 0,143 = 14,3% 

41/224 = 0,183 = 18,3% 

99/224 = 0,442 = 44,2%

Total 224 224/224 = 1,000

c) El gráfico de barras queda como sigue:

Gráfico de barras
1 20  -

100 

80 H 

60 

4 0 - 

20 

0

52

32
41

Casados D ivorc iados D ivorciados 
con  h ijos  s in  h ijos

Solteros
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E jercicio  2.18. Con el objetivo de estudiar la clientela de una empresa se llevó J¡ 
cabo una Encuesta entre 13 de sus clientes elegidos de forma aleatoria y  estadístli 
cántente representativa; se les preguntó por el número de veces que se habían intéñ 
resado en sus servicios Los resultados fueron resumidos en la siguiente tabla des 
frecuencias: *

S Ü I
Frecuencia (veces por

! l ü l !

l i Ü I §

I l l S l l i

; /;*FfecúéncíáS 

■;;acpmuladái

i 1
2 1
3 3
4 7
5 17
6 18
7 15
8 28
9 13

10 14
11 1
12 1
13 1

a) Identifique la variable en estudio, a qué tipo pertenece y la escala de me
dición.

b) Complete la tabla calculando las fi'ecuencias relativas, absolutas acumuladas 
y relativas acumuladas.

c) Represente gráficamente las frecuencias absolutas y absolutas acumuladas.

Respuesta

a) La variable a analizar será la siguiente.

Variable en estudio: Número de veces que se interesa por los servicios de la
empresa.

Tipo de variable: Cuantitativa discreta.
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b) Tabla de frecuencias.

V tu
lliente

( x )

interesadoén 
los servicios ?»

i  i  Z ‘ '1^,7 í ; X

:;l!|)C#uenaa£:
-acumulará ̂:<• % .2 J J s- i

Í;í3&i^iiiciar5'
■í?ireíafi^6|?

acumulada

1 1 0,8% 1 0,8%

2 1 0,8% 2 1,7%

3 3 2,5% 5 4,2%

4 7 5,8% 12 10,0%

5 17 14,2% 29 24,2%

6 18 15,0% 47 39,2%

7 15 12,5% 62 51,7%

8 28 23,3% 90 75,0%

9 13 10,8% 103 85,8%

10 14 11,7% 117 97,5%

11 1 0,8% 118 98,3%

12 1 0,8% 119 99,2%

13 1 0,8% 120 100,0%

120 100,0%

Representación gráfica de la Frecuencia relativa acumulada





Capítulo 3

LAS MEDIDAS DE POSICIÓN 
EN DISTRIBUCIONES UNIDIMENSIONALES

3.1. INTRODUCCIÓN

Las distribuciones de frecuencias de una variable estadística pueden estudiarse a 
través de unas medidas, que se conocen con el nombre genérico de estadísticos y que, 
analizadas conjuntamente, nos dan un panorama sobre las características de la distri
bución.

Los estadísticos más habituales de una distribución de frecuencias se agrupan y re
sumen en el siguiente esquema gráfico:
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En este capítulo explicamos las principales medidas de posición y en el siguiente 
estudiaremos las medidas de dispersión, forma y concentración.

3.2. LA MEDIA ARITMÉTICA

3.2.1. La media aritmética simple

La media aritmética de una variable se define como la suma de todos los valores 
de la variable dividida por el número total de observaciones; suele denotarse por x. En 
las distribuciones de tipo I se obtiene mediante la siguiente formulación:

_  X j +  x 2 +  X* +  XA + A  +  . . .  +  x r [3.2.1]

N  N

i-n

El símbolo l l ,  significa «Sumatorio»; la expresión ^  x¡ , que utilizaremos
M

habitualmente en este libro, se lee como «el sumatorio de todos los valores de x 
desde el primero (i = 1) hasta el último (i ~ n)».

Ejemplo 3.1. Los años de antigüedad en una empresa de 5 trabajadores son 6,5 ,4 ,3 ,  
2; Obtener la media aritmética simple de estas valoraciones.

Aplicando la expresión [3.2.1], el estadístico pedido será:

6 + 5 + 4-f 3 + 2 20

3.2.2. La media aritmética ponderada por las frecuencias

En las distribuciones de tipo II o de tipo III es necesario utilizar las frecuencias 
para obtener la media aritmética; para ello se emplea la siguiente formulación:

/=/•y_ x xnx + x2n2 + x3«3 +...  + xji,. 1 ' [3.2.2]
nx + n2 + +...  + nr N

Que indica que cada valor ha sido «ponderado» o multiplicado por la frecuencia 
con la que aparece.
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Ejemplo 3,2. Obtener la media aritmética de las valoraciones de 0 a 10, otorgadas por 
20 clientes sobre la percepción del servicio de atención al cliente de una determinada 
empresas; los valores otorgados por dichos clientes son:

4 3 3 5 2 3 0 2 1 5 6 7 8 1 6 7 4  6 4  3

Podríamos operar aplicando la expresión [3.2.1], pero también y dado que algunas 
de las valoraciones se repiten varias veces, podemos agruparlas obteniendo una tabla 
de frecuencias de tipo II; esta agrupación es inevitable cuando disponemos de un gran 
número de observaciones (imaginemos una encuesta sobre valoraciones realizada a
1.000 clientes de la empresa).

Construimos una tabla de frecuencias de tipo II, es decir, con frecuencias agru
padas, que quedaría de la siguiente forma:

X .I n .1 x i  * «i

0 1 0
1 2 2

2 2 4

3 4 12
4 3 12

5 2 10

6 3 18

7 2 14

8 1 8

9 0 0
10 0 0

Suma 20 80

Aplicando la expresión [3.2.2] tendremos:

_ x\nx + x2n2 + x 3n3 +...  + x,nr 
nx + n2 + n3 +...  + nr

En el caso de que los datos estén agrupados en clases, es decir, en las distribu
ciones de tipo IH, se opera igual que en los casos anteriores, tomando la marca de cla
se m. como x .

I i

x,n;
 = —  = 4
N  20
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El alumno puede comprobar que el resultado obtenido por este método es similar 
al que se hubiese obtenido aplicando la fórmula [3.2.1]

Ejemplo 3 3 . Obtener la media aritmética de la siguiente distribución de distancias 
entre ciudades:

(0 - 5 Km.] 4
(5 -10 Km.] 10
(10-25 Km.] 6
(25 - 50 Km.] 40
(50 - 100 Km.] 5
(100 - 500 Km.] 35

Aproximamos las marcas de clase mediante la expresión m, ~ x . = + ^  , de
dónde queda: 2

/ ,  - L m. = x.1 l «i ■ «í

(0 - 5 Km.] 2,5 4 10
(5 - 10 Km.] 73 10 75
(10-25 Km.] 17,5 6 105
(25 - 50 Km.] 37,5 40 1.500
(50 - 100 Km.] 75 5 375
(100 - 500 Km.] 300 35 10.500

Suma 100 12.565

La media aritmética, aplicando la expresión [3.2.2] quedaría:

¡= r

> x ¡n ¡_ x ,n ,+x2m + x a u + . . .+  xrtir 12.565 ^
x =  — -----—--------------- = —------ = ---------- = 125,65 Km.

n, + n2 + n3 +. . .  + nr N  100

No siempre puede calcularse la media aritmética, a veces incluso, tiene un sentido 
limitado o no útil.

Particularmente, la media aritmética no es posible calcularla cuando los datos son 
cualitativos (no tiene mucho sentido obtener una media aritmética entre los colores o
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tonalidades de pelo o para la valoración de algún ratio en el que las opciones o atri
butos sean «excelente, buena y mala», salvo que le adjudiquemos, en este caso, unas 
determinadas puntuaciones de, por ejemplo, excelente equivale a 9, buena a 6 y mala 
a 4). también existe alguna dificultad para el cálculo y sólo puede ser aproximada 
cuando los datos están agrupados en intervalos abiertos.

Nótese que en cierto modo este es el caso de nuestro ejemplo anterior, en el que 
hemos calculado las marcas de clase aproximando los extremos de los intervalos, ha
ciendo, por ejemplo, (0+5j/2 = 2,5 Km. para el primer intervalo, lo que en realidad es 
una aproximación; este cálculo hubiese sido más complicado si hubiésemos trabajado, 
por ejemplo, con la renta anual media de nuestros clientes y la información disponible 
estuviese en intervalos abiertos como el del Ejemplo 3.4.

Ejemplo 3.4. Mediante una encuesta efectuada a 1.000 compradores de un deter
minado producto, se ha obtenido que su renta anual, en euros, es la siguiente:

R enta  anu a l de los clientes en euros K.

Menos de 10.000 € 50

De 10.001 a  20.000 € 100

De 20.001 a 50.000 € 600

De 50.001 a 100.000 € 150

Más de 100.000 € 100

Suma 1.000

Con esta información, calcúlese la media aritmética muestral.
En este caso sólo podríamos aproximar la media aritmética haciendo una hipóte

sis sobre la marca de clase de los dos intervalos abiertos, es decir, del primero (menos 
de 10.000 €  y del último (más de 100.000 € ).

Así, por ejemplo, podríamos suponer que la media de los que ganan menos de
10.000 €  es 5.000 €  (media entre 0 y 10.000 € )  y la media de los que ingresan «Más 
de 100.000 euros anuales» es 150.000 € .

Con esta hipótesis construimos la marca de clase x  en la siguiente forma:

R enta anua] dé los clientes en euros m.  = x.

Menos de 10.000 € 50 5.000 250.000
De 10.001 a 20.000 € 100 15.000 1.500.000
De 20.001 a  50.000 € 600 35.000 21.000.000
De 50.001 a 100.000 € 150 75.000 11.250.000

Más de 100.000 € 100 150.000 15.000.000

Suma 1.000 49.000.000
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Operando con la expresión [3.2.2] tendremos: 

2 -

N
49.000.000 

1.000
« 49.000

Que nos da una media aritmética de 49000 €  de renta.
Pero cualquier otra hipótesis sobre las marcas de clase, que podría ser tan válida 

como la primera, nos daría otro resultado. Así, podíamos hacer la hipótesis de que el pri
mer intervalo tiene una media de 6.000 (suponiendo que nadie tiene 0 y no es realista la 
hipótesis anterior) y que hay muchos clientes con alta renta, que aumentan la marca de 
clase del último intervalo hasta 250.000 € ; con esta segunda hipótesis tendríamos:

lien ta  anual de los clientes en euros n. m .=  x.1 i
'

Menos de 10.000 € 50 6.000 300.000

De 10.001 a  20.000 € 100 15.000 1.500.000

De 20.001 a 50.000 € 600 35.000 21.000.000

De 50.001 a 100.000 € 150 75.000 11.250.000

Más de 100.000 € 100 250.000 25.000.000

Suma 1.000 59.050.000

i-5

x-.n,
59.050.000

= 59.050
N  1.000 

Con lo que la media de la distribución sería 59.050 € .

3.2.3. La media aritmética ponderada por coeficientes

En ocasiones resulta conveniente introducir un coeficiente de ponderación que de 
mayor peso a algunos valores de la variable. Estos coeficientes o pesos suelen deno
minarse w., dando lugar a la siguiente expresión de la media aritmética ponderada para 
distribuciones de tipo I:



Para las distribuciones de tipo II y III sería:

i
x  = ^ - r--------  [3.2.4]

j i W

Para ilustramos sobre la importancia de este tipo de ponderaciones veamos los si
guientes ejemplos:
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Ejemplo 3.5. Supongamos que queremos hacer una selección de personas para cubrir 
un puesto comercial en una empresa en donde se considera muy importante el cono
cimiento de Inglés, dado que se tiene un importante número de clientes extranjeros, y 
menos importante del de otras materias como la Estadística o el Marketing; en el cu
rrículum vitae de un candidato tenemos información sobre las notas medias obtenidas 
en distintos bloques de conocimientos; se considera que la calificación de Inglés 
debe ponderarse el doble que la del resto de materias:

En este caso tenemos una distribución de tipo I (frecuencias unitarias). Utili
zando la expresión [3.2.3], tendríamos para ambos alumnos la siguiente nota media 
ponderada:

_ 5*2 + 6-1 + 10-1 26 _ 7-2 + 5-1 + 8-1 27 ^x,  ---------------------   —  = 6,5 x,  -------------------- «* —  = 6,75
1 4 4 2 4 4

Si hubiésemos operado con la media aritmética simple daríamos una nota media 
de 7 (21 entre 3) para el primer candidato y una media de 6,66 (20 partido de 3) para 
el segundo; elegiríamos, en consecuencia, al primero; al introducir los coeficientes de 
ponderación, la elección recaería en el segundo candidato.
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Ejemplo 3.6. Supongamos que queremos hacer un seguimiento de la valoración 
que dan los clientes de una empresa con los servicios recibidos; realizamos para ello 
una encuesta a una muestra representativa de de dichos clientes en la que les pedimos 
que valoren de 0 a 10 su grado de satisfacción con el citado servicio.

Teniendo en cuenta la importancia de las ventas de cada estrato, obtener la media 
aritmética ponderada según el número de clientes y la importancia del montante fac
turado a cada cliente.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

Estratos de ventas 
anuales

N.° de 
clientes

”j

% de ventas 
realizado

w.

Valoración media 
otorgada (puntuación  

de 0 a 10>x í  ‘

Más de 500.000 € 5 10% 6
De 100.000 a 500.000 € 25 15% 4
De 10.000 a 100.000 € 80 45% 9
Menos de 10.000 € 390 30% *

Total 500 100%

Media aritmética ponderada por las frecuencias:

5-6 + 25-4 +80-9 + 390• 3 2.020 „ „„
íi = ^ 7 ------------------------— --------------- = = 4,04500 500

n,

En este caso se ha ponderado por el número de clientes; o lo que es lo mismo, a la 
opinión de cada cliente se le ha dado el mismo valor; la media obtenida 4,04 está más 
próxima a la expresada por el grupo en el que hay más clientes (los 390 clientes con 
ventas inferiores a 10.000 €  valoraron el servicio con un 3).

_  10 • 6 +15 • 4 + 45 • 9 + 30 • 3x, = -£=7-------    6,15^  100
¿ j Wi7̂ i

En este caso se ha ponderado por la importancia de las ventas; cómo el grupo de 
clientes cuyas ventas se sitúan entre 10.000 y 100.000 €  valora muy bien los servicios
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prestados (un 9) y representan un alto porcentaje de las ventas (45%), la media de va
loración de la empresa ha subido notablemente hasta un 6,15; de ambos hechos debe 
concluirse que aunque nuestra empresa no atiende bien con carácter general a sus 
clientes (obtiene un suspenso de media), sí lo hace adecuadamente con el grupo de sus 
clientes medianos.

REFLEXIONES

La estadística descriptiva debe adaptarse a los fines del análisis que estemos rea
lizando, de forma que según la variable con la que estemos trabajando y según el mo
tivo para el que realicemos dicho análisis, puede interesar prescindir de un cálculo 
exacto de la media aritmética en aras de obtener una mejor información de conjunto; 
así, por ejemplo, en el Ejemplo 3.4, sí estamos programando una política de marketing 
para nuestra empresa, puede interesamos más trabajar con la distribución de nuestros 
clientes por estratos de nivel de renta anual, que con ía media aritmética de su renta; el 
estadístico renta media anual apenas tendría un significado, mientras que saber que un 
60% de nuestros clientes tienen una renta comprendida entre 20.001 y 50.000 €  
anuales, nos permite perfilar determinadas técnicas de marketing que podemos supo
ner adecuadas para las familias con este estrato de renta.

El ejemplo 3.6. pone también de manifiesto el carácter instrumental de la Esta
dística, mostrando una situación en la que, según se emplee uno u otro indicador, se 
obtienen resultados distintos que ponen en todo caso de manifiesto el trato discrimi
natorio dado a pequeños y medianos o grandes clientes de la empresa.

Otro aspecto a tener en cuenta, en función también de los objetivos perseguidos 
por nuestro trabajo estadístico, es la exactitud de los datos disponibles; alguien podría 
pensar que siempre es preferible trabajar con datos agrupados mediante distribuciones 
de tipo II en vez de con datos por intervalos mediante distribuciones de tipo IH, ya que 
es evidente que al agruparlos en intervalos se pierde exactitud y precisión en la in
formación; en realidad no siempre es así; la información sobre la renta manejada en el 
ejemplo anterior, probablemente tuvo que ser obtenida mediante una pregunta en 
una Encuesta a una muestra representativa de nuestros clientes; sí hubiésemos queri
do obtener información más precisa, preguntando sobre la renta exacta, ¿lo habríamos 
conseguido?; seguramente no, porque habría habido más clientes que se hubiesen ne
gado a contestar la pregunta con ese detalle, otros que ni siquiera habrían podido ser 
precisos en el momento de realizar la Encuesta, etc..; en cambio, sí recabamos una res
puesta por intervalos relativamente imprecisos y amplios, la pregunta puede ser con
testada con menor reticencia y por un mayor número de entrevistados, lo que nos 
aportará mayor exactitud en las estimaciones.

Llegado a este punto, es importante resaltar que para un usuario de la estadística, 
como puede ser en nuestro caso un administrador o director de una empresa, por en
cima del conocimiento con detalle de los cálculos matemáticos de un estadístico, es
tán los planteamientos lógicos; cualquier programa informático-estadístico o una 
simple calculadora puede damos la media aritmética de unos datos, pero, general
mente, tiene más importancia saber sí tiene sentido trabajar con este estadístico cal
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culado, su interés para el tema de trabajo y sus ventajas, limitaciones, e inconvenien
tes, que los propios detalles del cálculo.

3.2.4. Propiedades de la media aritmética

La media aritmética tiene, entre otras, las siguientes propiedades:

1. La suma de las desviaciones de todos los valores respecto a su media aritmé
tica es cero, es decir:

r

* k -  = °

Ejemplo 3.7.

Obteniendo la columna diferencia y multiplicando por la de frecuencias n., se 
comprueba que la suma

'2¡(xi - x ) n ¡ = 0
/»!

-2 -20
-7 -105
5 125

r

\  (x¡ -  x)n¡ = 0
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2. Si multiplicamos o dividimos todas las observaciones por un mismo número, 
lo que se conoce como cambio de escala, la media queda multiplicada o divi
dida por dicho numero.

3. Si le sumamos a todas las observaciones un mismo número, lo que se conoce 
como cambio de origen, la media aumentará en dicha cantidad3.

Como consecuencia de estas dos últimas propiedades, sí a la variable estadística 
x. la sometemos al mismo tiempo a un cambio de origen O xy aun  cambio de escala C

f X  Q
mediante la transformación: y ¡ = —i—-—l  (siendo Ot y C constantes), resulta que * 

x = q r+ Q ,.

Esta propiedad es bastante utilizada para la simplificación de los cálculos 
cuando los valores observados son muy elevados y tienen un máximo común divisor; 
veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.8. Tenemos la siguiente distribución de frecuencias

5 í í í £ ? ; f l « í á
10.000 2
15.000 5
25.000 3
30.000 6
35.000 4

Podemos comprobar cómo se cumple la primera propiedad:

'í*
t í t m m

10.000 2 20.000
15.000 5 75.000
25.000 3 75.000
30.000 6 180.000
35.000 4 140.000

Suma 20 490.000

3 La demostración de estas propiedades puede verse en textos de Estadística más avanzada; por 
ejemplo en: Casas Sánchez y Santos Peñas, «Introducción a la Estadística para Administración y Direc
ción de Empresas». Editorial CEURA. 2002.
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De dónde se deduce que la media aritmética es 24.500:

N  20

Obteniendo la columna de diferencias se observa que:

r

1=1

1

i S i i i i l ü i
10.000 2 -14.500 -29.000
15.000 5 -9.500 —47.500
25.000 3 500 1.500
30.000 6 5.500 33.000
35.000 4 10.500 42.000

Suma 20 0

Los cambios de escala nos pueden facilitar los cálculos; sí realizamos un cambio 
de escala para poder operar mejor: (C = 1000), nos queda la siguiente distribución 
para la nueva variable y ..

S í S S S
*í’’. »-vV-

S i f i
10.000 10 2
15.000 15 5
25.000 25 3
30.000 30 6
35.000 35 4

Obtenemos la media aritmética para la nueva variable y.
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Y, aplicando la propiedad estudiada, obtenemos la media aritmética para la va
riable original x

x  = Cy = 1.000 - 24,5 = 24.500

Para facilitar los cálculos, también podríamos haber efectuado un cambio de ori
gen del tipo: 0  = 25.000, de forma que

10.000 -15.000 2
15.000 -10.000 5
25.000 0 3
30.000 5.000 6
35.000 10.000 4

v = — (-15.000 • 2 -10.000 • 5 + 0 • 3 + 5.000 • 6 +10.000 • 4) =
7 20 1

_ - 80-000 + 70-000 _ _5Q0 
20

x  = y + O, = -500 + 25.000 = 24.500 

O, podríamos realizar conjuntamente las dos transformaciones:

10.000 -15 2
15.000 -10 5
25.000 0 3
30.000 5 6
35.000 10 4

y = — (-1 5 -2 -1 0 -5 + 0 - 3 +  5 -6 + 1 0 - 4 )  = 8- + ? -  = -0 ,5  
20 '  20

Transformando nuevamente los valores a nuestra variable inicial X, se tiene:

x  = Cy + 0 =  1.000 - (-0,5) + 25.000 = -500 + 25.000 = 24.500
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Según los datos disponibles, algunas transformaciones de este tipo pueden facili
tar sustancialmente los cálculos de la media aritmética.

3.2.5. Ventajas e inconvenientes de la media aritmética

Las principales ventajas de la media aritmética son las siguientes:

—  Se trata de un concepto familiar para la mayoría de las personas y es intuiti
vamente claro.

— Es calculable en todas las variables, es decir siempre que nuestras observa
ciones sean cuantitativas.

—  Para su cálculo se utilizan todos los valores de la distribución.
— Es única para cada distribución de frecuencias
—  Tiene un claro significado, ya que al ser el centro de gravedad de la distribu

ción representa todos los valores observados.
—  Es útil para llevar a cabo procedimientos estadísticos como la comparación de 

medias de varios conjuntos de datos.

Los principales inconvenientes son:

— Que es un valor muy sensible a los valores extremos, con lo que en las distri
buciones con gran dispersión de datos puede llegar a peder totalmente su 
significado. Recordemos aquí la famosa anécdota del pollo, si una persona se 
come un pollo y otra no come pollo, como media, entre las dos se habrán co
mido medio pollo cada una.

—  Que no es calculable cuando los parámetros son cualitativos.
— Podemos tener dificultades para su cálculo en distribuciones de tipo III 

con intervalos abiertos; en estos casos es necesario estimar una marca de 
clase para poder calcular la media y ésta nos varía sí cambiamos la marca de 
clase.

3.3. MEDIA GEOMÉTRICA

La media geométrica de una distribución de frecuencias con N observaciones es la 
raíz de índice N  del producto de todas las observaciones elevado a sus respectivas 
frecuencias.

La representaremos por G y adopta la siguiente formulación:

— En distribuciones unitarias o distribuciones de tipo I:
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En distribuciones no unitarias:

El signo y I I x ”' indica que se trata del producto dede todos los valores de
I-

la variable x, desde el primero (i = 1) hasta el último (i = r).

El estadístico media geométrica sólo se puede calcular si no hay observaciones nu
las, ya que si algún valor es cero se anulan los productos y la media toma valor cero.

También puede no tener sentido su cálculo cuando algún valor es negativo, ya 
que en este caso, podemos obtener números irracionales que desnaturalicen el valor 
del estadístico.

Es una medida estadística que debe emplearse cuando los valores de la variable no 
son de naturaleza aditiva (tasas, tipos de interés, porcentajes, números índices, etc.).

Las principales ventajas de la media geométrica son las siguientes:

— En su determinación intervienen todos los valores de la distribución.
— Es menos sensible que la media aritmética cuando la distribución tiene valores 

extremos.
— Por su formulación es más representativa que la media aritmética cuando la 

distribución evoluciona deforma acumulativa o con efectos multiplicativos.
— Cuando existe, es decir, cuando la distribución no tiene valores negativos, y 

cuando está definida, es decir cuando la distribución no tiene valores nulos, su 
valor está definido de forma objetiva y es único.

Los principales inconvenientes son:

— Su significado estadístico es menos intuitivo que la media aritmética.
— La mayor complicación de los cálculos
— Su indefinición (da números con naturaleza imaginaria) cuando tiene valores 

negativos y su valor nulo cuando una observación toma este valor.

Dada su formulación, el cálculo de la media geométrica exigirá normalmente la 
utilización de logaritmos o de programas informáticos.

En este sentido, recordemos que por la propia formulación de la media geométrica 
se cumple la siguiente propiedad:
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Que indica que el logaritmo de la media geométrica es igual a la media aritméti
ca de los logaritmos de los valores de la variable.

Ejemplo 3.9. Una empresa de fabricación de automóviles que ha iniciado su activi
dad en 2007 experimenta durante 2008 un aumento de las ventas de sus vehículos de 
un 10%; en 2009 sus ventas aumentan un 20% más y en 2010.vende un 25% más que 
en 2009. ¿Cuál es la tasa media de incremento durante el último trienio?

Dado que la variable presenta una evolución multiplicativa es preferible utilizar la 
media geométrica para el cálculo.

Considerando un valor 100 para 2006, tendríamos:

2007:100
2008: 110 (es decir, un 10% más que 100) 
2009: 132 (es decir, un 20% más que 110) 
2010: 165 (es decir, un 25% más que 132)

G = ^ [ ^ ^  = n¡Y[x í = V n(M 2(M 25  =118,17

Lo que indica que durante el período las ventas han aumentado con una media del 
18,17% anual. Así, si el primer año son 100, el segundo año serán 100 x  1,1817 a 
118,17, el tercer año: 118,17 x  1,1817 a  139,63 y el cuarto año: 139,63 x 1,1817 a  165. 

La media aritmética sería:

_  1 1 0 H 2 0 ÍI2 5
N  *

Es decir, aritméticamente se obtiene un incremento anual del 18,33% y mediante 
la media geométrica un incremento algo inferior del 18,17%.

Esta relación siempre se cumple, de forma que G<X.

Ejemplo 3.10. En los años 2007, 2008 y 2009 los 20 establecimientos de una em
presa han experimentado el siguiente crecimiento en su número de clientes:

l i l i l í
2007
2008 
2009

Crecimiento del 10% 
Crecimiento del 15% 
Crecimiento del 20%

4
6

10
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Si suponemos que comenzó a operar en el año 2006 con 100 clientes. ¿Cuál fue la 
tasa media de incremento durante los últimos 3 años?

En este caso se trata de una distribución de tipo II, en la que la media geométrica 
viene dada por la expresión:

G = f f i - x f ~ - x Z 3 ■ Z x 1’/  = ^  = f a o *  ■ 1,156 ■ 1,20“ =

= 2V T 4 6 4 - 2 ,3 1 3 -6 ,1 9 2  -  ^ 2 0 ,9 6 9  = 1,1643

donde como puede observarse hemos decido, dado que las cifras en tanto por cien re
sultarían muy elevadas, efectuar el cálculo a partir de crecimientos unitarios, obte
niendo por tanto un crecimiento medio anual del 16,43% .

Si trabajamos con logaritmos neperianos, aplicando la expresión

1 v»
logG « — > n.-lnx.

N 4 t 1

y trabajando en tantos por cien, obtendríamos:

InG  (41n 110 + 61n 115 + 101n 120) =
20

1 95146— (4 • 4,700 + 6 • 4,745 +10 ■ 4,787) = — --------4,76
20 20

G = antilogaritmo neperiano (exponencial) de 4,76 = 116,43; el mismo resultado 
que hemos obtenido con el método general.

La media de crecimiento sería, pues, del 16,43%, ligeramente inferior a 16,50% 
que se obtiene como media aritmética:

•fS Xiñi _ (10 ■ 4) + (15 • 6) + (20 • 10) _ 40 + 90 + 200 _
N  20 20 "  ’

Cualquiera de los dos promedios (el aritmético o el geométrico) puede ser válido 
para la obtención de un ratio medio, sin embargo, dado que «la variable evoluciona de 
forma acumulativa y con efectos multiplicativos», la media geométrica refleja más 
adecuadamente el promedio de crecimiento y debería utilizarse como mejor estadís
tico descriptivo del promedio.
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Cómo puede compararse en el ejemplo, el cálculo de la media geométrica en dis
tribuciones de tipo II y III es relativamente complicado y exige la utilización de pro
gramas informáticos o de tablas logarítmicas.

3.4. MEDIA ARMÓNICA

La media armónica de N observaciones es la inversa de la media de las inversas 
de las observaciones; suele denotarse con la letra H.

En distribuciones unitarias o de tipo I, viene dada por la siguiente formulación:

N

En distribuciones de tipo II, vendrá definida por:

Su utilización es bastante poco frecuente y sólo debe emplearse cuando la varia
ble está medida en unidades relativas, por ejemplo, Km./h., es decir, para promediar 
velocidades, tiempos, rendimientos, e tc ..

Las principales ventajas de la media armónica son las siguientes:

—  Está definida de forma objetiva y es única.

— Para su cálculo tiene en cuenta todos los valores de la distribución.

— Es más representativa que otras medidas en los casos de obtener promedios 
de velocidades, rendimientos, productividades, etc.

—  Los valores extremos tienen una menor influencia que en la media aritmé
tica.

Los principales inconvenientes son:

—  Matemáticamente sólo se puede calcular si no hay observaciones iguales a 
cero, ya que en este caso nos aparecería un cociente indeterminado del tipo
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— Cuando la variable toma algunos valores muy pequeños puede carecer de sig
nificado-, en estos casos sus inversos pueden aumentar casi hasta el infinito, eli
minando el efecto del resto de los valores.

Ejemplo 3.11. Cinco trabajadores de una empresa de catering han producido 200, 
250, 300, 350 y 400 raciones de un determinado preparado alimenticio con unos 
rendimientos, respectivamente, de 10, 15, 17, 19 y 20 unidades por trabajador y 
hora. Calcular el rendimiento medio de los trabajadores de la empresa.

En este ejemplo el ritmo de producción es el rendimiento obtenido por trabaja
dor y la producción son las raciones alimenticias obtenidas por cada trabajador. 
Dado que es la distribución de una variable cociente, es adecuado emplear la media 
armónica.

La distribución de frecuencias sería:

§W É ñ i--:.: r
10 200
35 250
17 289
19 361
20 400

Suma 1.500

Y la media armónica vendría dada por:

N  1.500
"  ru n2 nr ~ 200 250 289 361 400 ~— + —  + ... + —   +  +  +  + -----

xx x2 xr 10 15 17 19 20

. --------------------L *® -----------=  1 6 , 1V

20 + 18 + 17 + 19 + 20

El alumno puede comprobar que la media aritmética es 17,00 y la media geomé
trica es 16,62.
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3.5. RELACIÓN ENTRE LAS MEDIAS ARMÓNICA, GEOMÉTRICA 
Y ARITMÉTICA

Puede demostrarse que en todas las distribuciones de frecuencias la media armó
nica es, si existe, igual o inferior a la media geométrica y que ésta es a su vez (tam
bién, sí existe), igual o inferior a la media aritmética.

Se cumple, pues, siempre que existan los distintos estadísticos, la siguiente rela
ción:

H < G < X

En el ejemplo anterior se tiene que:

16,17 < 16,62 < 17,00

3.6. LA MEDIANA

Las medias estudiadas hasta ahora son medidas que tratan de equilibrar los valo
res de una distribución compensando los más grandes con los más pequeños para bus
car su centro de gravedad o posicionamiento central; estos estadísticos tienen en ge
neral dos problemas:

— Son muy sensibles a los valores extremos de las distribuciones de forma que 
cuando existe mucha dispersión los hacen poco representativos, y

— No es posible calcularlos en las distribuciones cualitativas (por ejemplo, no 
tiene mucho sentido calcular la media aritmética, armónica o geométrica, de 
los colores del pelo de un grupo de individuos).

Para resolver el primero de estos problemas se emplea la mediana, que es un es
tadístico que en vez de equilibrar los valores de la variable equilibra las frecuencias y 
para resolver el segundo inconveniente se utiliza la moda, que es un estadístico que 
toma en consideración los valores más repetidos.

La mediana de una distribución de frecuencias, previamente ordenada en orden 
creciente o decreciente, se define como el valor central de la variable que divide la 
distribución en dos partes iguales; es decir, es el valor que deja el mismo número de 
observaciones o de frecuencias a su izquierda que a su derecha.

A) Cálculo de la mediana en el caso de distribuciones de tipo I

Se presentan dos casos diferentes:
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1. Que el número de observaciones, N, sea impar: En este caso hay un tér
mino central, el término * ¿v+i que será el valor de la mediana.

2

Ejemplo 3.12. Calcular la mediana de una distribución estadística con los si
guientes valores, indicativos de los años de antigüedad en una empresa de 5 
trabajadores:

5, 9, 3, 8, 11

Lo primero que debe hacerse es ordenar dichos valores; los ordenamos en 
sentido creciente y tendremos:

3, 5, 8, 9, 11

Como son 5 valores (impar), la mediana vendrá dada por el valor central 8, 
que deja a su izquierda la misma masa (2 valores, es decir dos trabajadores) 
que a su derecha (otros 2 trabajadores).

Obsérvese el muy diferente significado que tiene la mediana respecto de la 
media; la media nos diría que la plantilla de la empresa en cuestión tiene 
como media 7,2 años de antigüedad (media aritmética de los valores 3, 5, 8,9 , 
11), mientras que la mediana nos indica que «la mitad» de la plantilla de 
esta empresa tiene más de 8 años de antigüedad y la otra mitad menos de 8 
años de antigüedad en la misma.

2. Que el número de observaciones, N, sea Par: En este caso ha)' dos términos 
centrales, y; la mediana será la media aritmética de esos dos valores.

Ejemplo 3.13. Calcular la mediana de una distribución estadística con los si
guientes valores, indicativos del número de reclamaciones mensuales efec
tuadas por los clientes de una determinada empresa:

2, 3, 5, 6, 8, 9, 12, 16, 20, 24, 25, 26

En este caso N = 12, un número par; la distribución está ya ordenada, por 
lo que debemos fijamos en los dos términos centrales, es decir, los que ocupan 
la posición 6a y 7a (9 y 12) y la mediana vendrá dada por:
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Si la variable no admite decimales, como sería el caso de este ejemplo, se 
acepta que existen conjuntamente dos medianas con los dos valores centrales 
9 y 12, ya que valores iguales o menores a 9 hay 6 y valores iguales o supe
riores a 12  también hay 6; en el ejemplo podría decirse, pues, indiferente
mente, que la mitad de los meses (es decir, en 6 meses) hay más de 9 recla
maciones y que en la mitad de los meses hay menos de 12 .

Con este criterio, queda una vez más indicado que la estadística descriptiva no es 
una ciencia exacta; es más bien un conjunto de reglas y convenios que ayudan a 
simplificar e interpretar la información disponible; cuando gestionamos una empresa 
tenemos disponible la información del ejemplo en el registro de reclamaciones; en 
cualquier momento el administrador de la empresa puede pedimos un informe sobre 
la marcha del mismo y no podemos confeccionarlo con vaguedades como «unos 
meses tenemos sólo dos quejas y otros 8,10  ó 26»; sí manejamos adecuadamente los 
ratios estadísticos, podremos indicar, por ejemplo, que a lo largo del año hemos teni
do como media 13 reclamaciones mensuales, que la mitad de los meses tenemos 
menos de 12 y que la otra mitad tenemos más de 9, que cómo máximo hemos tenido 
26 y cómo mínimo 2 , etc..

Nótese que en el Ejemplo 3.13, los valores observados están previamente or
denados; cuando no se presenten ordenados es necesario proceder previamente a la 
ordenación de las observaciones, ya que de lo contrario el cálculo de la mediana es to
talmente erróneo y puede carecer de significado.

Así, por ejemplo, sí no hubiésemos ordenado los datos del ejemplo 3.12 hubié
semos concluido que la mediana era 3, lo que sería erróneo, ya como es evidente «la 
mitad» de la plantilla no tiene más de 3 años de antigüedad en la empresa.

B) Cálculo de la mediana en las distribuciones de tipo II

Para determinar la mediana en distribuciones no unitarias o de tipo II, es preciso 
también ordenar los valores y trabajar con la frecuencia absoluta acumulada N., ob
teniendo en concreto el valor N/2 .

Al igual que en las distribuciones de tipo I, por convenio generalmente aceptado 
entre los estadísticos, se distinguen dos casos:

1. Que exista un N. igual a N/2
En este caso la mediana es la media aritmética de X  y del siguiente Xw ; si 

la variable no admite decimales, la mediana serían los dos valores, conjunta
mente.

2. Cuando no existe un N. que iguale a N/2, la mediana corresponde al primer X. 
cuyo valor supere al de N/2.
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.. >mnU) 3.14* Obtener la mediana de la siguiente distribución de frecuencias, en la 
e se indica el grado de satisfacción (valoración de 0 a 100) de 100 clientes que han 

utilizado el servicio de una oficina bancaria:

 ̂̂  L ,A i f S S í s f j

10 2 2
11 3 5
12 5 10
13 6 16
24 4 20
25 9 29
36 5 34
50 54 88
58 4 92
99 8 100

Suma 100

La columna N. es la columna de frecuencias absolutas acumuladas; obtenemos el 
valor N/2 = 50; el primer valor que lo supera en la columna N. es el 88; que corres
ponde a x¡ = 50; la mediana es en consecuencia el valor 50.

Podríamos decir, en consecuencia, que mas de la mitad de los clientes han dado 
puntuaciones iguales o superiores a 50, lo que es complementario de otro hecho re
levante y a tener en cuenta en la interpretación de los datos, como sería que la media 
aritmética de las puntuaciones otorgadas sólo es de 44,16.

Ejemplo 3.15. Obtener la mediana de la siguiente distribución de frecuencias;

1 S S É ÍÍ
4 2 2
5 4 6
6 8 14
8 12 26
9 10 36

12 64 100
16 31 131
20 37 00vo

25 15 183
30 17 200

Suma 200
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El valor de N/2 = 100; en este caso existe un valor de N. cuya frecuencia acumu
lada es 100; en x  = 12, N¡ iguala a N/2; acudimos al primer supuesto anterior y con
sideramos como mediana la media aritmética del valor x  y del siguiente x +1 (x  = 12
y x +¡= 1 6 ), osea:

w 12 + 16M„---------------14

En este caso, diríamos que la mitad de la distribución está por debajo del valor 14 
y la otra mitad por encima de este valor.

C) Cálculo de la mediana en las distribuciones de tipo 
o agrupadas por intervalos

Si la variable está agrupada en intervalos la mediana se calcula en parecida forma 
que el apartado anterior, es decir:

1. Si existe N. que es igual a N/2, la mediana, por convenio, es el límite superior 
del intervalo mediano o intervalo en el que N. = N¡2.

2. Si no existe un N¡ = N/2, la mediana está en el siguiente intervalo, es decir en 
el primer intervalo cuya N. supera a N/2; diremos que dicho intervalo es el in
tervalo mediano.

En algunas ocasiones puede ser conveniente adjudicar a la mediana un valor 
concreto dentro del intervalo; en este caso, debemos estimar este valor con diversos 
procedimientos que explicamos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.16. Supongamos la siguiente distribución agrupada en intervalos sobre las 
cifras de ventas mensuales en euros de 2.000 establecimientos comerciales:
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n.1 N.i

(0 - 8.000 € ) 50 50
(8.001 - 10.000 € ) 100 150
(10.001 - 11.000 € ) 75 225
(11.001 - 12.000 € ) 550 775
(12.001 - 13.000 € ) 950 1.725
(13.001 - 14.000 € ) 75 1.800
(14.001 - 15.000 € ) 25 1.825
(15.001 -16.000 € ) 25 1.850
(16.001 - 24.000 € ) 150 2.000

2.000

Operando con la columna de frecuencias absolutas acumuladas N. se observa 
que el primer valor de N. que supera a N/2 = 1.000, se corresponde con el intervalo 
(12.001-13.000 euros), intervalo que acumula 1.725 comercios y cuyas ventas men
suales se sitúan en tomo a los 12.500 euros.

Dado que los datos se presentan en intervalos puede indicarse simplemente que el 
intervalo (12.001 -  13.000 € )  es el intervalo mediano de la distribución y que en con
secuencia hay tantos comercios cuyas ventas son inferiores a 12.001 euros mensuales, 
como aquellos que venden más de 13.000 euros.

Podría considerarse, no obstante, que conviene una mayor precisión de la media
na y que debe situarse ésta en un punto exacto dentro del intervalo mediano; en este 
caso podrían adoptarse tres alternativas:

1. Obtener la marca de clase y situar en la misma la mediana; en este caso diría
mos que la mediana está en los 12.500 euros.

2. Aproximar la mediana mediante una regla de 3 que busque la proporcionali
dad; para efectuar esta aproximación operamos de la siguiente forma:

Suponemos que los 950 establecimientos comerciales que están en el in
tervalo (12.001-13.000 euros) se distribuyen uniformemente a lo largo del 
intervalo; sabemos que 775 establecimientos venden menos de 12.000 euros 
(N. del intervalo anterior), luego faltan 225 establecimientos en llegar a las
1.000 que nos interesan (N/2 = 1000); haciendo una sencilla regla de tres en la 
que se tiene en cuenta la amplitud del intervalo, diremos:

Si 950 agencias se distribuyen en 1.000 (amplitud del intervalo) 225 agen
cias ocuparán «x».

De dónde:
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Luego el valor exacto de la mediana será de 12.238 euros (L. Y+x = 12.001 
+ 237).

Es evidente que este método resulta más exacto que el de las marcas de 
clase y es el que debe utilizarse.

Existen otros convenios más o menos aplicados por los estadísticos; uno 
bastante habitual en los libros de estadística es el que resulta de la aplicación 
de la siguiente formulación:

H - N™ r 2 [3.6.1]Me = Li_i +-A-----------c.
"/

c. es la amplitud del intervalo; en el Ejemplo 3.16, dónde c.= 1.000, tendría
mos:

Me = 12.001 + L00°  775 -1.000 = 12.238 
950

Repetimos que se trata de convenios más o menos aceptados, pero en 
todo caso discutibles; de forma que cualquier a de las 3 opciones manejadas en 
este supuesto (el intervalo mediano 12.001-13000, sin especificar ningún pun
to concreto, 12.500 ó 12.238) pueden considerarse como válidas.

Una vez más indicamos que la estadística es un instrumento para el gestor; la im
portancia de la exactitud de este último dato viene dada por los objetivos para los que 
sirva el mismo.

Ejemplo 3.17. Tenemos la siguiente distribución:

l l l l í l f i l i l l
-V

--f; ̂ . í  V- A,- í  ¡! l  í ,  .-4*. „ v

(0 - 8] 5 5
(8 - 10] 10 15
(10 - 11] 7 22
(1 1 - 12] 128 150
(12-13] 20 170
(13-14] 117 287
(14-15] 5 292
(15-16] 3 295
(16 - 24] 5 300

300
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En este caso el valor de /V. que iguala a Nf2 = 150 se corresponde con el intervalo 
(11 -12); por el convenio más aceptado entre los estadísticos, consideraremos la me
diana como el límite superior de dicho intervalo, es decir, el 12 .

Nótese la exactitud de este convenio, ya que 150 observaciones (la mitad del total 
de las 300 disponibles) son inferiores a 12 y la otra mitad superiores a esta cantidad.

Las principales ventajas de la mediana son las siguientes:

— Es la medida más representativa en el caso de las variables cualitativas o atri
butos (recordemos que cuando hablamos de nacionalidades, por ejemplo, no 
podemos calcular la media aritmética, ni otras medidas de posición).

— Su cálculo es sencillo.
— Tiene una fácil interpretación.
— No es sensible a los valores extremos de la distribución.

El principal inconveniente es que en su determinación no se tienen en cuenta to
dos los valores de la variable; este inconveniente puede constituir incluso una venta
ja, ya que es posible su cálculo cuando no se conocen los valores extremos pero sí su 
frecuencia.

En el ejemplo 3.18 se refleja esta ventaja.

Ejemplo 3.18. Determinar la mediana de la siguiente distribución de las ventas 
anuales a una muestra de 100 clientes:

Ventas anuales en euros SíffffiS lif llf i!
Menos de 1.000 € 5 5
De 1.001 a 2.000 € 15 20
De 2.001 a 5.000 € 30 50
De 5.001 a 10.000 € 10 60
Más de 10.000 € 40 100

100

En este caso (N/2 -50), podemos situar, sin problemas, la mediana en el valor de
5.000 €  (límite superior del intervalo de 2.001 a 5.000 € ) , valor que nos indica que 
hay 50 Chentes a los que vendemos más de 5.000 €  y otros 50 a los que vendemos 
menos de 5.000 € .

Tendríamos algún problema, sin embargo, sí tratásemos de calcular otros esta
dísticos como la media aritmética, la media geométrica o la media armónica, a no ser 
que realicemos unas hipótesis sobre la marca de clase de los dos intervalos abiertos (el 
primero y el último); además, como ya hemos indicado, el resultado de cualquiera de 
estos estadísticos variaría sí cambiásemos la hipótesis sobre la marca de clase asig
nada.
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3.7. LA MODA

La Moda es el valor de la variable que se repite más veces; suele designarse por Mo 
y se define como el valor de la variable que presenta mayor frecuencia absoluta.

En el caso de que existan varios valores en esta situación se dice que la distribu
ción es bimodal, trimodal o multimodal.

Se diferencia entre moda o modas absolutas y moda o modas relativas.
Se dice que un valor de una variable constituye una moda relativa cuando su fre

cuencia absoluta no es superada por la de sus valores contiguos.

Obtención de la moda en los tres tipos de distribuciones

A) En las distribuciones de frecuencias de tipo I  no tiene sentido hablar de moda, ya 
que las frecuencias absolutas son todas unitarias.

B) Para obtener la moda en las distribuciones de tipo II basta con observar la co
lumna de las n.; veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.19. Determinar la moda de la siguiente distribución de frecuencias sobre 
una muestra de 100 visitantes a una feria de muestras:

N acionalidad N.° de visitantes («.)

Española 40
Francesa 15
Norteamericana 30
Otras nacionalidades 15

Total

oo

La moda absoluta, es decir, la categoría que más visitantes aporta, corresponde a 
la nacionalidad española (40).

En este caso existiría también una moda relativa para el valor 30 (nacionalidad 
norteamericana), ya que cumple la condición de superar la frecuencia de los valores 
contiguos (15).

Sin embargo, la moda relativa sólo tiene interés cuando tratamos con variables 
«ordenables» y previamente ordenadas (variables cuantitativas o variables cualitativas 
ordenables); realmente, en el ejemplo anterior, bastaría con variar el orden de las na
cionalidades (orden que realmente no aporta nada y que probablemente ha salido por 
casualidad) para que ya no existiese la moda relativa señalada; sería, por ejemplo, el 
siguiente supuesto de ordenación:
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Nuciomilidad N." de visitantes («.)

Española 40

Norteamericana 30

Francesa 15

Otras nacionalidades 15

Total
oo

Veamos un ejemplo con variables ordenables, que puede extenderse, sin proble
mas, a variables cuantitativas.

Ejemplo 3.20. Obtener la moda de la siguiente distribución de 100 opiniones de 
clientes sobre la calidad de un determinado servicio:

Muy buena 5

Buena 40
Normal 15

Mala 30

Muy mala 10

Total 100

La moda absoluta está representada por la categoría «buena», pudiendo afirmarse 
que hay una moda relativa en la categoría «mala», cuya frecuencia supera a las cate
gorías de «normal» y «muy mala».

C) En las distribuciones de tipo III, es decir, cuando los datos están agrupados en 
clases o intervalos pueden darse dos supuestos:

a) Que los intervalos sean de igual am plitud

En este caso la moda absoluta se situará en el intervalo que presente mayor fre
cuencia absoluta y las modas relativas en el intervalo o intervalos que superen la fre
cuencia absoluta de los intervalos contiguos.

Para determinar el valor exacto de la moda y al igual que hemos indicado con la 
mediana podríamos optar por considerar la marca de clase del intervalo o proceder a 
prorratear un valor dentro del intervalo.
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Para este prorrateo el convenio más aceptado entre los estadísticos es el que re
sulta de aplicar la siguiente expresión:

M0 - L i- 1 + — ^  ó  [3.7.1]+ nM

Ejemplo 3.21. Determinar la moda de la siguiente distribución de frecuencias:

 ̂ .. A. r * - -' •» *«
t«r: ví;: v -J u  *•* £**--- r;

[0-5)
[5-10)
[10-15)

2.000
3.500

500

6.000

El intervalo modal es el intervalo [5 -  10), con una frecuencia absoluta de 3.500 
superior a la de los otros 2 intervalos; para buscar el punto exacto aplicamos la ex
presión [3.7.1] en la siguiente forma:

r nU\ r 500 „ .M = L  . + ----- £±1-----c¡ = 5 +  5 -  6
j 2.000 + 500

Indicándonos que la moda está en el valor 6; bajo determinados supuestos este 
dato parece más preciso que sí se señalase la marca de clase del intervalo modal (7,5)4.

Siendo este el criterio más aceptado, no sería un error estadístico especialmente 
grave, situar la moda en la marca de clase del intervalo modal.

b) Que ¡os intervalos tengan distinta am plitud

En este caso, para determinar el intervalo modal es necesario obtener un ratio de 
densidad de frecuencia (frecuencia absoluta dividida por amplitud del intervalo); el 
intérnalo con mayor valor en este ratio constituirá el intervalo modal.

Este ratio es imprescindible para evitar situaciones de desequilibrio que pudieran 
desvirtuar el propio concepto, interés e interpretación de la moda.

Veamos un ejemplo de intervalos de distinta amplitud.

4 Esta fórmula se basa en considerar una cierta uniformidad en la distribución de valores dentro de 
cada intervalo; si la frecuencia del intervalo inferior, 2 .0 0 0 , es bastante superior a la frecuencia del últi
mo intervalo, 500, podría pensarse que los valores de las observaciones van disminuyendo, de forma que 
dentro del intervalo modal se acumularán más en los valores próximos al extremo inferior (5 ) que ai ex
tremo superior (10); la expresión utilizada permite reflejar o aproximar este hecho.
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Ejemplo 3.22. Determinar la moda de la siguiente distribución de frecuencias

B f :  v - -  í l  ¿ 5
> -  -... 13: f" 1 3 1  * -* 1

( 0 - 2 5 ) 125

[25 - 30) 50

[30  - 35) 35

[40 - 45) 25

[45  - 5 5 ) 80

3 1 5

Incurriríamos en una imprecisión estadística si considerásemos que el intervalo 
modal es el (0-25), ya que aunque es verdad que en este intervalo se han acumulado 
un mayor número de observaciones (125), también lo es que tiene una amplitud (25) 
superior al resto de los intervalos (5 ó 10); si construimos la columna de densidad de 
frecuencias n.fc., dividiendo las frecuencias por la amplitud de los intervalos, tenemos:

í s S i S I M l «zxñéz** 54

( 0 - 2 5 ) 125 25 5

[25 -  30) 50 5 10

[30 - 35) 35 5 7

[40 - 45) 25 5 5

[45 - 55 ) 80 10 8

315

De dónde se deduce que el intervalo modal, es decir el que concentra una mayor 
densidad de observaciones, es el intervalo [25 -  30).

Para hallar el punto modal exacto lo más habitual es operar con la siguiente ex
presión

h
M0 = L¡_] + M+1 ■C; [3 .7 .2 ]

Equivalente a la expresión [3.7.1.], pero, en la que en vez de considerar las fre
cuencias n., se tiene en cuenta la densidad de frecuencias de cada intervalo (el cociente 
h. = n. / c . , donde c. representa la amplitud del intervalo).
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Aplicando la expresión [3.7.2] a los datos del ejemplo, se tiene:

^  c¡ = 25 +
h¡_, + 5 + 7

M0 - ------------- ^ -----c,. = 25 + - —r '5 *  27,9

Las principales ventajas de la moda son las siguientes:

— Es un estadístico que puede obtenerse en todas las distribuciones (tanto en va
riables cuantitativas como en las cualitativas), ya que siempre es posible de
terminar el valor, la categoría o la modalidad que más se repite.

— Su cálculo es sencillo.
— Tiene una fácil interpretación estadística, ya que nos da el valor o modalidad 

que más se repite.

Al igual que en la mediana como principal inconveniente hay que señalar que en 
su determinación no intervienen todos los valores de la distribución, centrándonos sólo 
en la mayor frecuencia absoluta de un determinado valor de la variable o de la mo
dalidad de los atributos.

3.8. MEDIDAS DE POSICIÓN NO CENTRALES: LOS CUANTILES

Los cuantiles son los valores de la variable que dividen una distribución de fre
cuencias en partes iguales.

Los más habituales son:

— Los cuartiles, que son tres valores que dividen a la serie de datos en cuatro 
partes iguales. La mediana coincide con el segundo cuartil y divide la distri
bución en dos partes iguales.

— Los quintiles, que son cuatro valores que dividen la distribución en 5 partes 
iguales.

— Los deciles, que son nueve valores que dividen la distribución en diez partes.
— Los percentiles, que son 99 valores que dividen la distribución en cien partes 

iguales.

Considerando N el número de datos de la distribución, o frecuencia absoluta 
acumulada, con carácter general los cuantiles se obtienen con la expresión en la

que r indica el cuantil correspondiente (r = 1 , primer cuantil, r = 2 , segundo cuantil, 
etc.) y q el número de intervalos con iguales frecuencias en los que se pretende divi
dir la distribución (si q = 4 hablamos de cuartiles, si q = 10 de percentiles, etc.).

Si q -4 -  y r=  1 ,2 ,3  obtenemos los cuartiles.
Si q = 10 y r=  1, 2, ..., 9 obtenemos los deciles.
Si q -  100 y r = 1 ,2 ,. . . ,  99 obtenemos los percentiles.



En el caso de los tres cuartiles la expresión a utilizar sería:

para el primer cuartil Ql

2N para el primer cuartil Q2 

para el primer cuartil Q3 

Para distribuciones agrupadas en intervalos utilizamos la siguiente expresión:

I ^ c MF.DIDAS d e  p o s ic ió n  e n  d is t r ib u c io n e s  u n id im e n s io n a l e s __________141_

? '

El cálculo de los cuantiles se efectúa de manera similar a lo explicado para la me
diana.

Ejemplo 3.23. Obtener los cuantiles de la distribución de frecuencias:

sSISSIS
12 20
45 30
55 20
60 10
82 10
90 10

Total 100

Obtenemos la columna de frecuencias absolutas acumuladas N.:

12 20 20
45 30 50
55 20 70
60 10 80
82 10 90
90 10 100

Total 100

Y procedemos de la siguiente forma:
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— Obtención de cuartiles:
1 - N  100Qx\ procedemos a obtener —- — -  ——  = 25

El primer valor que supera a 25 en la columna de iV. es la frecuencia acu
mulada 50, que corresponde al valor de la variable x  = 45; luego Qx = 45.

Q2; 200/4 = 50; este valor coincide con la frecuencia absoluta acumulada 
de x. = 45; al igual que se explicó en la mediana, cuando existe esta coinci
dencia, por convenio generalmente aceptado entre los estadísticos, se toma 
como cuartil la media aritmética de x  y del siguiente x¡+1; en nuestro caso 
(45 + 55)12 = 50

Q3; 300/4 = 75; el primer valor de N. que lo supera es 80, que corresponde 
al valor de la variable x  = 60.

— Obtención de Deciles:

D 1;  ̂ = 10; el primer valor de ¿V. que supera a 10 corresponde

al valor de la variable x  = 12 .

Z)?; 700/10 = 70; el valor 70 coincide con la frecuencia absoluta acumu
lada de x  = 55; por convenio, se toma como séptimo decil la media aritmética 
de x  y del siguiente x + t; en nuestro caso (55 + 60)/2 = 57,5.

Obtención de Percentiles:

P30; 3000/100 = 30; el primer valor de N. que lo supera corresponde al va
lor de la variable x  = 45.

El alumno puede practicar calculando deciles y percentiles en ésta o en otras dis
tribuciones, si bien debe tener en cuenta la aplicación e interpretación lógica de los 
resultados’, así, por ejemplo, sí suponemos que la variable x  del ejemplo 3.23 corres
ponde a algo indivisible, como sería el número de animales de una granja o número de 
aviones que llegan diariamente a un aeropuerto, puede no tener mucho sentido obte
ner el séptimo decil como media de 2 valores enteros e indicar en consecuencia que el 
70% de las granjas tienen 57,5 animales o que el 70% de los días llegan 57,5 aviones 
al aeropuerto; la mediana, los cuartiles y en general todos los estadísticos tienen un va
lor instrumental (nos ayudan a sintetizar, analizar o interpretar una información más 
amplia) y no un valor matemático que puede no tener sentido lógico; en este caso con
creto parecería más lógico y, en consecuencia, más deseable, indicar que el 70% de los 
días llegan menos de 57 aviones.
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Otra observación a tener en cuenta es que algunos programas informáticos no uti
lizan los mismos criterios o algoritmos indicados con anterioridad; en concreto, la hoja 
de cálculo Excel de Microsoft considera a todas las distribuciones como si fueran con
tinuas y sitúa los cuartiles no en el valor de la variable cuya frecuencia absoluta acu
mulada supera al establecido por el cuartil, sino en un punto intermedio que obtiene 
mediante un algoritmo particular; dado que muchos alumnos pueden utilizar este 
programa para efectuar o comprobar los cálculos, explicamos a continuación los re
sultados que da Excel con un sencillo ejemplo.

Ejemplo 3.24, Disponemos de la siguiente información sobre el gasto de 4 clientes 
en una cafetería:

i t i i l s
Cliente 1 i
Cliente 2 8
Cliente 3 9
Cliente 4 85

Las frecuencias absolutas y las frecuencias acumuladas serían:

f i r y i i s ' í í i" f i p i
S l i S S í !,

Cálculo de Cuartiíes:

fi l : 4 - l = > * , 1 + 8 -4 ,5
1 4 2

(Media aritmética del valor que iguala N. = 1 y el siguiente)

^ 8  ̂ 8+9 „*Q7 : ~  = 2=> x ------- » 8,5
2 4 2

(Media aritmética del valor que iguala Nj = 2 y el siguiente)

^ 12 „ 9 + 85j2,: —  = 3 => jc ---------= 471 4 2 
(Media aritmética del valor que iguala IV. = 3 y el siguiente)

6,25

8,5

28
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Lo que hace Excel es aplicar un criterio similar al explicado en el Ejemplo 3.21 
para obtener un punto o valor concreto dentro de los intervalos; es decir, prorratea la 
«masa» de la distribución entre los valores de la variable, de forma que no se queda 
con el valor exacto de esta, sino con un valor intermedio entre los dos valores afecta
dos; por ejemplo,

Para el cálculo del primer cuartil:

—  Considera que entre los dos valores afectados hay una «masa» de 7 euros (8-1).
— Divide esta masa entre los clientes de la distribución 7/4 = 1,75 euros.
— Resta este valor del límite superior del cuartil (8-1,75 =6,25).

Para el cálculo del tercer cuartil:

— Considera que entre los dos valores afectados hay una «masa» de 76 euros
(85-9).

—  Divide esta masa entre los clientes de la distribución 76/4 = 19 euros.
— Suma este valor al límite inferior del cuartil (19 + 9 = 28 euros).

Dado el carácter instrumental de la Estadística Descriptiva cualquiera de estos dos 
criterios podría ser válido, aunque según los datos disponibles y según los fines per
seguidos por el analista, podría ser más aconsejable uno u otro criterio; sí el ejemplo 
3.24 estuviese referido a una muestra más amplia y estadísticamente representativa po
dría tener sentido el resultado aportado de Excel, ya que una vez inferidos los resul
tados al conjunto de la clientela probablemente le aporte al analista una información 
más precisa la afirmación de Excel que indica que «el 25% de la clientela gasta menos 
de 6,25 euros» que la aportada por el criterio tradicional; sí por el contrario volviése
mos al ejemplo anterior y hablásemos de aviones parece más conveniente indicar que 
«un 25% de los días entran 4 aviones en un aeropuerto, prescindiendo en este caso de 
las cifras decimales».

3.9. MEDIDAS DE POSICIÓN ROBUSTAS

Como ya se ha comentado, la media aritmética se ve fuertemente afectada por los 
valores extremos. Las medidas robustas de tendencia central tratar de paliar los pro
blemas de estimación asociados a distribuciones anómalas, siendo estadísticos que 
funcionan bien para varios tipos distintos de distribuciones teóricas, aunque pueden no 
ser el mejor estimador para ningún tipo concreto de distribución siendo, por tanto, el 
mejor compromiso. Estudiamos aquí las más significativas.

3.9.1. La media k-recortada

La media recortada o acotada al k  por ciento es la media de los datos que quedan 
después de eliminar el k por ciento de los datos más grandes y el k por ciento de los
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datos más pequeños. A la media recortada al 25% se la denomina centrimedia. Ob
viamente, la media recortada al 0% será igual a la media aritmética.

La media k-recortada elimina el efecto de los valores extremos en el caso en que 
la proporción de los mismos en cada extremo sea inferior a k; de este modo, puede 
considerarse un remedio muy adecuado para la «falta de robustez» de la media.

3.9.2. La media k-winsorizada

Se opera de forma análoga a las medias k-recortadas, sólo que en lugar de pres
cindir de los k por ciento datos más grandes y más pequeños, se sustituyen por el va
lor mayor y menor de los datos restantes.

Así, si partimos de los siguientes datos:

3, 4, 4, 5, 5, 6, 7, 8, 9, 11

La media recortada a nivel 2 implicaría eliminar las dos puntuaciones mayores y 
las 2 menores, es decir, calcularíamos la media de los siguientes datos.

4, 5, 5, 6, 7, 8

En la media winsorizada a nivel 2, los datos 3 y 4 (los dos menores) y el 9 y 11 
(los dos mayores) se sustituyen por 4 y 8 respectivamente. Es decir, calcularemos la 
media de los siguientes datos.

4, 4, 4, 5, 5, 6, 7, 8, 8, 8

3.9.3. La trim edia

Es un índice de tendencia central que consiste en calcular una media aritmética 
ponderada de tres medidas, la Mediana (con peso doble) y el primer y tercer cuartel, 
es decir:

Q, + 2 Q2 + Q3 
Tnmedia = ------------~A------------

Ejemplo 3.25. Calcular con los datos siguientes la media aritmética, la trimedia y las 
medias recortadas y winsorizadas al 10%. Comentar los resultados obtenidos.

2,1 3,2 3,5 4,1 4,4 4,9 5,2 5,8 6,9 73
10

Media aritmética: -  _ j=¡__21
10 *  ’



146 ESTADÍSTICA PARA ADMINISTRACIÓN Y DIRECCIÓN DE EMPRESAS

Media recortada al 10%:

Dado que el 10% de los datos es igual a: 0,1-10 = 1, debemos calcular la media 
aritmética de las ocho observaciones centrales, es decir:

3,2 3,5 4,1 4,4 4,9 5,2 5,8 6,9

8

2 *.
Media 1-recortada: id__= 4 75

8

Media winsorizada al 10%:

La media 1-winsorizada se calcula sustituyendo 2,1 por 3,2 y 73 por 6,9, es decir, 
calcularemos la media aritmética de los siguientes datos:

3,2 3,2 3,5 4,1 4,4 4,9 5,2 5,8 6,9 6,9

10
2 -,

Media 1-winsorizada: í =i = 4 81
10

QX + 2Q2 + Q3 3,5 + 2 ■ 4,65 + 5,8 
Trimedia:  j -----------  = --------------^--------------  =4,65

Como vemos, la existencia de un valor extremo, desplaza la media a un valor de 
11,31, que parece no estar acorde con la verdadera tendencia central de la serie. La in
fluencia de este valor extremo es eliminada por las medidas robustas, que sitúan la 
tendencia e valores comprendidos entre 4,5 y 5.

3.10. MOMENTOS DE UNA DISTRIBUCIÓN UNIDIMENSIONAL 
DE FRECUENCIAS

Los momentos son medidas que caracterizan a una distribución de frecuencias y 
que tienen como principal utilidad su condición de operadores para el cálculo sim
plificado de las medidas de posición, dispersión o forma de una distribución; también 
tienen una importante utilidad para efectuar las regresiones estadísticas que aborda
remos más adelante.

Existen dos clases de momentos:

—  Los momentos respecto al origen, que se representan con ah y se obtienen 
mediante la siguiente formulación:
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au «
N

Algunos ejemplos de estos momentos son:

— Si h = 0, se tiene aQ = 1.
— Si h = 1, se tiene a = je, es decir ía media aritmética de x. .
— Por lo tanto ah es la media aritmética de los valores observados eleva

dos a la potencia h.

— Los momentos centrales o respecto a la media, que se representan con mh y 
se obtienen mediante la siguiente formulación:

V  í — V’ n¡
mh = > y xi - x J

Siendo x la media aritmética de la variable estadística.

El momento de orden 1 respecto a la media no tiene ningún interés, ya que 
siempre es cero:

m, = "V (x¿ -  xV' — = — "V x;«¿ -  — x V  n¡ = x -  x = 0 
¿ f  1 ; N N  Zj  11 N  ¿ f  1N  N  ' ‘ Ni=i

Al momento de orden 2 respecto a la media m ,; definido como

m-

se le denomina varianza y, cómo veremos en el capítulo siguiente, constituye 
la medida de dispersión más utilizada en Estadística.

Puede demostrarse, utilizando el desarrollo del Binomio de Newton, que 
los momentos respecto a la media están relacionados con los momentos res
pecto al origen mh = f(a h_.).

Por ejemplo,

m2 = a2-  a \ -  a2-  x 2

Es decir, la denominada varianza, o momento de segundo orden respecto 
a la media, es igual al momento de segundo orden respecto al origen menos la 
media aritmética elevada al cuadrado.
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3.11. LAS FUNCIONES ESTADÍSTICAS EN HOJA DE CÁLCULO EXCEL 
Y EN SPSS

3.11.1. Las funciones estadísticas en Excel

Las funciones que incorpora la hoja de cálculo son herramientas especiales que re
alizan cálculos complejos, lo que nos permite llevar a cabo acciones y ejecutar ope
raciones que nos devuelven valores de forma automática. Excel 95 dispone de una am
plia gama de funciones. Los grupos de funciones son los siguientes:

—  Financieras. Ejecutan funciones sobre valores. Desarrollan cálculos sobre 
amortizaciones, préstamos, intereses, etc.

—  Fecha y hora. Devuelven información cronológica.

— Matemáticas y trigonométricas. Es una lista de funciones de cálculo numéri
co, operaciones con matrices, trigonometría, etc.

— Estadísticas. Funciones de cálculo probabilístico, tendencias, desviaciones, 
distribuciones, estimaciones, etc.

— Búsqueda y referencia. Devuelven información sobre celdas, rangos de celdas 
y posiciones y trabajan con éstas.

— Base de Datos. Extraen información, manipulan y operan sobre listas.

—  Texto. Convierten a datos tipo texto cualquier tipo de datos y operan con los 
caracteres de las cadenas de texto.

— Lógicas. Devuelven valores lógicos.

— Información. Ofrecen información de Microsof Excel.

Al igual que para otras tareas, Excel dispone de ayuda para todas las funciones.
Las funciones se pueden insertar en las celdas de las hojas de cálculo con el 

Asistente de funciones. Esta forma de introducir las funciones se realiza en dos pasos. 
En el primer paso se elige la función entre los múltiples grupos permitidos (estadísti
cas, financieras, etc.); en el segundo paso se rellenan los argumentos de la función. En 
las siguientes dos ilustraciones se ven los dos pasos citados tomando como ejemplo la 
función estadística contar.
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En la siguiente Tabla se muestran las funciones estadísticas para obtener las me
didas de posición estudiadas en este capítulo y su formulación en Excel:

Funciones estadísticas más empleadas en Excel

ESTADÍSTICA FORMULACIÓN

Media =PROMEDIO(rango)
Media geométrica =MEDIA.GEOM(rango)
Media armónica = MEDIA.ARMO(rango)
Mediana =MEDIANA(rango)
Moda =MODA(rango)
Suma =SUMA(rango)
Cuenta =CONTAR(rango)
K-ésimo mayor =K.ESlMO.MAYOR(rango;k)
K-ésimo menor =K.ESIMO.MENOR(rango;k)

= SI(prueba_lógica;valor_si_verdadero;valor_si_falso)
= FRECUENCIA(matriz__datos;matriz_clases)
= CONTAR.SI(rango;criterio)
= SUMAR.SI(rango;criterio;rango_suma)

Entre estas funciones es importante destacar la función condicional SI que es uti
lizada para guardar un determinado valor en caso de que un contenido cumpla una de
terminada condición.

Por ejemplo en la fórmula: = SI (A7<220;50;10)

Excel devuelve el valor 50 sí el valor de la celda A l  es menor que 220; de lo con
trario, devuelve 10.

La función condicional SI puede anidar otras funciones. Por ejemplo, la fórmula: 

= SI (SUMA (B1 :B10)>0; SVMA(B1:B10);0)

Excel devuelve la suma de B1 hasta B10 si ésta es mayor que 0; de lo contrario, 
devuelve el valor 0.

También se pueden utilizar argumentos de texto en las funciones SI:

~SI(F4>5 ¡«Aprobado» ¡«Suspenso»)

Excel examina si el valor que contiene la celda F4 es mayor que 5 y si es así, la 
función devuelve el texto Aprobado; si la celda F4 es menor que o igual a 5, la función 
devolverá el texto Suspenso.

Incluso se pueden utilizar argumentos de texto en las funciones SI para no de
volver nada, en Jugar de 0:
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=SI(SUMA(A1:A10)>0;SUMA(A1:A10);»»)

El argumento prueba lógica de una función SI puede verificar el contenido de un 
texto. Por ejemplo, la fórmula:

=SI(Al=«Valladolid»;160;250)

Excel devuelve el valor 160 si la celda A l contiene la cadena de texto Valladolid 
y 250 si ésta contiene cualquier otro texto o valor. Recordar que la coincidencia entre 
los dos textos debe ser exacta.

La función SI, puede anidarse con los operadores lógicos Y, O y NO. Estos pue
den ser utilizados junto a los operadores lógicos simples =, >, <, >=, <=, y o .

Recordar que las funciones lógicas Y, O pueden tener hasta 30 argumentos lógi
cos, en tanto que la función NO sólo tiene un argumento.

Ejemplos del anidamiento de la función SI con los operadores lógicos descritos 
serían los siguientes:

=SI(Y( G4<5;F4>80%) ¡«Bueno» ;«Malo»)
=Sl(0(G4<5 ;F4>80%)¡«Bueno» ;«Málo»)

=SI(NO(Al =2);«Hacer»;«No hacer»

La función SI también puede emplearse para crear una jerarquía de pruebas. Por 
ejemplo, la fórmula siguiente:

=SI(Al=100;«Siempre»;SI(Y(Al>80;Al<100);«Normalmente»;SI(Y(Al>=60;
AI<80);«A veces»;«¿A quién le importa?»)))

Excel utiliza tres funciones SI separadas. En este caso, si el valor de la celda Al 
es 100, devuelve la cadena de texto Siempre; si el valor de la celda A l está entre 80 y 
100 (es decir, desde 81 hasta 99), devolverá la cadena de texto normalmente; pero, si 
el valor de la celda A l está entre 60 y 80 (desde 60 hasta 79), devolverá la cadena de 
texto A veces; por último, si ninguna de estas condiciones es cierta, devolverá la ca
dena de texto ¿A quién le importa?.

No obstante, hay que tener presente que EXCEL permite anidar hasta siete fun
ciones SI, siempre que la sentencia no sobrepase el límite de 255 caracteres escritos en 
una sola celda.

LA MACRO HERRAMIENTAS DE EXCEL PARA ANÁLISIS ESTADÍSTICO

La hoja de cálculo Excel dispone también de una opción MACRO que facilita la 
rápida obtención de múltiples estadísticos descriptivos. Esta opción debe activarse 
adecuadamente, ya que es posible que según el tipo de instalación que se haya efec
tuado, no esté operativa.

La forma de ver si la opción está activada es mirar en el menú «Herramientas» y 
comprobar que se encuentra el texto «Análisis de Datos» En caso de no encontrar esta
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opción activada tendremos que cargar la macro «Herramientas para análisis» . Esta 
opción la encontramos en el apartado «Macros automáticas» (versiones más antiguas 
de Excel» en el apartado «Complementos», que están ambos en el menú de «Herra
mientas», con ello accedemos a la siguiente pantalla.

M a c ro s  a u to m á tic a s  d is p o n ib le s

lA d m m is l. 'd d o r  d e  in lo rn .e i,
] A d m in is tra d o r  d e  v is ta s  
| F u n c ió n  p a ra  ta b la  s in ó p t ic a  
I f i u n d i d o  d u to iftá t ic o

| H e rra m ie n ta s  p a ra  a n á lis is  * V B Á  
¡ l l a c r o  a u to m á tic a  p a ra  M S  Q ue ry  
3 M a c ro  p a ra  a c tu a liz a *  v ín r- id n ?

Aceptar ]

C a n c e la r i

1 P la n t il la  p a ra  p ro y e c c ió n  d e  to te s  
S o lv e r

H e rra m ie n ta s  p a ra  a n á lis is

Los principales desarrollos estadísticos que contiene la hoja de cálculo Excel se 
encuentran en la macro de Herramientas para análisis o Herramientas para, análisis 
-VBA. Una vez instalada se accede a ella desde el menú «Herramientas», apartado 
«Análisis de datos».

Las posibilidades de esta macro son muy amplias superando en bastantes casos el 
contenido de este libro; En este apartado nos quedaremos con la opción de Estadísti
ca Descriptiva, extraída del siguiente menú.

Ir‘ü :  t ! t i  J ó l o s

¡ vanares da en /acíos 
; de  variaras de dos factores con varias muestras por grupo 
: de vsriartza de dos factores con una sola muestra por grupo 

¡ de correlación 
¿«tanza

rama

¡exponencial 
i f  para variarlas de dos muestras 
¡deFourier
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Dicha opción Genera un informe de estadísticas de una sola variable para datos 
del rango de entrada, y proporciona información acerca de la tendencia central y 
dispersión de los datos. En concreto, en genera información tanto sobre la Media, la 
Mediana y la Moda, como sobre los estadísticos de dispersión, concentración y forma 
que tratamos en el capítulo siguiente (el Error Típico, la Desviación estándar, la Va- 
rianza de la muestra, el Coeficiente de Curtosis, el Coeficiente de asimetría, el Rango, 
el Valor mínimo, el Valor máximo, etc..

Entre los aspectos estudiados hasta ahora también podemos trabajar con las op
ciones de Histogramas, Jerarquía y Perceptil, etc., dejándonos abiertas además otras 
múltiples posibilidades para trabajar con algunos estadísticos que veremos en capí
tulos posteriores (Covarianzas, Coeficientes de Correlación, Regresiones, etc.) y con 
otros instrumentos que pueden interesar a quién profundice en el estudio de esta dis
ciplina.

Veamos dos sencillos ejemplos del funcionamiento de estas opciones.
En el primer ejemplo obtenemos los estadísticos que incluye la opción Estadística 

Descriptiva para la variable GRUP02. En dicha opción encontramos el siguiente menú:

—'¡ !' Ktndísticn rioscriptivn

AceptarRango líi* jMiIruiJti [$H$!

Agrupada por. tnlumnns

un lu primoru fita 

í* yivol d r  ciinliMn/n pww lu rnoriitt' ¡H'i % 

fx K-í!Kinio mayor ; 1

[x K e&iriia rnpnur }*

Opciones de sulid’t 
*5 Rungo d r  shIiHii SDtl

l-n una hn|tt riuavti !
r  fn  un lilirn nueva 

|x Resumen dr- ostodisticus

Se selecciona el rango de entrada de los datos (el correspondiente a la variable 
GRUP02), señalando que éstos están agrupados por columnas, figuran los títulos en 
la primera fila y señalamos la celda en donde deseamos que deje los resultados obte
nidos.

El resumen de estadísticas que EXCEL calcula para la variable GRUP02 es el si
guiente:
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GRUP02i GRUP02
10 9
9 10 Media 5.71
1; 3 Error típico 0,28472741
é* 5 Mediana 6
2; 4 Moda 6
1 10 Desviación estándar 2,84727408
8 1 Varianza de ia muestra 8,1069697

10 6 Curtosis -1,13516198
10 6 Coeficiente de asimetría -0,08587125
4 7 Rango 9
1 8 Mínimo 1

10 4 Máximo 10
9 1 Suma 571
2L 7 Cuenta 100
3 5 Mayor {1} 10
5 7 Menor(1) 1
5: 2 ¡Nivel de confianzaí95.0009

llS lSSIiS lli. Hoja5 /  ■• /  í ¡

En el segundo ejemplo realizamos un Histograma de frecuencias para la variable 
GRUPOl. La ilustración que sigue es la que corresponde a la opción «Histograma» de 
la macro «Análisis de datos». En el menú que despliega la opción es necesario espe
cificar el rango de la hoja de cálculo donde están las clases para las cuales se va a ela
borar el histograma de frecuencias. En el ejemplo son 10 rangos que van desde el 1 
hasta el 10. El menú nos permite activar la opción gráfica.

1 Ifetograma
E ntrociu

R u n g o  cJp pntruriu  

R u n g o  (.(usos* 

f“ .n tu ln s

'SMSZR $0*3/

Aceptar

Cancelar

A y u d a

Opciones de sa lida 

Rango de sa lido 

r  bn untt hoja nueva. |

Ln un libro nuevo

PítfPto (Histoqrarrm ordenado) 
fx Percentaje ttcumuiadn 
!x Qrear gráfico
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EL MENÚ DATOS

En esta sección avanzamos las posibilidades de trabajo con listas o Bases de 
Datos que presenta Microsoft Excel en el Menú Datos.

Esta opción presenta diversas alternativas tal como se observa en la siguiente pan
talla:
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O rdenar datos

Esta tarea es una de las más frecuentes en la gestión de listas o bases de datos. Los 
datos en una lista están organizados de tal manera que las filas definen registros y las 
columnas los campos que constituyen la información de los registros. En Excel se 
pueden seleccionar hasta tres criterios para ordenar la base de datos y dentro de cada 
uno de ellos elegir el orden de presentación de los datos: ascendente o descendente. Si 
se quiere ordenar la base de datos siguiendo más de tres criterios, la acción de ordenar 
se ha de practicar dos o más veces. Para devolver la lista a su estado inicial cuando 
ésta se ha ordenado siguiendo varios criterios es necesario volver a enumerar previa
mente las filas, y proceder ordenando la lista por la columna en donde se ha situado la 
enumeración. Se recomienda antes de realizar estas operaciones enumerar previa
mente las filas. Con la opción de Ordenar, también se pueden construir criterios per
sonalizados para ordenar datos.

Cuando se utiliza la opción Ordenar hay que tener presente que:

— En las operaciones de ordenación se ha de tener cuidado con las celdas que 
contienen fórmulas.

—  Si se ordena por filas, después de la ordenación, las referencias a celda de la 
misma fila serán correctas pero no lo serán las referencias a otras filas.

—  Si el criterio de ordenación es por columnas, las referencias a celdas de la mis
ma columna serán correctas después de ordenar, pero serán incorrectas las fór
mulas que hacen referencia a otras columnas.

— Una forma de evitar este problema es incluir en las fórmulas que se encuentran 
fuera de la lista, sólo referencias absolutas. Si ordenamos por filas (columnas) de
bemos evitar las fórmulas que hagan referencia a otras filas (columnas).

En el ejemplo siguiente, que utiliza una base de datos con procedencia de turistas 
por país y destino por trimestres a distintas provincias españolas; se han utilizado tres 
criterios para ordenar la lista: provincia, país y fecha.

Primer criterio
[ S E S H i m a

Segundo criterioi _

T e ic e r  c riterio  

ÍTETHA

O rd e n a r

í* Ascendente
r  Descendente L'ancelei

E* Ascendente r s ^ e * : : '

r  Descendente
. Ayyd«*

Ascendente
r  Descendente

Existe fifíi de enc-ciberados
«  Sí r  no
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3.11.2. Las funciones estadísticas en SPSS

Como continuación a las indicaciones dadas en el epígrafe 2.7.2, abordaremos en 
este apartado otros aspectos de interés en el manejo de SPSS y su uso para extraer los 
estadísticos indicados en este capítulo.

—  L ectu ra  e  im p o r ta c ió n  d e  datos: los archivos de datos pueden tener formatos 
muy diversos, SPSS está diseñado para trabajar con muchos de ellos: entre 
otros hojas de cálculo creadas con Excel y Lotus, tablas de bases de datos de 
diferentes orígenes de bases de datos, incluido Oracle, SQL Server, Access, 
dBASE, entre otros, archivos de texto delimitados por tabuladores y otros ti
pos de archivos de sólo texto, archivos de datos con formato SPSS creados en 
otros sistemas operativos, etc.

— Apertura de un archivo de datos; además de los archivos guardados en for
mato SPSS, puede abrir archivos de Excel, SAS, archivos delimitados por ta
buladores y otros archivos sin necesidad de convertirlos a un formato inter
medio ni de introducir información sobre la definición de los datos.

— Para abrir archivos de datos, elija en los menús: Archivo -> Abrir -> Datos... 
y en el cuadro de diálogo «Abrir archivo», seleccione el archivo que desea 
abrir.

— La ayuda en SPSS: la ayuda se proporciona de diversas formas; en la mayo
ría de las ventanas de SPSS el menú Ayuda proporciona acceso al sistema de 
ayuda principal además de a los tutoriales y al material de referencia técnica; 
por T em as, se proporciona acceso a las pestañas Contenido, índice y Buscar, 
que pueden usarse para buscar temas específicos de la Ayuda; el « T \ito r ia l»  
aporta instrucciones ilustradas paso a paso sobre cómo utilizar muchas de las 
funciones básicas de SPSS, la opción « E stu d io s  d e  c a so s  aporta ejemplos 
prácticos sobre cómo crear diferentes tipos de análisis estadísticos y cómo in
terpretar los resultados y finalmente, el « A se so r  e s ta d ís t ic o »  incluye un mé
todo de asistencia para orientarle en el proceso de búsqueda del procedi
miento que desea utilizar; el Asesor estadístico proporciona acceso a la 
mayoría de los procedimientos estadísticos y de generación de informes en el 
sistema Base y en los procedimientos de creación de gráficos, etc.

Analizaremos en este apartado tres funciones de interés: la transformación de da
tos, la gestión y transformación de ficheros de datos y la generación de estadísticos 
descriptivos.

La transformación de datos

El análisis preliminar de la información a estudiar puede revelar esquemas de codi
ficación poco prácticos o errores de codificación, o bien pueden requerirse transforma
ciones de los datos para trabajar posteriormente una mejor relación entre las variables.

SPSS puede realizar transformaciones de los datos de todo tipo, desde tareas 
sencillas, como la agrupación de categorías para su análisis posterior, hasta otras
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más avanzadas, como la creación de nuevas variables basadas en ecuaciones com
plejas e instrucciones condicionales.

Para realizar el cálculo de nuevas variables, utilice el cuadro de diálogo «Calcu
lar» para calcular los valores de una variable basándose en transformaciones numéri
cas de otras variables; con el mismo:

—  Puede calcular valores para las variables numéricas o de cadena (alfanumé- 
ricas).

—  Puede crear nuevas variables o bien reemplazar los valores de las variables 
existentes. Para las nuevas variables, también se puede especificar el tipo y la 
etiqueta de variable.

— Puede calcular valores de forma selectiva para subconjuntos de datos basán
dose en condiciones lógicas.

— Puede utilizar más de 70 funciones preincorporadas, incluyendo funciones 
aritméticas, funciones estadísticas, funciones de distribución y funciones de 
cadena.

em prey 

¿JjjÁños con la eropre' 

^ A P b s  a i  (a direcc'c 

^ B u s c a p e rs o n a s  [bi 

^  Buzón de  voz ¡voz- 

t f f l  Categoría de ingre 

Categoría de! prec 

< ^ E d a d  en  ario: [edc 

.^ E s t a d o  dvil'rr.arita 

Ramadas [idllam 

^  Ingresos del hsga1 

^ I n g r e s o s  de! hogar 

&  Internet {internet]

¿^L lam ada en espere 

&  Múltiples líneas fnn

Y v:
0  G353 SI© ©
□  s a  tD taia 
©  su c o  n n n
Q  Q Ü J l  t  E limin a r  i

SUM(expr_num,expi_nurrí... ]]. Numérico 
Devuelve la suma de los argumentos que 
tengan va'oret válidos. Esta función 
tequíele al menos dos argumentos, les 
cuales deben ser numéricos. Puede 
especificar el número mínimo de 
argumentos con va'oras válidos p a 'a  que 
la función llegue a  ser evaluada.

(condición de selección de casos opctonalj

F D P yF D P na 
. Fecha/hora actual 
.GL inversos
• Números aleatorios
• O tra s

• Tims.Days
. •• ’•

i T ime.Hme(2]
• Time.Hms[3] 
. T runc

¡Restablecer| jCancelar 1 [ Ayuda ]

Calcular variable: «S i los casos»

El cuadro de diálogo «Si los casos» permite aplicar transformaciones de los datos 
para subconjuntos de casos seleccionados utilizando expresiones condicionales. Una 
expresión condicional devuelve un valor verdadero, falso o perdido para cada caso.
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Funciones y  variables especiales:

}~Continuai~| f  Cancelar j I Ayuda

La gestión y transformación de ficheros

Entre la amplia gama de posibilidades de transformación de archivos disponibles 
se encuentran las siguientes:

—  Ordenar datos. Puede ordenar los casos en función del valor de una o más 
variables.

—  Transponer casos y variables. El formato de archivo de datos de SPSS lee 
las filas como casos y las columnas como variables. Para los archivos de datos 
en los que el orden está invertido, se pueden intercambiar las filas y las co
lumnas para leer los datos en el formato correcto.

— Fundir archivos. Puede fundir dos o más archivos de datos. Es posible com
binar archivos con las mismas variables pero con casos distintos, o con los 
mismos casos pero variables diferentes.

— Seleccionar subconjuntos de casos. Puede restringir el análisis a un sub- 
conjunto de casos o efectuar análisis simultáneos de subconjuntos diferentes.

— Agregar datos. Puede cambiar la unidad de análisis agregando casos basados 
en el valor de una o más variables de agrupación.

—  Ponderar datos. Puede ponderar los casos para un análisis basado en el valor 
de una variable de ponderación.

— Reestructurar datos. Puede reestructurar los datos para crear un único 
caso (registro) a partir de varios casos o crear varios casos a partir de un úni
co caso.
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La generación de estadísticos descriptivos

Trabajando con sintaxis, SPSS utiliza las siguientes funciones de Estadística 
Descriptiva en cuanto a medidas de posición

HALLA LA SUMA DE LAS OBSERVACIONES DE LA 
VARIABLE A
HALLA EL VECTOR DE LAS SUMAS DE LAS OBSER
VACIONES DE LAS VARIABLES A, B, C ...
HALLA LA MEDIA DE LA VARIABLE A 
HALLA EL VECTOR DE LAS MEDIAS DE LAS VARIA
BLES A, B, C , ...
DESPLAZA EL COMIENZO DE LA VARIABLE NUMÉ
RICA NUMVAR N POSICIONES HACIA ADELANTE Y 
SUSTITUYE LAS N PRIMERAS POSICIONES POR VA
LORES DESAPARECIDOS. SE TRATA DE LA TÍPICA VA
RIABLE RETARDO DE ORDEN N.

Sin necesidad de emplear la sintaxis, en general puede trabajarse directamente con 
los comandos para analizar los datos, bien obteniendo sus Frecuencias o haciendo un 
procedimiento descriptivo:

Obtención de Frecuencias

Una vez elegido el procedimiento frecuencias donde se escogen las variables de 
interés y se marcan los estadísticos que queremos calcular en la siguiente pantalla tipo:

SUM (A)

SUM (A,B, C ...)

MEAN(A) 
MEAN(A, B, C, ...)

LAG(numvar;n)
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Los resultados que se obtienen son del tipo:

Estadísticos

Zona Ciudad Antigüedad
N Válidos 2889 2889

Perdidos 0 0
Error tip. de la media ,024 ,009
Mediana 4,00 1,00
Desv. tip 1,298 ,499
Varianza 1,684 249
Asimetría -,371 -,152
Errot tip. de asimetría ,046 ,046
Curtosis -,158 -1,978
Error tip. curtosis ,091 ,091
Rango 5 1
Mínimo 1 0
Máximo 6 1
Percentiles 25 3,00 ,00

50 oo■'l* 1,00
75 4,00 1,00

Zona Ciudad

Frecuencia Porcentaje Porcentaje
válido

Porcentaje
acumulado

Válidos Zona A 311 10,8 10,8 10,8Zona B 252 8,7 8,7 19,5Zona C 533 18,4 18,4 37,9Zona D 1302 45,1 45,1 83,0Zona E 291 10,1 10,1 93,1Zona F 200 6,9 6,9 100,0Total 2889 100,0 100,0

Antigüedad

Frecuencia Porcentaje Porcentaje
válido

Porcentaje
acumulado

Válidos Vivienda
antigua 1335 46,2 46,2 46,2
Vivienda
nueva 1554 53,8 53,8 100,0
Total 2889 100,0 100,0
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Z o n a  Ciudad

Media =3,56 
Desviación típica «1, 

298 
N =2.889

Zona Ciudad

Antigüedad

M edia *0,54 
D esviación típica =0, 

499 
N =2.889

Antigüedad
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Procedimientos Descriptivos

De forma similar al procedimiento anterior procedemos a calcular las medidas es
tadísticas con una variable numérica; la pantalla tipo será:

El grupo de resultados aportados es del tipo:

Estadísticos descriptivos (ejemplo):

N Estadístico 2889
Rango Estadístico 721620
Mínimo Estadístico 12480
Máximo Estadístico 734100
Suma Estadístico 379524352
Media Estadístico 131368/76

Error típico 1317,0
Desviación típica Estadístico 70790,82
Varianza Estadístico 5011339978,57
Asimetría Estadístico 1,994

Error típico 0,046
Curtosis Estadístico 8,098

Error típico 0,091
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3.12. E je r c ic io s

Sobre medidas de posición en distribuciones unidimensionales

 O ---------

Ejercicio 3.1. Calcular la media, la mediana y la moda de la masa salarial de una 
empresa con 500 trabajadores que tiene la siguiente distribución de salarios por in
tervalos:

É l l S s i f i i
s Jií’ dé írabáraaoris ■

600-800 € 85
800-1.000 € 45
í.000-1.200 € 10
1.200-1.400 € 15
1.400-1.600 € 10
1.600-1.800 € 85
1.800-2.000 € 155
2.000-2.200 € 10
2.200-2.400 € 45
2.400-2.600 € 5
2.600-2.800 € 10
2.800-3.000 € 20
3.000-3.200 € 5

Total 450

Respuesta

Una primera observación de esta distribución nos indica que se presenta de una 
forma técnicamente errónea; los intervalos deben ser excluyentes entre sí, lo que no se 
respeta en esta presentación; un trabajador que cobra 800 euros de salario podría estar 
entre los 85 del primer intervalo o entre los 45 del segundo intervalo; dado que coin
ciden los extremos de los intervalos, deberíamos indicar, en consecuencia, sí son ce
rrados por la izquierda y abiertos por la derecha o viceversa; no obstante, hay que re
señar que muchas presentaciones de datos adoptan un formato similar al indicado, lo 
que probablemente es un signo de que se ha elegido una presentación de este tipo más 
por su comodidad o versatilidad que por su pretensión de exactitud.
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En todo caso, adoptemos, por más correcto, una presentación más exacta ce
rrando los intervalos por la derecha; aproximando las marcas de clase y obteniendo las 
columnas auxiliares de frecuencias absolutas (¿V.) y de producto de valores por fre
cuencias (X . «.), tendremos:

Salario m ensual Marca N.° de Tota) N." acum ulado
] en euros de d a se trabajadores Salarios de trabajadores

L. i l g g l

(600-800 €] 700 € 85 59.500 85
(800-1.000 €] 900 € 45 40.500 130
(1.000-1.200 € ] 1.100 € 10 11.000 140
(1.200-1.400 €] 1.300 € 15 19.500 155
(1.400-1.600 € ] ' 1.500 € 10 15.000 165
(1.600-1.800 €] 1.700 € 85 144.500 250
(1.800-2.000 € ] 1.900 € 155 294.500 405
(2.000-2.200 €] 2.100 € 10 21.000 415
(2.200-2.400 € ] 2.300 € 45 103.500 460
(2.400-2.600 €] 2.500 € 5 12.500 465
(2.600-2.800 € ] 2.700 € 10 27.000 475
(2.800-3.000 €] 2.900 € 20 58.000 495
(3.000-3.200 € ] 3.100 € 5 15.500 500

Suma / Total 500 822.000

La media aritmética viene dada por:

_ Xjftj + x2n2 + x3n3 + ... + XyHr
W, +  «2 +  n 3  +  • • ■ +  n r

Para el cálculo de la mediana comprobamos que se trata de una distribución ade
cuadamente ordenada y obtenemos NI2 = 250; calculamos la columna de frecuencias 
acumuladas y verificamos:

— Si existe N. que es igual a N/2, en cuyo caso, la mediana, por convenio, es el 
límite superior del intervalo mediano.

t=i 82Z000 _ l644  €
N 500
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— Si existe un N. que supera a N/2, en cuyo caso, la mediana está en el intervalo 
mediano (L._,, L )  que corresponde a dicho AL

Dado que de Ne = 250 el intervalo mediano será (1.600-1.800 € ]  y estaremos en 
el primer supuesto. La mediana será por tanto en este caso igual a 1.800

Para el cálculo de la moda tenemos en cuenta que todos los intervalos son de la 
misma amplitud; en este caso la moda absoluta se situará en el intervalo que presente 
mayor frecuencia absoluta y las modas relativas en el intervalo o intervalos que su
peren la frecuencia absoluta de los intervalos contiguos.

El intervalo que más se repite y, consecuentemente, el intervalo modal absoluto es 
(1.800-2.000 € j.

Examinando la información, se obtienen también diversas modas relativas:

— En el intervalo (1.200-1.400 € ] , ya que en este intervalo el valor n. = 15 su
pera al de sus dos intervalos contiguos nu} = 10 y n.+¡ =10

—  En el intervalo (2.200-2.400 € ] , dónde n. = 45 es superior a nu¡ = 10 y a
n,+ ;= 5

— En el intervalo (2.800-3.000 € ] , dónde n. = 20 \ni } = 10 y n.+] = 5

Para obtener el punto modal exacto, aplicamos la expresión [3.7.1.] al intervalo 
modal absoluto:

Mn = L  , + — ■ c. = 1.800 + — —  200 -  1.821 
0 1-1 nM + nM 1 10 + 85

 ^ -------

E jercic io  3.2. Se ha realizado una Encuesta a 100 clientes, obteniendo la siguien
te distribución de edades:

Edad de los entrevistados n i

Menores de 10 años 5
De 10 a 20 años 10
De 21 a 30 años 15
De 31 a 40 años 20
De 41 a 50 años 15
De 51 a 60 años 20
De 61 a 70 años 10
Más de 70 años 5

Total 100

Obtener los principales estadísticos descriptivos de la distribución.
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Respuesta

Tenemos una distribución de frecuencias de una variable continua (la edad) que 
aparece agrupada por intervalos abiertos, cuyos límites o extremos vienen expresados 
en años.

A fin de facilitar los trabajos construimos la siguiente tabla:

i3 l

i -G
i i t t m T . t>51 •».*!> 5S-SJ.S « i* i ÍJi'tfSí-K.»

Menos de 10 años 5 5 5% 5 5% 25
De 10 a 20 años 15 10 10% 15 15% 150
De 21 a 30 años 25 15 15% 30 30% 375
De 31 a 40 años 35 20 20% 50 50% 700
De 41 a 50 años 45 15 15% 65 65% 675
De 51 a 60 años 55 20 20% 85 85% 1.100
De 61 a 70 años 65 10 10% 95 95% 650
Más de 70 años 75 5 5% 100 100% 375

Total 100 100% 4.050

En las que las columnas representan respectivamente:

—  La edad de los entrevistados en intervalos
—  La marca de clase «aproximada» de cada intervalo, m..
— La frecuencia absoluta, nr
— La frecuencia relativa,
— La frecuencia absoluta acumulada, N..
— La frecuencia relativa acumulada, F .3 l
— Columna m. n. obtenida para facilitar los cálculos de la media aritmética.

Como puede comprobarse, la primera decisión que se ha tomado es imputar una 
marca de clase a los dos intervalos abiertos, el menor (5 años) y el mayor (75 años) y 
aproximar una marca de clase para el resto de los intervalos; en el primer intervalo 
abierto hemos considerado la media entre 0 y 10 años y en. el segundo una edad media 
que parece razonable para los clientes mayores de 70 años; para realizar correctamente 
esta imputación puede efectuarse un pequeño muestreo entre los entrevistados en am
bos grupos de edad.

Media aritmética

Bajo el supuesto de que las marcas de clase del primer y último intervalo sean, 
respectivamente, de 5 y de 75 años, la media aritmética de la distribución es de 40,5 
años (4.050 /100  = 40,5 años).
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Medias geométrica y armónica

Con este tipo de datos no tiene un claro significado las medias geométrica y ar
mónica, por lo que no sería necesario obtenerlas; el alumno puede calcularlas como 
práctica, comprobando la desigualdad que relaciona las tres medias.

Mediana

N/2 da un valor de 50; mirando en la columna de frecuencias absolutas acumula
das N., se deduce que hay un N. que coincide exactamente con 50; se trata del co
rrespondiente al intervalo de 31 a 40 años (intervalo mediano).

En este caso, el valor exacto de la mediana coincide con el límite superior del in
tervalo, es decir, 40 años, de forma que puede afirmarse que la mitad de la población 
(50 personas) tiene menos de 40 y la otra mitad más de 40 años.

Moda absoluta

La moda absoluta corresponde a 2 intervalos con frecuencia 20 (distribución bi- 
modal); se trata de los intervalos de edad de 31 a 40 años y de 51 a 60 años. Para ob
tener el valor exacto aplicaríamos la expresión [3.7.1].

Obteniendo como valor exacto:

Mo = 31 + (15 /  (15 + 15) • 10) = 36 años.
M°o = 51 + (10 /  (15 + 10) ■ 10) = 55 años.

Habría que tener en cuenta, sin embargo, que en este caso pueden no ser total
mente aplicables los criterios válidos para la aplicación de la expresión [3.7.1], en el 
sentido de que podría considerarse que no todos los intervalos (primero y último) tie
nen la misma amplitud.

Modas relativas

No existen modas relativas.

Cuantiles

El primer cuartil se encuentra en el intervalo donde 100/4 = 25, el primer N. que 
supera esta masa acumulada es el intervalo de 21 a 30 años.
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La edad exacta en la que se situaría el cuartil, se tendría, aplicando la expresión 
[3.8.1].

rN

Qr -  A_i+ • C;

n-.

modificada en la siguiente forma:

rN
— N, 1-100 -1 5

Qi * A -1+ C; =21 +
15

■10 a  27,7

Es decir, aproximadamente, 28 años.
El segundo cuartil se corresponde con la mediana (40 años)
El tercer cuartil se encuentra en el intervalo donde las frecuencias absolutas acu

muladas superan a 75 (100 • 3/4 = 75), es decir, en el intervalo de 51 a 60 años; sí se 
quiere calcular el punto exacto, aplicando la expresión [3.8.1], se obtiene:

rN N 3-100
M -6 5

Qi = L¡-1 +

Es decir, aproximadamente, 56 años.

+ C; *51 +
20

10 = 56

Representación Gráfica

Para representar gráficamente este tipo de datos puede utilizarse un gráfico de sec
tores o de anillos; empleando cualquier programa de gráficos obtendríamos:

Distribución de ios turistas por edad

10,0 % 5,0 % 5,0 % 10,0 %

15,0%

20,0 %

15,0%  20,0%

[ ^ M e n o s  de 10 años H 3 D e  10 a 20 años l i l iD e  21 a 30 años 

I >e 41 a 50 años f l l D e  51 a 60 años 11*!De 61 a 70 años

¡De 31 a 40 años 

[M ás de 70 años
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Distribución de ios turistas por edad
5,0 % 5,0 %

10,0 °/ io,G %

20,0 %

15,0 %

15,0 %

20,0 %

o m  Menos de 10 años 

[  Je 41 a 50 años

0 3 De 10 a 20 años B lD e  21 a 30 años ¡ S D e  31 a 40 años 

^ 9 De 51 a 60 años IHUDe 61 a 70 años ^ | M á s  de 70 años

E jercicio  3.3. Suponga que cinco empleados de una oficina que son llamados a 
declarar sus gastos mensuales en telefonía móvil, reportan las siguientes cifras:

35 €  35 €  35,50 €  35,50 €  180 €

El gasto medio de los 5 empleados es de 64,20 euros ¿Es representativo este valor?

Respuesta

A simple vista puede apreciarse que el promedio no es muy representativo para 
los datos de la distribución, ya que hay un valor atípico (180 =€), que genera una im
portante alteración de la media (recordemos, en este punto la sensibilidad de la media 
a los valores extremos).

Para mejorar esta valoración deben calcularse las medidas de dispersión (parti
cularmente la desviación típica y el coeficiente de variación de Pearson) y las medidas 
de concentración, que veremos, en ambos casos, en el capítulo siguiente.

 ^ -------

E jercic io  3.4. En la siguiente tabla se presentan los datos de una compañía que 
utiliza tres niveles de mano de obra (no cualificada, semi-cualificada y cualificada) 
para producir dos productos.

La compañía desea saber el coste promedio de trabajo por hora para cada uno de 
los productos.
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\¡w l

No cualificado
Sem i-cualificado

C ualificado

5
7
9

2
5

4
3
3

Respuesta

Debemos realizar un promedio ponderado.

— Para el producto 1 sobre 8 horas de trabajo (1 + 2 + 5):

x,
p¡

1-5 + 2-7 + 5-9 _
 — o

8

— Para el producto 2 sobre 10 horas de trabajo (4 + 3 + 3):

Por lo tanto el producto 1 tiene un coste promedio de trabajo por hora de 8 €  y el 
producto 2 de 6,8 € .

Ejercicio 3.5. Un tren recorre 100,300 y 350 Km. a las velocidades medias de 50, 
60 y 70 Km. por hora. Calcule la velocidad media para el recorrido total.

Respuesta

Se debe realizar la media armónica, ya que esta medida es más representativa que 
el resto de las medias para obtener promedios de velocidades, rendimientos y pro
ductividades.

100 + 300 + 350 
100 300 350
50 + 60 + 70
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Ejercicio 3.6. Los siguientes valores corresponden al tiempo que esperan para ser 
atendidos 15 clientes de una oficina bancada (datos en minutos):

Obtener:

a) El tiempo medio de espera.
b) El tiempo máximo que esperó el 50% de los clientes.
c) El tiempo más frecuente de espera.

Respuesta

Ordenamos los valores de menor a mayor

20, 20, 20, 20, 20, 21, 22, 22, 22, 23, 23, 23, 24, 25, 25

a) La media de los valores es:

b) El valor pedido coincide con la mediana.
Al tratarse de una distribución ordenada y de tipo I, con un número de obser
vaciones impar (15 observaciones), la mediana coincide con el valor que se en
cuentra justo en medio, es decir, en octavo lugar, o sea 22 minutos; este valor 
deja 7 observaciones a su derecha y otras 7 a su izquierda.

c) La moda es 20 minutos, el valor que más se repite (5 veces).

E jercicio  3.7. Los datos que se dan a continuación representan las edades de los 
clientes de un establecimiento de venta de vehículos en el último mes.

20, 25, 22, 20, 25, 20, 21, 22, 22, 24, 23, 20, 23, 20, 23

20-5+ 21+ 22-3+ 23-3+ 24 +25-2 
15

= 22 minutos.
n

35 25 66 43 40 38 30 56 67 56 
39 33 65 53 25 37 33 52 44 48

a) Construya una distribución de frecuencias con clases 20 -  29, 30 -  39, etc.
b) Calcule la media de la muestra a partir de la distiibución de frecuencias agru-
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c) Calcule la media de la muestra a partir de los datos sin agrupar.
d) Compare las respuestas a los apartados b) y c).

Respuesta

a) Construyamos una tabla de frecuencias.

20-29
30-39
40-49
50-59
60-69

b) Busquemos la media a partir de los datos agrupados.

a i£ S i» ;:Iíí s|??if»í*iíí5|:
•*. -’ - 'h  "A .« .»  j  1  fi- 'X . «•

SlktéMiiSia  *;'-i *  -c«. - i  ■‘S -H  o- ^  ^  5. ip sie sa is
.  x... a  5 - - .  *  xv, r

20-29 24,5 2 49
30-39 34,5 7 241,5
40-49 44,5 4 178
50-59 54,5 4 218
60-69 64,5 3 193,5

Total 20 880

-Í=L 880
20

44

c) Busquemos la media a partir de los datos sin agrupar.
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d) Como era de esperar, son parecidas pero no exactamente iguales, ya que al 
agrupar los datos siempre se pierde precisión en el cálculo de los estadísticos.

 ^ -------

E jercic io  3.8. Una empresa de fabricación de maquinaria tuvo durante el último 
año 190 clientes; una vez clasificados dichos clientes por intervalos de ventas se dis
pone de la siguiente información:

100 a 120
120 a 140 
140 a 160 
160 a 180

40
70
60
20

Obtener:

a) El promedio de ventas por cliente.

b) El gerente de la empresa desea conocer el coste que tendría aplicar un des
cuento del 1% a sus mejores clientes, entendiendo como tales los que factu
raron más de 160.000 <=¿>¿Cuál sería el coste de dicha operación comercial?

b) ¿Quéporcentaje de clientes compraron entre 120 y 160 mil euros? 

Respuesta:

110 ■ 40 + 130 • 70 + 150 ■ 60 + 170 ■ 20
a) x  = -----------------------------  = 136,31 miles de euros.

Para ello se calcularon previamente las marcas de clase: 110, 130, 150 y 170.

b) El número de clientes cuyo volumen de ventas superó los 160 mil euros es 20; 
sí para el intervalo 160.000-180.000 se considera una marca de clase de
170.000 € ,  se tendrá unas ventas totales para este grupo de clientes de
3.400.000 € ; el coste de aplicar un 1% de descuento a este grupo sería, en 
consecuencia, de 34.000 € .

c) El número de clientes que compraron entre 120 y 160 mil euros es: 70 + 60 = 
130, esto corresponde al 68,4% del total.
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Ejercicio 3.9. Los siguientes datos corresponden a la superficie en hectáreas de 
una muestra de explotaciones agrarias de una determinada comarca.

49, 61, 40, 83, 67, 45, 66, 70, 69, 80, 58, 68,
60, 67, 72, 73, 70, 57, 63, 70, 78, 52, 67, 53,
67, 75, 61, 70, 81, 76, 79, 75, 76, 58, 31, 84

a) Calcule la media y la mediana.

b) Encuentre los cuartiles inferior y superior.

c) Encuentre los percentiles quinto y noveno.

d) Elimine la observación más pequeña y vuelva a calcular los apartados a), b) 
y c). Explique los resultados.

Respuesta

Ordenamos los datos de menor a mayor

31 40 45 49 52 53 57 58 58 60 61 61 63 66 67 67 67 67 
68 69 70 70 70 70 72 73 75 75 76 76 78 79 80 81 83 84

Y construimos una tabla de frecuencias, con las columnas auxiliares i (orden), 
N. (frecuencia absoluta) y x.n.:
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2.371
a) La media en este caso toma el valor x = — —— = 65,86 Has.

36

Como se trata de una distribución de tipo H y N/2 = 18 coincide exactamente 
con N(!3) (N situado en el orden 13), la mediana será el promedio de los dos va
lores centrales

67 + 68 
M  = ---------   = 67,5 Has.

b) El primer cuartil viene dado por el primer valor de la variable cuya frecuencia
36acumulada supera a N/4; en nuestro caso — ; en la tabla anterior puede

comprobarse que el valor cuya frecuencia acumulada es N. = 9 corresponde a 
una superficie de 58 Has,

58 + 60 
Luego Qi = ----    = 59 .

Esta situación se interpreta como que el 25% (un cuarto) de las explotaciones 
analizadas tienen menos de 59 Has de superficie.
El tercer cuartil vendrá dado por el primer valor de la variable cuya frecuencia

3 • 36acumulada supera a 3 N/4; en nuestro caso —- — ;; en la tabla anterior puede

comprobarse que el primer valor cuya frecuencia acumulada supera a 27 
(Nig = 28) corresponde a 75 Has.

Esta situación se interpreta como que el 75% (tres cuartas partes) de los días 
analizados tienen menos de 75 Has.

c) Para hallar el quinto percentil, k  = 0,05. Luego, nk = 36 • 0,05 = 1,8. Como el 
valor que se encuentra en el lugar 2 (primero que supera a 1,8) es 40, se con
cluye que P5 = 40.
Ello quiere decir que un 5% de las explotaciones analizadas tienen menos de 
40 Has.
Para hallar el noveno percentil, k = 0,09. Luego, nk = 36 • 0,09 = 3,24. Como 
el valor que se encuentra en el lugar 4 es 49, se concluye que P9 = 49; es decir, 
el 9% de las explotaciones tienen un máximo de 49 Has de superficie.

d) Lo mejor para obtener los ratios sin el valor más pequeño (31 Has), es volver 
a construir la nueva tabla, en este caso con 35 explotaciones:
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i ’ :v, 71 Z i' ¿ -X j* ^  - 2 3 | |

1 40 1 1 40 14 68 1 39 68
2 45 1 2 45 15 69 1 19 69
3 49 1 3 49 16 70 4 20 280
4 52 1 4 52 17 72 1 24 72
5 53 1 5 53 18 73 1 25 73
6 57 1 6 57 19 75 2 26 150
7 58 2 7 116 20 76 2 28 152
8 60 1 9 60 21 78 1 30 78
9 61 2 10 122 22 79 1 31 79
10 63 1 12 63 23 80 1 32 80
11 66 1 13 66 24 81 1 33 81
12 67 4 14 268 25 83 1 34 83
13 68 1 18 68 26 84

Total
1

35
35 84

2.340

2 340d) La media para los datos sin 31 x  -  ' = es 66,86 Has. Ahora la cantidad

de datos es impar (35), y N/2 = 17,5, por lo tanto la mediana es el primer valor 
cuya frecuencia acumulada supere este valor, es decir, 68 Has.

35 
~4

3-35
T

El primer cuartil es Qx = ——  -  8,75 =4> el valor 60

y el tercero es Q3 = — -—  = 26,25 => el valor 76 Has.

Para hallar el quinto percentil, k  = 0,05. Luego, nk = 35 • 0,05 = 1,75. El N. 
acumulado que lo supera es 2, equivalente a 45 Has, se concluye que P5 = 40.

Para hallar el noveno percentil, k = 0,09. Luego, n k -  35 • 0,09 = 3,15; el pri
mer valor que lo supera N > 3,15 es 4, por lo que se concluye que P9 = 52 Has.

 4 - -------

Ejercicio 3.10. La facturación mensual de 50 compañías de transporte durante un 
determinado mes se recogen en la siguiente tabla en miles de euros.

L ,-L . 1-1 1 (40,100] (100,200] (200,500] (500,1000]

n.i 10 20 15 5

Calcule la mediana y la moda.
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Respuesta

a) Mediana:
Tenemos una distribución agrupada en la que los intervalos tienen distin

ta amplitud; construimos una tabla de frecuencias, en la que calculamos una 
columna con la amplitud de los intervalos y otra columna con la densidad de 
los intervalos:

ni G. h. = m. fe. N,

(40, 100] 10 60 0,166667 10
(100, 200] 20 100 0,2 30
(200, 500] 15 300 0,05 45
(500, 1000] 5 500 0,010 50

IV = 50

Obtenemos el intervalo mediano; para ello calculamos

” . 25 
2 2

El valor de N. = 30 supera a 25; en consecuencia, el intervalo mediano será 
( 100, 200],

Para calcular el punto exacto en el que se encuentra la mediana utilizamos 
la expresión

M ' = L,_ 1 + -2-----------c,

en la que c. es la amplitud del intervalo (c. = L  -  L. t); en nuestro caso la am
plitud del intervalo mediano será de 100 y la expresión tomará el siguiente valor.

M  = 100 + • 100 = 175
20

Se dice, en consecuencia que la mediana se encuentra en el intervalo 
(100, 200] y que, por convenio reconocido entre los estadísticos, el punto 
mediano es 175.

b) Moda:
Para el cálculo de la moda también debe tenerse en cuenta que los inter

valos son de diferente amplitud. En la columna de densidad del intervalo h .,
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puede observarse que el intervalo de mayor frecuencia relativa es el segundo; 
en consecuencia el intervalo modal es el intervalo (100, 200].

Para el cálculo del punto modal se utiliza la expresión:

h
h;_, + h,

■ C:

Operando se tiene:

M  =100 +
0,05

0,05 + 0,1667
100 «123

Se dice, en consecuencia, por convenio reconocido entre los estadísticos, 
que la moda de la distribución está en el punto 123, es decir, que la moda es 
aproximadamente de 123.000 euros.

❖

Ejercicio 3.11. El indicador del nivel de renta mensual de cien familias de un pe
queño municipio, muestra la siguiente distribución en miles de euros:

l i J B : a n s j : ? i ® i t i m m n W 3 S B
n.i 20 30 20 15 10 5

Calcule la mediana y la moda.

Respuesta

-5.;-'-...̂  K',-. - -  ̂ i-*•• v .5 , v-.-í-Hr ti, «
í =■>  ̂ ox̂-w.:; Cl,v. . * xv«r ---a ¿3>.t- *r .i..,

[0,1] 20 1 20 20
0 ,2 ] 30 1 30 50
(2,4] 20 2 10 70
(4, 6] 15 2 7,5 85
(6, 10] 10 4 2,5 95
(10, 15] 5 5 1 100

N = 100



180 ESTADÍSTICA PARA ADMINISTRACIÓN Y DIRECCIÓN DE EMPRESAS

a) Para obtener la mediana calculamos —  = ; en las frecuencias acumu-
2 2

ladas el valor que iguala a N. = 50 con lo que el intervalo mediano será (1,2] y 
la mediana será el límite superior, luego Me = 2.

b) El intervalo modal será también el intervalo (1, 2] y la moda se obtiene resol
viendo la siguiente expresión.

K i  + K \

M  =1 + — ——  ■ 1 s  1,33 
20 +10

Ejercicio 3.12. En una encuesta aleatoria efectuada a 120 clientes de una empresa 
se obtuvieron las siguientes calificaciones (valoración de 1 a 10 sobre la calidad del 
servicio recibido) y  frecuencias:

Calidad del servicio
xi

Frecuencia
ni

1 20 20
3 30 50
4 20 70
5 40 110
7 7 117
9 3 120

Calcule la moda y la mediana.

Respuesta

a) La moda es el valor de la variable con mayor frecuencia absoluta, por lo tanto 
M  = 5; esta puntuación es el valor otorgado por el mayor número de clientes.

b) La mediana representa un valor que divide a la serie de datos ordenada en dos 
partes iguales;
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N  120 
2 "  2

60

La posición 60 de la distribución ordenada (de hecho desde la posición 60 
a la 70), corresponde al valor 4; por tanto la mediana corresponde a este valor.

E jercicio  3.13. Los salarios mensuales de 200 trabajadores de una determinada 
empresa se recogen en la siguiente distribución de frecuencias:

y v. >* as g i i f ü f l í
-|225ÍL275(Íí

n.i 25 100 50 25

Calcule la moda y la mediana.

Respuesta

% a- J<;¡- •S--»». ; 

sí-j» s?.-; S í  .

[750-1.250]
(1.250-1.750]
(1.750-2.250]
(2.250-2.750]

¡ im k i M B B B ' i!■ -í a s s a si íi »  i  i. ,  ü ;= 

1.000
1.500 
2.000
2.500

ír ir'c-tftiat-#: '*>■ «-•»

25
100
50
25

S lS I l íe l I
25

125
175
200

a) La mayor frecuencia absoluta es n. = 100 por lo que el intervalo modal será: 
(1.250,1.750]. Entonces el valor de la moda es:

M  -1 .250 +
50

25 + 50
•500 s  1.583

Realmente, con la información disponible sólo podemos decir que el 
salario más habitual en la empresa se encuentra en al intervalo 1.250-1.750 
euros; o obstante, con una estimación aproximada, podemos decir que este sa
lario es en concreto 1.583 euros.
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Esta cifra tiene la siguiente interpretación:
La marca de clase del intervalo modal es 1500 euros

L250 + L750 
2

algún convenio estadístico podría decir que esta es la cantidad que constituye 
la moda; sin embargo, el convenio antes aplicado, y el más común entre los es
tadísticos, tiene en cuenta las frecuencias de los intervalos anterior y posterior; 
en nuestro caso, sí existen 50 trabajadores que ganan entre 1.750 y 2.250 euros 
y sólo 25 trabajadores que ganan entre 750 y 1.250 euros, lo que se concluye 
es que probablemente haya más trabajadores de la mitad del intervalo modal 
en adelante (es decir de 1.500 a 1.750 € )  que los que hay de la mitad hacia el 
límite inferior (es decir de 1.250 a 1.500 € ); es por ello más probable que sea 
1.583 que 1.500.

Nb) — -  = 100. El valor de N. = 125 supera a 100, el intervalo mediano será 

(1.250, 1.750] y la mediana se calcula a través de

1 + J — 'ó
To

siendo c. la amplitud del intervalo (c. -  L¡ - Li_l).

Mp ~ 1.250-i-— --------- 500 => M  -1.625
100

La interpretación del dato es similar a la indicada para la moda.

 ^ ---------

E jercicio  3.14. Una asociación creada con la finalidad de ofrecer a sus socios 
productos de alta calidad a precios menores de los que se observan en un determi
nado mercado, registra en la actualidad 200 socios.

Debido a la imposibilidad de tener un trato directo con cada uno de sus miem
bros, decide realizar una encuesta para conocer las características socio-demográ
ficas y  los hábitos de compra de sus socios. Para ello tomó una muestra de 40 familias 
y, entre otras, se consideraron las siguientes variables:
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a) Nivel de educación del cabeza de familia, con las siguientes categorías (1 Pri
maria (completa o incompleta), 2 Secundaria incompleta, 3 Secundaria com
pleta, 4 Universitaria incompleta, 5 Universitaria completa).

b) Cantidad de personas por familia.
c) Ingresos mensuales de la familia).

Los resultados fueron:

Tabla: Educación, cantidad de personas e ingresos mensuales por familia

| í; |5
i l » i i !educación;

O3 minad
..wk.í: & S-

w'

3P'; i  :

l .-v W * ,’!-*-*.-

* '‘TiuwSc ̂
mensp l̂̂  

ífain Ufares*
W fi

f ¿ji-

■V.í.e-.íiL̂ .Vi 
»-.*•<«*

por familia

-57
1 MíilVS®||-

iinnsuales
i-.

1 1 1 250 21 1 3 800
2 1 1 280 22 3 4 1.350
3 1 200 23 5 5 1.300
4 1 500 24 3 8 2.100
5 2 1 800 25 1 1 500
6 2 1 700 26 4 2 1.800
7 2 1 350 27 3 3 2.400
8 1 2 280 28 4 3 2.200
9 2 2 600 29 2 4 900

10 5 5 2.450 30 2 4 2.000
11 2 3 450 31 1 5 450
12 2 3 350 32 4 6 2.450
13 3 4 1.700 33 5 1 1.400
14 2 4 900 34 5 3 1.200
15 2 4 600 35 5 4 2.400
16 1 2 280 36 3 4 1.600
17 3 2 450 37 5 3 2.000
18 2 2 350 38 2 3 900
19 2 3 800 39 2 4 900
20 3 4 1.100 40 4 4 1.550

En relación con la situación planteada:

—  Calcule la moda para las tres variables consideradas.

—  Construya la tabla de frecuencias adecuada para cada caso.
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Respuesta

— Variable: nivel de educación:

Construimos la tabla unidimensional de frecuencias:

Frecuencia

1 9

2 14

3 7

4 4

5 6

Total 40

Moda: La moda viene dada por el Nivel 2, es decir: Secundario incom
pleto.

— Variable: Cantidad de personas por familia:

Construimos su tabla unidimensional de frecuencias:

Cantidad de personas por familia Frecuencia

1 9
2 6
3 9
4 11

5 3

6 1

8 1

Total 40

La moda viene dada por el valor 4, es decir las familias más frecuentes son las de 
4 miembros.

— Variable: ingresos mensuales familiares

Para estudiar esta variable conviene establecer intervalos; una determina
ción arbitraria, pero apropiada, de los intervalos de clase da como resultado la 
siguiente tabla de frecuencias:
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de clase
- -  -1 ■v-V* &V A

0-500 11
500- 1.000 12
1.000- 1.500 5
1.500-2.000 4
2.000 - 2.500 8

Total 40

El intervalo modal es el de 500-1000 euros; sí queremos determinar el punto mo
dal exacto de este intervalo utilizaremos la expresión

M0 = L,._1+—  c

Cuyo valor sería:

+ nM

M  -  500 + —-— 500^656,2 
11 + 5

Es decir, sería inferior a la marca de clase del intervalo modal (750), ya que hay 
más densidad en el intervalo anterior (11 familias) que en el posterior (5 familias).

E jercicio  3.15. Una empresa dispone de los siguientes datos sobre su producción 
semanal (unidades del bien fabricado):

Tabla: Frecuencias absolutas. Producción por sem ana

Producción C antidad de sem anas

3-5 6
5 -7 9
7 -9 15
9-11 18
11 -13 2

Total 50
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Calcule la mediana de producción semanal.

Respuesta

Calculando las frecuencias acumuladas:

3 -5 6 6
5 -7 9 15
7 -9 15 30
9-11 18 48
11-13 2 50

Total 50

Tenemos una distribución con intervalos de la misma amplitud (<?. = 2). 
La mediana estará situada en el intervalo 7-9, ya que:

2 L  = 2 ^  = 25

En el intervalo 7-9 la frecuencia acumulada supera al valor medio de 25. 
Para aproximar el punto mediano exacto, podemos utilizar la expresión:

N

A* . +- 2 C/

Que nos da:

M = 1  + 2 ' ~ —— = 7 + 2■—  ■ 8,3 unidades 
15 15

E jercic io  3.16. Los siguientes datos corresponden a los meses de vida operativa 
de la flota de una compañía de transporte aéreo. Los aviones fueron divididos en gru
pos de acuerdo con su tamaño (en cuanto al número de pasajeros que pueden ocu
parlos) en las siguientes categorías: pequeño, mediano, grande y muy grande, con el 
siguiente resultado:
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Tabla: Frecuencias absolutas. 
M eses d e  vida operativa  de aviones

.-...O*. - * .

firá n d fi£
H í i í 5 ; , 2 * ' a i P m ' « P U S ?

CTande~
« r̂ S - ^ - í í ®

72 30 8 177 999 25 24 52

4 84 92 162 112 21 18 164

228 4 35 216 242 13 31 19

126 54 117 553 991 87 51 5

118 13 132 278 111 2 90 15

18 23 12 12 1 20 52 43

81 97 162 2 60 587 7 73 340

110 153 3 200 389 24 8 133

314 59 95 15 38 99 36 311

100 117 48 182 25 8 231

4 2 16 7 143 357 99

8 151 140 10 467 61

144 22 186 103 1 25

25 56 84 250 10 95

11 21 19 100 30 80

44 18 45 378 15 52

283 139 80 49 29

Efectúe un análisis exploratorio de los datos a través del cual pueda obtener al
gunas primeras conclusiones.

Respuesta

El análisis de estos datos descarta la media aritmética como medida de posición 
relevante, ya que la variable «meses de vida» presenta valores con importantes extre
mos en cada una de las categorías, lo que desvirtúa la utilización de esta medida para 
cualquier clase de análisis.

Aunque podrían efectuarse otros análisis más complejos, la medida de posición 
más conveniente es la mediana; que nos aporta la siguiente información:

M edida
’r í**V? S

Tamaño

Pequeño M ediano Grande M uy grande

Me 100 29,5 49,5 143
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Que indica que la mitad de los aviones pequeños tenían más de 100 meses de vida 
útil y la otra mitad menos de 100 meses; en el caso de los aviones medianos, el 50% 
tiene menos de 29,5 meses de vida operativa, etc.

También es interesante destacar la frecuencia de cada una de las categorías en la 
flota:

Pequeño M ediano G rande M uy G rande

27,5% 28,3% 21,7% 22,5%

E jerc ic io  3.17. Los siguientes datos provienen de una investigación efectuada 
en el Departamento de Diseño de Producto de una empresa de software.

El ensayo consistió en la aplicación de un test para medir el tiempo transcurrido 
entre los fallos producidos por un cierto software. La variable «tiempo entre fallos» 
fue medida en segundos y agrupada en los siguientes intervalos de clase:

Tabla: Cantidad de fallos segú n  tiem po

Intervalos de clase C antidad de fallos Intervalos de clase C antidad de fallos

0 -5 0 2 : 250-300 4

50 -100 3 300- 350 10
100- 150 10 1 350-400 5

150 - 200 15 400 - 450 3
200 - 250 16 ; 450-500 2

Con los datos de la investigación:

a) Represente gráficamente la distribución de frecuencias.

b) Calcule la media aritmética ponderada.

c) Responda gráfica y analíticamente, a partir de qué tiempo fallan más del 
75% del software sometido a dicho test?
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a) Variable: Tiempo entre fallos.

Intervalos 
de clase

M arca de
" , ", I l l S f i l i l í

0 -5 0 2 25 50 2 0,0286 0,0286

50 -100 3 75 225 5 0,0429 0,0715

100-150 10 125 1.250 15 0,1429 0,2144

150-200 15 1.75 2.625 30 0,2143 0,4287

200 - 250 16 225 3.600 46 0,2286 0,6573

250 - 300 4 275 1.100 50 0,0571 0,7144

300 - 350 10 325 3.250 60 0,1429 0,8573

350 - 400 5 375 1.875 65 0,0714 0,9287

400 - 450 3 425 1.275 68 0,0429 0,9716

450 - 500 2 75 950 70 0,0286 1,0000

Total 70 16.200 1,0000

18

16

« 140
1 12 
i  10
P Q

Fallos del software según intervalos de tiempo

1

In te rv a lo s  d e  t i e m p o  e n  m in u to s

Gráfico de frecuencias de los fallos
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b) $  = = 231,43 seg. CPU
70 S

c) 3 N
= 3 20 = 52,5 

4

Q3 = 300 + 50 ^ 0 )  = 300 + 12i5 = 312,5 seg. CPU

E je rc id o  3.18. Se registraron las medidas en metros de 100 productos y  se agru
paron los datos en la siguiente tabla de distribución de frecuencias:

Tabla: Frecuencias absolutas. Distribución de m edidas

1,20-1,30
1,30-1,40
1,40-1,50
1,50-1,60
1,60-1,70

5
18
42
27

a) Calcule la moda, mediana y el promedio; compare los resultados.
b) Calcule los cuartiles Qt y Q3.
c) Grafique la distribución de frecuencias relativas acumuladas y marque en la 

misma Q; , Q2 y Qr .

Respuesta

z r n m u m f i r f i i í i l i i í

i *

i*.*'#-#*’*»:*-
| 5 S S ! 1 r i p i a  í

W-Í,'í- a í i s s s í í t
1,20-1,30 5 1,25 6,25 5 0,05 0,05
1,30-1,40 18 1,35 24,30 23 0,18 0,23
1,40-1,50 42 1,45 60,90 65 0,42 0,65
1,50-1,60 27 1,55 41,85 92 0,27 0,92
1,60-1,70 8 1,65 13,20 100 0,08 1,00

Total 100 146,50 1,00
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a) _ 146,5 ,
x  = --------= 1,465 m.

100

Los intervalos son de la misma amplitud. La moda está en el intervalo 
1,40-1,50; para la aproximación del valor exacto operamos con la expresión

n¡_ i + nM
■c => M . = 1,40 + 0,10— =1,46 m.

27 + 18

La mediana está también en el mismo intervalo (N/2 = 50; 65 es el primer 
valor de la frecuencia acumulada que supera a 50 y corresponde a este inter
valo); para la aproximación del valor exacto operamos con la expresión

N

’C; M  =1,40 + 0 , 1 0 ^ —S L i  46 m.
42

b)
a  = 1,40 + 0,10 {25 23|  = 1,40 + 0,005 = 1,405 m. 
^  (65 -23)

a  = 1,50 + 0 ,lo | 75- 65! = 1,50 + 0,037 -  1,573 m. 
(92 -65 )

Q, Me Q,
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T a b l a  r e s u m e n  d e l  C a p í t u l o  3 :

Principales m edidas de posición de una d istribución unidim ensional

M edia
Aritm ética

Es la suma de todos los valores 
de la distribución dividida por 
el número total de observacio
nes.

X = — V  X; 11:
N ¿ j  1 ‘ ¡ = 1

Media
Geom étrica

Es la raíz A-ésima del producto 
de los A valores observados. G = y jx?xn2K ..xn;

M edia Es la media aritmética de los H N N
A rm ónica inversos de los valores de la va

riable.
n, «, n JL n
Xj x2 xr x¡

M ediana En una distribución de frecuen
cias con los valores ordenados 
de menor a mayor, se denomina 
Mediana al valor de la variable 
que deja a su izquierda y a su 
derecha el mismo número de 
frecuencias, es decir aquel valor 
cuya frecuencia acumulada es 
N/2.

Cuando el n.° de valores de la variable es 
impar: Me = N/2.

Cuando el n.° de valores de la variable es 
par: Me = media aritmética de los 2 tér
minos centrales de la distribución.

En las distribuciones agrupadas en inter
valos:

— -A , ,
M,=L,_t+ ^ --------- c,

ni

M oda Es el valor de una variable que 
se repite más veces, es decir, 
aquel que tiene mayor frecuen
cia absoluta.

Para distribuciones agrupadas en inter
valos:

M0 =í,_1+-^ ± ! -----c¿
ni-1 + «M

Cuartiles Son los tres valores que dividen 
la distribución en cuatro partes 
iguales; cada parte incluye, 
pues, el 25% de los valores de 
la distribución.

C, = es el valor que ocupa el lugar N¡4. 

C2 = es el valor que ocupa el lugar 2A/4. 

C3 = es el valor que ocupa el lugar 3A/4.

Para distribuciones agrupadas en inter
valos (k = 4; r = 1, 2, 3):

a - 4 - , + --------- c,ti:q '
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Tabla resum en d e l Capítulo 3:
Principales m edidas de  posición de una d istribución unidim ensional 

(Continuación}

Son los nueve valores que divi
den la distribución en diez par
tes iguales; cada parte incluye, 
pues, el 10% de los valores de 
la distribución.

.D, = es el valor que ocupa el lugar N/10. 

D2 = es el valor que ocupa el lugar 2N/10. 

[ - ]
D9 = es el valor que ocupa el lugar 9A710.

Para distribuciones agrupadas en interva
los se emplearía la misma fórmula de los 
cuartiles en la que k = 10 y r -  1,2,... ,  9.

(Vm-pliliN Son los 99 puntos o valores que 
dividen la distribución en cien 
partes iguales.

Pi = es el valor que ocupa el lugar ¿V/100. 

P2 = es el valor que ocupa el lugar 2N/100. 

[...]

P99 = valor que ocupa el lugar 99A7100.

Para distribuciones agrupadas en intervalos 
se emplearía la misma fórmula de los cuar
tiles en la que k = 100 y r = 1,2,...,  99.





Capítulo 4

LAS MEDIDAS DE DISPERSIÓN, DE 
CONCENTRACIÓN Y DE FORMA EN UNA  

DISTRIBUCIÓN DE FRECUENCIAS 
UNIDIMENSIONAL

4.1. DEFINICIÓN Y CLASIFICACIÓN

En múltiples casos las medidas de posición son insuficientes para resumir las ca
racterísticas fundamentales de una distribución; deben estudiarse, por ello, otro grupo 
de estadísticos, las medidas de dispersión, que son un complemento de las medidas de 
posición y que permiten medir lo más o menos esparcida que se encuentra la variable 
estadística entorno a la medidas de posición. A mayor dispersión menor representa- 
tividad tienen las medidas de posición para describir la distribución de frecuencias y 
viceversa.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 4.1. Analizar la edad de dos grupos de individuos representados en las 
distribuciones unitarias X e Y .

j j  .s 5.' ̂  y;  j'j -j® ? 5 *■ j-
SSiU ift

Individuo 1 14 2
Individuo 2 16 4
Individuo 3 18 5
Individuo 4 20 39
Individuo 5 22 40

Suma de edades 90 90

Media aritmética 18 18

Aplicando las medidas de posición descritas hasta ahora, se concluiría el primer y 
el segundo grupo de individuos tienen la misma media de edad, pero es evidente que 
los dos grupos son muy diferentes entre sí; uno corresponde a un grupo de jóvenes, 
mientras que el otro podría corresponder a una familia con 3 hijos. Otras medidas de 
posición, como la mediana, la moda o los cuartiles, tampoco aportan información su
ficiente para conocer adecuadamente la distribución.
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Se hace necesario, pues, ampliar la información aportada por las medidas de po
sición, investigando la «distancia» entre los valores de la distribución y los valores 
centrales; esta información la proporcionan las denominadas medidas de dispersión o 
de variabilidad.

En este capítulo veremos que también aportan información significativa sobre este 
extremo las denominadas medidas de concentración y las medidas de forma.

Veamos un esquema que nos clasifica este grupo de medidas, antes de pasar a re
alizar una breve descripción del concepto y significado de cada una de ellas.

4.2. LAS MEDIDAS DE DISPERSIÓN

Las principales medidas de dispersión son las siguientes:

4.2.1. Rango, recorrido o amplitud total de la distribución

En una distribución, con los valores previamente ordenados de menor a mayor, se 
define como la diferencia entre el mayor y el menor valor de la distribución.



LAS MEDIDAS DE DISPERSIÓN, DE CONCENTRACIÓN Y DE FORMA. 197

Se denota como R y se obtiene mediante la expresión:

Rx = xr - x y = max {x} - min {x} para 1 < i < r ; 

O lo que es lo mismo:

En el Ejemplo 4.1: Rx ~ 22 -  14 = 8
R = 4 0 - 2  = 38y

De lo que se deduce que la distribución de x  tiene menor rango (8) que la de y (38).

4.2.2. Coeficiente de apertura

Se define como la relación entre el mayor y el menor valor de la distribución:

C =

En el Ejemplo 4.1:

C =22/14 = 1,57
a p x  ‘  ’

C = 40/2 = 20
apy

Diríamos con ello que la distribución de x  tiene menor apertura que la de y .
Las medidas anteriores tienen un interés limitado por estar construidas con los va

lores extremos; para amortiguar la influencia de estos valores se emplean las si
guientes 4 medidas suavizadoras.

4.2.3. Recorrido intercuartílico

El Recorrido o Rango intercuartílico se define como la diferencia entre el tercer 
y el primer cuartil de la distribución.

*, = e3-e,

En el Ejemplo 4.1, con frecuencias unitarias tenemos, para la variable x
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f S i l t ? ■ay E'
-9̂8

Individuo 1 14 1 1 2 1 1
Individuo 2 16 1 2 4 1 2
Individuo 3 18 1 3 5 1 3
Individuo 4 20 1 4 39 1 4
Individuo 5 22 1 5 40 1 5

Para x . ,aplicando; RR rN

Qx está en el valor cuya frecuencia supera a 5/4 = 1,25, o sea en x2 = 16;
Q3 está en el valor cuya frecuencia supera a 15/4 = 3,75, es decir en xq -  20.

En consecuencia:

R = 2 0 - 1 6  = 4
1 X

Análogamente, para la variable y:

R. = 3 9 - 4  = 35
’ j

4.2.4. Rango entre percentiles

El Rango entre percentiles se define como la diferencia entre el percentil 90 y el 10:

^90

En el ejemplo 4.1:

Parax:l

PgQ está en el valor cuya frecuencia supera a 450/100 = 4,5, o sea en x5 = 22; 
P lQ está en el valor cuya frecuencia supera a 50/100 = 0,5, es decir en x { = 14.

En consecuencia:

R = 2 2 - 1 4  = 8
Px

Análogamente, para la variable y:

R  = 4 0 - 2  = 38
Py
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4.2.5. Recorrido relativo

Se define como el cociente entre el recorrido y la media aritmética y expresa el 
número de veces que el recorrido contiene a la media aritmética; su formulación 
viene dada por la expresión:

r r = = A  _ 0,44 RR = ^  = —  = 2,11
x X  18 y y n

4.2.6. Recorrido semi-intercuartílico

El Recorrido semi-intercuartílico queda definido como el cociente entre el re
corrido intercuartflico y la suma del primer y tercer cuartil:

En el Ejemplo 4.1, tendríamos:

2 0 -1 6  = ^ l = 39z 4 = 0j81
** Qs + Qi 20 + 16 Si> 0 , + Qj 39 + 4

4.2.7. Desviación media

Se llama desviación a la diferencia entre el valor de la variable y la medida de po
sición central que se considere (media aritmética, geométrica, armónica, mediana o 
moda).

Cada valor de la variable tiene una desviación respecto a la media (d¡); la suma de to-
r

das estas desviaciones multiplicadas por sus respectivas frecuencias
¡=i

es siempre cero (Véase el epígrafe 3.2.4).
Para obtener un estadístico de desviación media resolviendo esta dificultad ope

ramos de tres formas, generándose tres medidas alternativas:

a) La Desviación media o Desviación absoluta media: se define como la media 
de los valores absolutos de las desviaciones respecto a la media aritmética; se 
denota como D_, y viene dada por la expresión:
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D* * 1 ^

b) La Desviación mediana, viene dada por la siguiente expresión:

r

M e  I i  b l

En la que la media se ha sustituido por la mediana.

La tercera de estas medidas o estadísticos es la varianza, que, por su importancia, 
tratamos en el epígrafe siguiente.

Ejemplo 4.2. Calcular la desviación media y la desviación mediana en una distribu
ción de frecuencias de tipo I en la que la variable X. toma los valores 1,6, 8 y 9.

Los pasos a efectuar son los siguientes:

1. Se procede a calcular la media aritmética

i - 4

=  —  =  6
N 4

2. Se obtiene la columna x. -  x  (sgunda columna de la Tabla adjunta), restando de 
la media (6) cada uno de los valores de x¡.

3. Se obtiene el valor absoluto de esta columna ¡ x. -  x  I (tercera columna de la Ta
bla adjunta).

4. Se obtiene la mediana: aplicando el criterio convencional, calculamos N/2 = 2, 
frecuencia que coincide con N2; en consecuencia se toma como mediana la 
media de dicho valor y del siguiente: (6 + 8)/2 = 7.

5. Se obtiene x. -  Me (cuarta columna de la Tabla adjunta) y su valor absoluto 
I x ¡ - M \  (última columna de la Tabla adjunta).
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6. Aplicando las oportunas formulaciones tendremos:

n n

D
X N 4

En parecida forma se operaría con las distribuciones de tipo II y de tipo III.

4.2.8. La varianza

La varianza de una distribución se define como la media aritmética de los cua
drados de las desviaciones respecto a la media; se denota por s2 o por a 2 y su for
mulación es la siguiente:

Este estadístico se mide en el cuadrado de la unidad de la variable, por ejemplo, si 
la variable viene dada en segundos la varianza vendrá en segundos al cuadrado, lo que 
tiene una difícil interpretación.

4.2.9. La desviación típica

Para evitar este inconveniente suele operarse con la raíz cuadrada positiva de 
este estadístico; así, se conoce como desviación típica o desviación estándar (o o sx) 
de una distribución a la raíz cuadrada positiva de la varianza.

La desviación típica es la medida de dispersión más importante en estadística apli
cada; una desviación típica pequeña significa que todos los valores de la distribución 
se sitúan próximos a la media, mientras que una desviación típica elevada implica la 
existencia de valores, por exceso o por defecto, muy alejados de la media.

Las principales propiedades de la desviación típica son:

r

—  Es siempre mayor o igual que cero, ya que aunque la raíz cuadrada de la va
rianza tiene dos valores (positivo o negativo), por convenio se toma siempre el 
positivo.



202 ESTADÍSTICA PARA ADMINISTRACIÓN Y DIRECCIÓN DE EMPRESAS

— No está afectada por cambios de origen.
— Si que está afectada por cambios de escala, quedando multiplicada por el 

factor de escala cuando efectuamos un cambio de escala de la variable.

Junto a la varianza y a la desviación típica se utilizan 2 medidas parecidas, las de
nominadas Cuasivarianza y Cuasidesviación típica, cuya diferencia con las ante
riores es que en sus formulaciones se divide por N  -  1 en vez de por N.

Para su notación hay criterios diferentes: algunos autores prefieren utilizar la letra 
griega sigma (a) para la varianza y para la desviación típica y la letra s para la cuasi
varianza y para la cuasidesviación típica; otros las indican con sa _, o Cn _ r

Vienen dada por las siguientes expresiones:

En el nivel que se trata en este texto no nos detendremos en exceso en inter
pretar estos dos nuevos estadísticos; baste decir que su interés está relacionado con 
su importancia como estimadores', cuando tomamos datos de una muestra estadís
ticamente representativa y queremos inferir resultados a la población total (infe
rencia estadística), la media de la muestra puede utilizarse como estimador de la 
media de la población total (puede demostrarse que la media de la muestra es un es
timador insesgado de la media de la población); sin embargo, la varianza y la des
viación típica de la muestra no son estimadores adecuados para inferir la varianza y 
la desviación típica de la población total; por el contrario, en cambio, puede de
mostrarse que los estimadores más adecuados para inferir la varianza y la desviación 
típica poblacional son, precisamente, la cuasivarianza y la cuasidesviación típica 
muéstrales.

De esta forma, cuando estemos tratando con datos muéstrales haremos mejor en 
obtener la cuasivarianza y la cuasidesviación típica y cuando estemos trabajando 
con datos poblaciones debemos obtener la varianza y la desviación típica.

Ejemplo 4 3 . Cálculo de la varianza y de la desviación típica en la siguiente distri
bución de frecuencias de tipo I:

x

4
6

10
16
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Se obtiene la media aritmética

y se procede al cálculo de la segunda x . - x y  de la tercera columna (x. -  x)2, cuya 
suma, dividida por el número de elementos (4) proporciona la varianza.

¡ S S i iS-Sfe*» ^ 5,
i»  -?R i  

X .
v .% a s  a  >t. ■*-4ít *

.
r i

X .  —  X
^  £  >

4 -5 25
6 -3 9

10 1 1
16 7 49

Suma 36 0 84

Varianza 21

Y tendremos:

cr„ = *Ü = 21
N  4

„ V21 -  4,S8

Si consideramos que los valores corresponden a una muestra y que los cálculos se 
utilizan para obtener estimadores de los estadísticos poblacionales debemos operar 
con la cuasivarianza y la cuasidesviación típica, cuyos cálculos serían:

si-f a.2S Sj = ai y  J í i z i L ,758,5,29
x Zj N  - 1 3  x x \\Zj N - 1

Ejemplo 4.4. Cálculo de la varianza y de la desviación típica en la siguiente distri
bución de frecuencias de tipo II:
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Obtenemos la siguiente tabla auxiliar:

En la que:

—  En la primera y segunda columna tenemos los valores de la variable (x) y fre
cuencias («.).
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En la tercera columna, se construye, fila a fila, el producto necesario para ob
tener la media aritmética.

í _ y ñ i _ Z “ _i5 .
¿ i  N  50

Conocida esta media aritmética, en la cuarta columna se obtiene, fila a fila, el 
valor de (x. -  x); para ello se ha procedido a restar a cada valor de la variable la 
media aritmética de la distribución.
En la quinta columna hemos realizado la operación (x. -  x)n . , simplemente 
para comprobar que

r

í=i

—  En la sexta columna, siempre trabajando fila a fila, se eleva al cuadrado el va
lor de la columna 4, obteniéndose con ello el valor (x -  x)2.

— Finalmente en la séptima columna se obtiene, también fila a fila, el valor de la 
expresión (x. -  x)2n:, para ello multiplicamos el valor de la columna quinta por 
el valor de la columna segunda.

—  La suma de la séptima columna dividida por 50 (n = 50), nos dará el valor de 
la varianza (87,56).

a?

La raíz cuadrada positiva de de la varianza nos dará la desviación típica:

sx = y]$ 7,56=9,36.

En las distribuciones de tipo III se opera en la misma forma tomando x. como la 
marca de clase de los intervalos.

Cálculo de la varianza mediante los momentos

En el epígrafe 3.9 del capítulo anterior, se estableció el concepto estadístico de 
«momento» (definiendo los momentos respecto al origen, representados por la letra 
«a» y los momentos respecto a la media, representados por la letra «m»).

En aquel capítulo se avanzaba ya que al momento de orden 2 respecto a la media
r

m ,, definido como ru  -  > (x¡ -  x ) — , se le denomina varianza.
N
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Se indicaba asimismo una relación matemática que permite obtener los momentos 
de segundo orden en función de los momentos de primer orden y en que en el caso 
concreto de la varianza viene dada por la expresión:

m2 = a2~ a \ = a2- x 2 [4.2.9]

O lo que es lo mismo, la varianza también se define como el momento de orden 2 
respecto al origen menos la media aritmética elevada al cuadrado.

Ejemplo 4.5. Obtener la varianza de la distribución del ejemplo 4.4. utilizando el mé
todo de los momentos:

Para aplicar este método necesitamos conocer

Para ello construimos la siguiente tabla

ilü il m sss
4 7 28 16 112
7 5 35 49 245
8 8 64 64 512
9 5 45 81 405
12 3 36 144 432
16 4 64 256 1.024
21 3 63 441 1.323
25 7 175 625 4.375
30 8 240 900 7.200

Suma 50 750 3017 15.628

<*i

«2 =

r

- 2
xín¡
~W

N

750
50

15.628
50

= 15

= 312,6

Varianza: m2 = a2- a 2 = 312,6- 152 = 312,6-225 = 87,56
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En la que las columnas 1.a, 2.a y 3.a coinciden con la tabla anterior y las columnas 
cuarta y quinta corresponden, respectivamente, al cuadrado de los valores de la va
riable y a este valor multiplicado por las frecuencias; aplicando la expresión [4.2.9.] 
obtenemos para la varianza el mismo resultado que el procedimiento anterior.

El alumno puede elegir para el cálculo de la varianza y de la desviación típica el 
procedimiento que le resulte más cómodo.

Como hemos indicado con anterioridad, tanto la varianza como la desviación tí
pica vienen influidas por la unidad en la que se mide la variable, de forma que si cam
biamos de unidad de medida, realizando un cambio de escala, como los indicados en 
el epígrafe 3.2.4 para la media aritmética, los valores de estos estadísticos se verían a 
su vez modificados.

Para eliminar la influencia de la unidad de medida y poder comparar la dispersión 
de dos distribuciones entre sí, se emplea, una medida «escalar», es decir, que no lle
ve asociado ninguna unidad de medida; la más empleada en Estadística es el Coefi
ciente de Variación de Pearson.

4.2.10. El Coeficiente de Variación de Pearson

El Coeficiente de Variación de Pearson se define como el cociente entre la des
viación típica y la media aritmética. Representa, en consecuencia, el número de veces 
que la desviación típica contiene a la media

Se expresa indistintamente como

_ a
x

O en porcentajes, como:

y = =  • 100 
x

Es una medida de dispersión relativa que permite comparar distribuciones dife
rentes, es decir, distribuciones que no vienen expresadas en las mismas medidas.

Este coeficiente es adimensional, ya que al venir expresada tanto la desviación tí
pica como la media en la misma unidad y estar definido como un coeficiente, dicha 
unidad de medida queda anulada (simplificada).

El coeficiente no varía, por tanto, ante cambios de escala, pero sí ante cambios de 
origen. Para la interpretación de este ratio debe tenerse en cuenta, que:

—  Si y = 0 la representatividad de la media es máxima.
—  Valores menores de la unidad indican que el promedio representa adecuada

mente a la distribución de frecuencias, ya que la dispersión es inferior a la me-
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día aritmética; en concreto, a partir de y > 0,5 podríamos considerar que la me
dia tiene una baja representatividad.

—  A partir de la unidad hay que rechazar el promedio (media aritmética) como 
parámetro representativo de los datos de la distribución.

Volviendo al Ejemplo 4.1, tendríamos:

i ü l l l i l i l í
Individuo 1 
Individuo 2 
Individuo 3 
Individuo 4 
Individuo 5

14 años 
16 años 
18 años 
20 años 
22 años

2 años
4 años
5 años

39 años
40 años

Suma de edades 90 años 90 años

Media aritmética 18 años 18 años

Desviación típica 2,83 años 17,6 años

Coeficiente de variación de Pearson 0,16 0,98

Lo que aplicando el criterio anterior nos llevaría a concluir que la media aritmética 
no es una medida representativa para la variable y, mientras que sí tiene una repre
sentatividad adecuada para la variable x.

Nótese que mientras la variable y los estadísticos media aritmética y desviación tí
pica van expresados en una unidad de medida (años) el Coeficiente de Variación de 
Pearson es una unidad adimensional.

4.3. MEDIDAS DE CONCENTRACIÓN

Las medidas o estadísticos de concentración miden el mayor o menor grado de 
equidad o igualdad en la distribución o reparto de los valores de una variable; se uti
lizan para analizar los aspectos redistributivos de variables como la renta, la riqueza, 
los salarios, etc.

Las posibilidades de concentración van desde la concentración máxima (cuando 
uno sólo individuo percibe el total y los demás nada —reparto no equitativo— , hasta 
la concentración mínima, cuando el total analizado está repartido por igual entre to
dos los valores de la variable —reparto equitativo— .

Las medidas de concentración más utilizadas son el índice de Gini y la curva de 
Lorenz.
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4.3.1. índice de Gini

Es la medida de concentración más utilizada; se calcula a través de la expresión:

I G = l f —

Este índice toma valores comprendidos entre 0 y 1; toma el valor 0 cuando la va
riable está distribuida de forma muy homogénea y valor 1 cuando está muy concen
trada (toda la renta está en las manos de un individuo).

Veamos su cálculo, significado e interpretación con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.6. Estudiar la concentración de la masa salarial en dos empresas, cuya dis
tribución de salarios es la siguiente:

Salario M ensual en euros

SifiiSSlIlíSí
N.° de trabajadores 

de la Em presa A
N.ü de trabajadores 

de la em presa B

[500-900] 200 125
[900-1.300] 40 135
[1.300-1.700] 25 165
[1.700-2.100] 135 575

Obtenemos la siguiente tabla auxiliar para la empresa A:

n. iV. I J*f* i A./»
X. x. n. «. = Acumulado 

de x. ■ n. 9, P, - <¡¡

[500-900] 200 200 0,500 700 140.000 140.000 0,292887 0,2071
[900-1.300] 40 240 0,600 1.100 44.000 184.000 0,384937 0,21506
[1.300-1.700] 25 265 0,663 1.500 37.500 221.500 0,463389 0,19911
[1.700-2.100] 135 400 1,000 1.900 256.500 478.000 1 0

Suma 400 478.000 0,62128

l »
1,763
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En la que:

— Se comprueba que los valores de la variable están ordenados de menor a 
mayor.

—  Se calculan las frecuencias acumuladas N..
t

—  Se obtiene la columna p. dividiendo la columna N. por el valor N  -  400.
—  Se calculan las marcas de clase (x) y el producto x.-n..
— Se obtiene el valor de la columna a  de la siguiente forma:

• Para el primer intervalo (500-900] será w{ = * • « => 700 • 200 =
140.000.

• Para el segundo intervalo (900-1.300] será: «2 = u l + x 2 • n2 => 
140.000 + (1.100 ■ 40) = 184.000.

• Para el tercer intervalo (1.300-1.700] será: «3 = m2+ x3 • n3 => 184.000 + 
(1.500 ■ 25) -  221.500.

• Etc.

— Se obtiene la columna q. dividiendo la columna u. por el valor de la suma de la 
columna x  • n..I i

—  Finalmente se obtiene la columna p. -  q . , cuyo sumatorio constituye el nu
merador del cociente que da lugar al índice de Gini.

/G = S  ^  ^  =_ °-621286 0,621286
0,5 + 0,6 + 0,663 1,7625

2L Pi
i=1

Para la empresa B tendremos:

/; U ¡ § Pf -  
A n x ¡ X, n i

» Al IIIIMllillil»
de x.  • n. P r Q i

[500-900] 125 125 0,125 700 87.500 87.500 0,055520 0,069479
[900-1.300] 135 260 0,260 1.100 148.500 236.000 0,149746 0,110253
[1.300-1.700] 165 425 0,425 1.500 247.500 483.500 0,306789 0,118210
[1.700-2.100] 575 1.000 1,000 1.900 1.092.500 1.576.000 1 0

Suma 1.000 1.576.000 0,297944

0,810
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De dónde:

{ P í -Q í )

Pi

0,297944
0,81

= 0,3678

Como lGb > IGa deducimos que la concentración de salarios es más alta en la em
presa B que en la empresa A.

4.3.2. Curva de Lorenz

La curva de Lorenz es una forma gráfica de mostrar la dispersión o concentra
ción de una distribución; tanto en abscisas como en ordenadas la gráfica parte del ori
gen (0,0) y termina en el punto (100,100); sí la variable estuviese distribuida de forma 
equitativa la curva coincidiría con la línea de 45 grados que pasa por el origen, mien
tras que si es totalmente desigual (un valor concentra toda la masa de la distribución) 
la curva coincidiría con el eje horizontal hasta el punto (100,0) donde saltaría al 
punto (100,100); en general la curva se encuentra en una situación intermedia entre es
tos dos extremos.

Sí se trata de representar el grado de concentración de la renta en una población se 
representa en el eje de abscisas la población ordenada de forma que los percentiles de 
renta más baja quedan a la izquierda y los de renta más alta quedan a la derecha; en el 
eje de ordenadas se representan de abajo a arriba los percentiles acumulados de renta.

En el gráfico adjunto se representan 3 distribuciones de población; en la primera 
(línea diagonal A) la distribución de la renta es equitativa (el 50% de la población dis-

100%

80%

60% |  
tu 
0)

40% 5

20%

20% 40% 60% 80% 100%

Porcentaje acumulativo de población
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pone del 50% de la renta), en la segunda (línea B) la distribución es menos equitativa 
que en la primera (el 60% de la población sólo dispone de un 45% de la renta), pero 
más equitativa que en la tercera (dónde el 75% de la población apenas dispone de un 
35% de la renta).

El índice de Gini es aproximadamente el área comprendida entre la diagonal y la 
curva de Lorenz, dividida por el área del triangulo formado por los puntos (0, 0), 
(100,0) y (100,100).

Ejemplo 4.7. Obtener el índice de Gini y la curva de Lorenz en una empresa que tie
ne la siguiente distribución de salarios de sus empleados (expresado en =€):

850
1.000
1.250
2.000
3.500

20
12
5
3
2

Construimos la tabla que necesitamos para calcular el índice:

l i l i , . - - ■ 1 0 0
v % ¿'¿i y ** **

qt = ~  ■ 100 Pí - 4 i

20 47,62 17.000 35,23 12,39
32 76,19 29.000 60,10 16,09
37 88,10 35.250 73,06 15,04
40 95,24 41.250 85,49 9,75
42 100,00 48.250 100,00 0

El índice de Gini será:

(47,62 -  35,23) + (76,19 -  60,10) + (88,10 -  73,06) -f (95,24 -  85,49)

53,26
/g (47,62 + 76,19 + 88,10 + 95,24)

307,14
= 0,173

El valor del índice es bastante próximo a 0, por lo que se puede afirmar que la 
renta está bastante distribuida entre todos los empleados.
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Representamos gráficamente la curva de Lorenz:

q¡%

4.4. LAS MEDIDAS DE FORMA

Las medidas de forma son de dos tipos: medidas de asimetría y medidas de curtosis.

4.4.1. Medidas de asimetría

Son medidas que tratan de indicar el grado de simetría con el que se agrupan los 
valores de una distribución en tomo a sus medidas centrales (generalmente la media 
aritmética o la mediana).

Decimos que una distribución es simétrica respecto a la media o respecto a la me
diana sí al lado derecho de la misma queda la misma masa, es decir la misma cantidad 
de frecuencias que al lado izquierdo.

Visualmente decimos que una distribución es simétrica cuando el gráfico que la 
representa es simétrico respecto de la recta x  = x o  respecto a la recta x  = Me. 

Gráficamente:

Asim etría  pos itiva  S im etría  Asim etría  negativa
a la derecha (As > 0) (As = 0) a la izquierda (As < 0)
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Cuando realizamos un estudio descriptivo es altamente improbable que la distri
bución de frecuencias sea totalmente simétrica, por lo que en la práctica diremos que 
la distribución de frecuencias es simétrica cuando lo es de un modo aproximado 
(Coeficiente de asimetría (As) próximo a 0).

El estadístico más empleado para obtener la asimetría es el Coeficiente de asi
m etría de Fisher; este estadístico está basado en el momento de tercer orden y se ob
tiene con la siguiente expresión:

M,a, = -2 . = J=1__________
gl cr3 N a 3

En la que c  es la desviación típica5, de forma que:

m3 ' } '
gl = ^ f  -------

¿-i

la distribución puede ser simétrica o no, pero si es simétrica se dará 
siempre que g2 = 0.

Si g, < 0 => la distribución es asimétrica a la izquierda.
la distribución es asimétrica a la derecha.

Algunos autores prefieren utilizar otras medidas de asimetría relacionadas con la 
mediana y/o con los cuartiles; algunas de las formulaciones propuestas vienen dadas 
por las siguientes expresiones:

Si 8i = 0 =>

Si < 0 =>
Si Si > 0

Coeficiente de Asimetría de Pearson: A - * " * -y s

Coeficiente de asimetría de Bowley: Q ^ Q l - 2 M e

G , - G ,

Coeficiente empleado por la hoja de 
cálculo Excel de Microsoft3: ( A - l ) ( A - 2 ) ^ l  í  J

5 En vez de la desviación típica a ,  algunos autores consideran que es mejor trabajar con ia cuasides-

viación típica, 5 = V—— —— ------- ; formalmente debería trabajarse con la cuasidesviación típica si tene

mos datos muéstrales y con la desviación típica si los datos son poblaciones; en la práctica ambas fórmulas 
son equivalentes a efectos de la medición de la asimetría.
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Valores nulos de estos coeficientes indican que puede tratarse de una distribución 
simétrica, mientras que valores positivos indican que la asimétrica es a la derecha de 
la inedia o de la mediana y valores negativos señalan una asimetría a la izquierda.

4.4.2. Medidas de apuntamiento o curtosis

Las medidas de apuntamiento o curtosis tratan de estudiar la distribución de fre
cuencias en la zona media, es decir, el mayor o menor número de valores de la varia
ble alrededor de la media dará lugar a una distribución más o menos apuntada.

Para estudiar el apuntamiento hay que definir una distribución tipo que nos sirva 
de referencia. Esta distribución es conocida como la distribución Normal o la curva de 
Gauss y se corresponde con numerosos fenómenos de la naturaleza. Su forma es la de 
una campana en donde la gran mayoría de los valores se encuentran concentrados al
rededor de la media, siendo escasos los valores que están, en ambos extremos, muy 
distanciados de ésta.

La representación gráfica de la distribución Normal es:

Representación grá fica  de la  d is tribu c ió n  norm a!

AI tomar como referencia esta curva se dice que otra distribución es más apun
tada que la distribución Normal (leptocúrtica) o menos apuntada (platicúrtica). A las 
distribuciones que se asemejan a la distribución Normal se les denomina mesocúr- 
ticas.

El Coeficiente de Curtosis de Fisher nos mide el grado de apuntamiento de la 
distribución sin necesidad de efectuar la representación gráfica de la misma. Este co
eficiente está relacionado con el momento respecto a la media de cuarto orden m4 y 
viene dado por la expresión:

En la que recordemos que m4 se obtiene mediante la expresión:
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r

m4 =
N

De forma que:
r

Si g2 = 0 => la distribución será mesocúrtica o Normal.
Si g2 < 0 =s> la distribución es platicúrtica o menos apuntada que la Normal.
Si g2 > 0 =» la distribución es leptocúrtica o más apuntada que la Normal.

Existen otras formulaciones para obtener este coeficiente de curtosis; en concre
to, el empleado por la hoja de cálculo Excel para medir la curtosis viene dado por la 
siguiente expresión:

4.5. LAS MEDIDAS DE DISPERSIÓN, FORMA Y CONCENTRACIÓN 
EN HOJA DE CÁLCULO EXCEL Y EN SPSS

4.5.1. Las medidas de dispersión, form a y concentración en Excel

Siguiendo el esquema indicado en el capítulo 3, la siguiente Tabla muestra las 
funciones estadísticas para obtener las principales medidas de dispersión, forma y 
concentración estudiadas en este capítulo y su formulación en Excel:

Que en la práctica es equivalente a la aquí formulada.

Funciones estadísticas más empleadas en Excel

ESTADÍSTICA FORMULACIÓN

Desviación estándar (muestra) 
Desviación estándar (población) 
Varianza (muestra)
Varianza (población)
Curtosis
Coeficiente de asimetría
Rango
Mínimo
Máximo

=DESVEST(rango)
=DESVESTP(rango)
=VAR(rango)
=VARP(rango)
=CURTOSIS (rango) 
=COEFICIENTE.ASIMETRÍA(rango) 
=MAX(rango)-MIN(rango) 
=MIN(rango)
=MAX(rango)
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Como hemos indicado en el epígrafe 3.10.1 para mayor comodidad puede utili
zarse el mismo método de las Macro herramientas de Excel para obtener de forma 
conjunta este grupo de estadísticos.

4.5.2. Las medidas de dispersión, forma y concentración en SPSS

Trabajando con sintaxis, SPSS utiliza las siguientes funciones de Estadística
Descriptiva en cuanto a medidas de dispersión

SD(A) Halla la desviación típica de la variable A

SD(A, B, C, ...) Halla el vector de las desviaciones típicas de las variables
A, B, C, ...

VARIANCE(A) Halla la varianza de la variable A.

VARIANCE(A, B, C ,...) Halla el vector de las varianzas de las variables A, B, C, ...

CFVAR(A) Halla el coeficiente de variación de la variable A.

CFVAR(A, B, C , ...) Halla el vector de coeficientes de variación de las variables
A, B, C, ...

MAX(A) Halla el máximo de las observaciones de la variable A.

MAX(A, B, C, ...) Halla el vector de los máximos de las observaciones de
las variables A, B, C , ...

MIN(A) Halla el mínimo de las observaciones de la variable A.

MIN(A, B, C, ...) Halla el vector de los mínimos de las observaciones de las
variables A, B, C, ...

Los estadísticos de dispersión, forma y concentración se obtienen de la forma ya 
indicada en el epígrafe 3.10.2; desarrollamos aquí, además, la opción «Explorar» 
que nos ofrece un conjunto de operaciones para representar gráficamente los datos, 
examinar visualmente sus distribuciones para varios grupos y otras opciones más 
complejas para las que más adelante explicaremos su interpretación.

Veamos un ejemplo:
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Zona ciudad

Casos

Válidos Perdidos Total

N Porcentaje N Porcentaje N Porcentaje

P r e c i o  v i v i e n la
Zona A 311 100,0% 0 ,0% 311 100,0%
Z ona B 252 100,0% 0 ,0% 252 100,0%
Z ona C 533 100,0% 0 ,0% 533 100,0%
Zona D 1302 100,0% 0 ,0% 1302 100,0%
Zona E 291 100,0% 0 ,0% 291 100,0%
Zona F 200 100,0% 0 ,0% 200 100,0%

Zona c iu d a d
P e r c e n t i le s

5 10 25 50 75 90 95
Promedio
ponderado
{d e f in ic ió n
1)

P rec io  V ivienda 
Zona A 
Zona B 
Zona C 
Zona D 
Zona G 
Zona F

85180,40
70410.70 

100723,00
37783.70 
34244,80 
56351,26

99924,00
91498,20

113600.00
49802.00 
49095,69 
71247,78

138282.00
120876.50
129321.00

69543.50 
78121,90 

103779,62

200500.00
159200.00
149500.00 
93850,0(

113031,18
142828,59

266860,00
228065,50
171620.00
117110.00 
151815,63 
174058,56

325758.00
299013.00
196900.00
136702.00 
179443,49 
197050,40

377460.00
382866.00
218230.00 
151822,60 
194054,72 
226557,85

Bisagras
de
Tukey

P recio_V ivien da  
Zona A 
Zona B 
Zona C 
Zona D 
Zona E 
Zona F

138361.00
120885.00
129400.00
69552.00 
76650,95

104413,80

200500.00
159200.00
149500.00
93850.00 

113031,18 
142828,59

265280.00
227631.00
171620.00
117110.00 
151815,63 
173534,31
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D e s c r i p t i v o s

Zona
ciudad

Estadís
tico

Error
tip.

precio_ Zona A Media 212464,01 5633,457
vivienda Intervalo de confianza Límite inferior 201379,36

para la media al 95% Límite superior 223548,66

Media recortada al 5% 205960,84
Mediana 200500,00
Varianza 9,9E+009
Desv. tip. 99347,091
Mínimo 39340
Máximo 734100
Rango 694760
Amplitud intercuartil 128578
Asimetría 1,392 ,138
Curtosis 4,481 ,276

Zona B Media 182624,67 5958,385
Intervalo de confianza Límite inferior 170889,87
para la media al 951 Límite superior 194359,48

Media recortada al 5% 174960,51
Mediana 159200,00
Varianza 8,9E+009
Desv. tip. 94586,424
Mínimo 20380
Máximo 591900
Rango 571520
Amplitud intercuartil 107189 ,153
Asimetría 1,437 ,306
Curtosis 2,928

Zona C Media 153270,26 1773,210
Intervalo de confianza Límite inferior 149786,91
para la media al 95% Límite superior

156753,62
Media recortada al 5% 151434,58
Mediana 149500,00
Varianza l,7E+009
Desv. tip. 40937,726
Mínimo 18800
Máximo 410042
Rango 391242
Amplitud intercuartil 42299
Asimetría 1,333 ,106
Curtosis 6,937 ,211
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Descriptivos (continuación)
Zona

ciudad Estadístico Error
t ip .

Precio_ Zona D Media 94926,86 1102,052
vivienda Intervalo de confianza Límite inferior 92764,87

para la media al 951 Límite superior 97088,86

Media recortada al 51 93242,71
Mediana 93850,00
Varianza l,6E+009
Desv. tip. 39765,617
Mínimo 12480
Máximo 403530
Rango 391050
Amplitud intercuartil 47567
Asimetría 1,651 /  ÜOo
Curtosis 9,054 ,136

Zona E Media 115911,49 3109,154
Intervalo de confianza Límite inferior 109792,12
para la media al 95% Límite superior 122030,86

Media recortada al 5% 113887,00
Mediana 113031,18
Varianza 2,8E+009
Desv. tip. 53038,186
Mínimo 20764
Máximo 421427
Rango 400663
Amplitud intercuartil 73694
Asimetría ,918 ,143
Curtosis 3,315 ,285

Zona F Media 142042,78 3942,082
Intervalo de confianza Límite inferior 134269,17
para la media al 95% Límite superior 149816,40

Media recortada al 5% 139218,11
Mediana 142828,59
Varianza 3,lE+009
Desv. tip. 55749,465
Mínimo 34245
Máximo 487631
Rango 453387
Amplitud intercuartil 70279
Asimetría 1,422 ,172
Curtosis 7,162 ,342
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V a l o r e s  e x t r e m o s

Zona Ciudad Número 
del caso Valor

precio_Vi-
vienda

Zona A Mayores 1 
2
3
4
5

303
4

291
210
207

734100
726200
595500
536600
484900

Menores 1 
2
3
4
5

239
267
238
234
233

39340
50242
50400
50400
50400

Zona B Mayores 1 442 591900
2 512 552050
3 489 523960
4 510 505000
5 443 489640

Menores 1 563 20380
2 371 23540
3 530 34600
4 520 34600
5 379 34600

Zona C Mayores 1 631 410042
2 629 388204
3 632 345070
4 651 331042
5 630 311924

Menores 1 817 18800
2 815 21960
3 963 26700
4 842 40480
5 858 45186

Zona D Mayores 1 1738 403530
2 1392 379232
3 1387 354900
4 1391 354900
5 1390 313820

Menores 1 2188 12480
2 1442 12480
3 2067 12796
4 2153 13270
5 2097 13428a
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Valores extremos (continuación)

Zona Ciudad Número 
del caso Valor

Precio_ Zona E Mayores 1 2543 421427
Vivienda 2 2446 301899

3 2537 262057
4 2501 256664
5 2502 243643

Menores 1 2491 20764
2 2637 21363
3 2679 22262
4 2644 23760
5 2588 24059

Zona F Mayores 1 2694 487631
2 2746 348791
3 2735 289916
4 2798 261458
5 2705 253828

Menores 1 2781 34245
2 2814 44730
3 2693 51919
4 2696 52219
5 2702 53258

a En la-tabla de valores extremos menores sólo se muestra una lista
parcial de los casos con el valor 13428.
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4.6. E je r c ic io s

Sobre medidas de dispersión, concentración y 
forma en distribuciones unidimensionales

 4 » -------

Ejercicio 4.1. Los siguientes datos representan los porcentajes del ingreso familiar 
asignados a la compra de alimentos en una muestra de 30 compradores.

26 28 30 37 33 30 29 39 49 31 38 36 33 24 34
40 29 41 40 29 35 26 42 36 37 35 44 32 45 35

a) Calcule el rango o amplitud.
b) Calcule el rango o recorrido intercuartñico.

c) Calcule el rango entre percentiles.

d) Calcule el recorrido relativo.
e) Calcule el recorrido smMntercuartílico.

Respuesta

Ordenamos los datos de menor a mayor.

24 26 26 28 29 29 29 30 30 31 32 33 33 34 35
35 35 36 36 37 37 38 39 40 40 41 42 44 45 49

Y procedemos a obtener la columna de frecuencias acumuladas:

S i l ! X . l i l i
1 24 i 1 11 36 2 19
2 26 2 3 12 37 2 21
3 28 1 4 13 38 1 22
4 29 3 7 14 39 1 23
5 30 2 9 15 40 2 25
6 31 1 10 16 41 1 26
7 32 1 11 17 42 1 27
8 33 2 13 18 44 28
9 34 14 19 45 1 29

10 35 3 17 20 49 1 30
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a) Tomamos el valor máximo y el mínimo, para obtener, posteriormente la diferencia:

= 49]
v = 9 4  =*  K - ^ - ^ - 4 9 - 2 4 - 2 5

múi ^  J

b) Se procede a calcular Qv obteniendo

—  = —  = 7,5 
4 4

el primer valor que supera a 7,5 en las frecuencias acumuladas es Fs = 9; por lo 
tanto Qx = 30; en la misma forma se tiene, para calcular Qv  que

^  = ^ . 2 2 , 5  
4 4

el primer valor que supera el 22,5 en la columna de frecuencias acumuladas es 
el que tiene como frecuencia acumulada 23, es decir el 39.

Por lo tanto, R. = Q3 - Q x = 9.
c) Para calcular P1Q, k  = 0,10 => nk~  30 • 0,10 = 3. Por lo tanto hay que hacer el 

promedio entre los valores situados en los lugares 3 y 4. Luego,

r io ~ 2

Para calcular P9Q, k  = 0,90 => nk = 30 • 0,90 = 27. Por lo tanto hay que 
hacer el promedio entre los valores entre los lugares 27 y 28. Luego,

P  - « ± 4 4 - 4 390 2

Concluimos que el rango entre percentiles es: R = P90 -  PlQ = 43 -  27 = 16.

d) El recorrido relativo es

Ri 25
34,76

e) El recorrido semi-intercuartílico es

0,72
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Como la media es 34,76 y la mediana 35 se obtienen:

X i l i l i ; l x . - x \ n .** r4.-

«¡..i,**  .■* 

■Í.S*S5
*  ? >«' m s m s

24 i 10,77 11 36 2 2,47 2

26 2 17,53 18 37 2 4,47 4

28 1 6,77 7 38 1 3,23 3

29 3 17,30 18 39 1 4,23 4
30 2 9,53 10 40 2 10,47 10

31 1 3,77 4 41 1 6,23 6
32 1 2,77 3 42 1 7,23 7
33 2 3,53 4 44 1 9,23 9
34 1 0,77 1 45 1 10,23 10
35 3 0,70 0 49 1 14,23 14

Suma 145,47 145

1 r —iD- = — > \x¡ -  x\n, x N ¿,\ > I '
1 20

D- = —  > U-- x\n. *» 
J 30 4 '  ‘ 1 '

145,47
30

» 4,85

I r

n t i

i 20 | a^
D-  y \x . - M \n .< --------- 4,83

M e  2 0  " l 1 30

  ❖  -----

E jercicio  4 3 .  Calcule la varianza de los datos del ejercicio 4.1.

Respuesta

Vamos a obtenemos la varianza mediante el método normal y mediante el método 
de los momentos.

a) Aplicamos la fórmula de la varianza o 2x = 1 ~— 1 para lo que necesi

tamos obtener primero la columna (xi-x)nj y  luego la columna (x-x)2n..
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a f e : S i »
S í i S i í S :

vi v;
t f e s

24 -10,77 115,92 36 2 2,47 3,04

26 2 -17,53 153,71 37 2 4,47 9,98

28 1 -6,77 45,79 38 1 3,23 10,45

29 3 -17,30 99,76 39 1 4,23 17,92

30 2 -9,53 45,44 40 2 10,47 54,78

31 1 -3,77 14,19 41 1 6,23 38,85

32 1 -2,77 7,65 42 1 7,23 52,32

33 2 -3,53 6,24 44 1 9,23 85,25

34 1 -0,77 0,59 45 1 10,23 104,72

35 3 0,70 0,16 49 1 14,23 202,59

Suma 0 1.069,37

Donde la varianza, aplicando el método directo tomará el siguiente valor:

_ 2 _ y  (*,■-*)*«.■_ 1.069,37 _ 35 65
x t í  N  30

b) Aplicamos la fórmula de la varianza en función de los momentos respecto al 
origen: <72 = m2 = a2~ a 2 = a2- x 2.

Conocemos que a ^ - x ~  34,76; por lo que a 2 = 1.208,72.
Necesitamos conocer

para ello obtenemos la columna x2n¡ y procedemos a su sumatorio:
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y 1 I

24 1 576 36 2 2.592
26 2 1.352 37 2 2.738
28 1 784 38 1 1.444
29 3 2.523 39 1.521
30 2 1.800 40 2 3.200
31 1 961 41 1 1.681
32 1 1.024 42 1 1.764
33 2 2.178 44 1 1.936
34 1 1.156 45 1 2.025
35 3 3.675 49

Suma
1 2.401

37.331

De donde se deduce que:

' xfn; 37.331V £ ^ . £ ^ - L 244#37
£  N  30

Y, por consiguiente:

c 2 = a2- x 2 = 1.244,37 -  1.208,72 = 35,65

Ejercicio 4,4. Teniendo en cuenta los datos de los Ejercicios 4.1 ;y 4.2, calcule la 
desviación estándar.

Respuesta

Una vez conocida la varianza en el ejercicio anterior, se trata simplemente de ob
tener la raíz cuadrada positiva de este estadístico:

o 2 = 35,65 ct = = -v/35,65 =5,97

Ejercicio 4.5. Los siguientes valores corresponden a la facturación diaria, en 
miles de euros, durante 15 días consecutivos de un supermercado:
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20 25 22 20 25 20 21 22 22 24 23 20 23 20 25 

Calcule la desviación estándar.

Respuesta

Obtenemos la media aritmética de los valores:

2 * ' " '  2 X< 332
j=l -------- -  = 22,13

N N  15

Calculamos las columnas x . - x  y ( x . - x f .

5 •<. vS ;k * V -*> - 
fc* A* «-a *4*1% » .«.i sf. te, ^ 3,

- -  - „ _ _ ̂
■ ~ - fX' ̂ X r  v"
m ñ m ú n

•‘•ÍÍ-Í*Í'WÍ».:•> 'fi *' r—' > “ S\2 * * - 
>/«•

20 -2,13 4,55
25 2,87 8,22
22 -0,13 0,02
20 -2,13 4,55
25 2,87 8,22
20 -2,13 4,55
21 -1,13 1,28
22 -0,13 0,02
22 -0,13 0,02
24 1,87 3,48
23 0,87 0,75
20 -2,13 4,55
23 0,87 0,75
20 -2,13 4,55
25 2,87 8,22

Suma 332 53,73

Y aplicamos la fórmula de la desviación típica:

o  =
N

53,73
15

= 1,89

Dado que los datos pueden considerarse provenientes de una muestra, podíamos 
haber empleado la cuasivarianza y la cuasidesviación típica, dividiendo por n -  1 = 14;
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en este caso:
i n

\2

53 73 
’ -1,96

N - 1 V 14

  ^  -----

E jercicio  4.6. Los quince edificios más altos de un ciudad tienen 47, 42, 43, 40,
38, 36, 33, 33,26, 22, 27,32, 27,32 y 27plantas.

Se pide:

a) Hallar el rango o amplitud.
b) Indicar la desviación estándar de la muestra.

Respuesta

a) El rango se define como R -  x  -  je = máx{x} -  mín{.} para 1 < i < r.
Si ordenamos los valores en orden decreciente, tendremos que el máximo es 
47 y el mínimo 22, por lo que:

R = xfr¡ -  ;c(I) = 47 -  22 = 25 plantas.

( x i - x f r q

b> — - j 15 

5  = 7,24.

733 33
’ ■ 6,99

E jercicio  4.7. Un establecimiento de venta de equipo deportivo desea realizar 
una campaña publicitaria teniendo la edad de los clientes. Para ello, se recoge la edad, 
agrupada en intervalos, de los clientes durante el último mes, obteniéndose la si
guiente tabla.

Kdad en años N.° de clientes

0 a 10 20
10 a 20 50
20 a 30 60
30 a 40 40
40 a 50 20
50 a 60 10

Total 200
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Calcule la varianza de la variable edad.

Respuesta

Calculamos la columna x  • n. operando con las marcas de clase:

5 20 100
15 50 750
25 60 1.500
35 40 1.400
45 20 900
55 10 550

Suma 200 5.200

Y obtenemos la media aritmética

X ./2 ;
5.200

x - -  26
N  200

Procedemos al cálculo de las columnas (x -  je), (x -  x)2 y (x  -  x)2n ..

Igisll ni X¡ n! llfelSflillS I S

5 20 100 -21 441 8.820
15 50 750 -11 121 6.050
25 60 1.500 -1 1 60
35 40 1.400 9 81 3.240
45 20 900 19 361 7.220
55 10 550 29 841 8.410

Suma 200 5.200 1.846 33.800

Y aplicamos la formulación de la varianza

r

y { x i - x ) 2n¡
a 2 =

N
33.800

200
= 169
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La cuasivananza sera:

 _ . " í ° ° _ 169>84
JV-1 199

Como puede comprobarse, cuando las muestras son suficientemente grandes, la 
varianza y la cuasivarianza prácticamente coinciden.

E jercicio  4.8. Las estadísticas de la liga de baloncesto ponen de manifiesto, para 
los tiros de 3 puntos, que un jugador A obtiene una media del 40% por partido con 
una desviación estándar de 10. El jugador B obtiene un promedio del 60% de ences
tes, pero con una desviación estándar de 15. ¿Cuál de los dos jugadores tiene mayor 
variabilidad en los tiros de 3?

Respuesta

Una alta desviación típica o estándar nos indica que el jugador obtiene su media 
con partidos en los que encesta un alto porcentaje y otros en los que su proporción de 
éxitos es muy reducida; por el contrario una baja desviación típica nos indica que el 
jugador obtiene en todos los partidos un porcentaje próximo a su media.

A primera vista parecería que el jugador B tiene una variabilidad mayor, ya que su 
desviación estándar (15) es mayor que la del jugador A (10), pero B obtiene un pro
medio mayor que A. Tomando en cuenta toda esta información, podemos calcular el 
coeficiente de variación para ambos jugadores.

Para A: CV = — -100 = 25 
40

ParaB: CV = — -100 = 25 
60

Por lo tanto para ambos jugadores la variabilidad es del 25%. Luego, el jugador B, 
quien posee una variabilidad absoluta mayor que A, tiene una variación relativa si
milar debido a que su promedio de aciertos es mayor que el de A.
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E jercicio  4.9. Una muestra de las edades de cinco mujeres, que asisten a una cla
se de ejercicios aeróbicos, permitió registrar las siguientes edades, en años, según el 
cumpleaños más próximo: 22,18,26,20 y 24. Sus pesos en Kg. son: 52,54,56,49 y 
54. ¿Cuál de los dos conjuntos de datos es más variable?

Respuesta

Para la edad se obtiene una media de 22 años y para los pesos de 53 Kg.
La desviación típica de la variable edad es 2,828 y la de los pesos 2,366; obte

niendo el coeficiente de variación de Pearson:

2 828
Para la edad: CV  = —-------100 * 12,86

22

Para el peso: CV -  —-------100*4,46
53

El peso es menos variable que la edad, ya que 12,86 es mayor que 4,46 (coefi
cientes de variabilidad respectivos).

E jerc ic io  4.10. Calcule la varianza y la desviación estándar de la siguiente dis
tribución de frecuencias.

|g |Ü lf :||SSI|Í^ÍÍlí
40 -4 9 4
50-59 4

6 0-6 9 3
7 0-7 9 2
8 0-8 9 7

Respuesta

Vamos a obtener la varianza por el método de los momentos; calculamos las 
marcas de clase m. y los sumatorios de las columnas m. • n. y m f ■ n. que nos permiten 
el cálculo de los momentos de primer y segundo orden respeto al origen.
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f S t i K l S í S '
C lase

-í w?'* -7.̂  a \̂<x
: -li >=",-« i  W'i• 3í v,,.* /a. .«.■ jS ̂  *, .y» .v=v -r i; fcy «'-i - -•* v» *- *c s

- .*•>' ̂  Vsy v< ->-<-.'«--7-̂ '̂ '̂  “
LFreCüénciáKÍ Í = - K - .*.>1 g.a-.-* f . ■■ ü-' w. • n. *>•-*

V.-Si*;.y uS%S,»«4<>y .í *>5y.s^,.¡!Ví

40-49 44,5 4 178 7.921
50-59 54,5 4 218 11.881
60-69 64,5 3 193,5 12.480,75
70-79 74,5 2 149 11.100,5
80-89 84,5 7 591,5 49.981,75

Suma 20 1.330 93.365

Recordemos que la varianza es el momento de segundo orden respecto a la media 
(m2) y que la relación con los momentos de primer y segundo orden respeto al origen 
ax y a2 viene dada por: m2 = a2-  ax.

— ax es la media aritmética, que viene dada por la expresión:

1 Z /  N  ’¡“1

en nuestro caso, utilizando las marcas de clase, será

30
1 20 20

!=1

Por su parte a, viene dada por

= 93365
^  ¿4 20 20

De dónde m2 = a2~ ax = 4.668,25 -  (66,5)2 = 246.

La desviación típica vendrá dada por o  = 4~c4 ~ V246 = 15,68.

Si considerásemos que los datos proceden de una muestra y que en consecuencia 
nuestro mejor estimador no es la varianza sino la cuasivarianza o la cuasidesviación tí
pica, tendríamos:
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í r \
S m.: 71;

s1 =
N - l

V ' 2 Vi
N

_L
19

93.365-
(1.330)3

20
= 258,95

E jercic io  4.11. En la siguiente tabla se presentan los niveles de renta de los em
pleados de una compañía. Obtener el índice de Gini.

N iveles de renta (€ ) C antidad de em pleados

500- 1.000 50
1.000- 1.500 100
1.500-2.000 200
2.000 - 2.500 100
2.500 - 3.000 50

Respuesta

•-'Márca--’

f l f f s j

a u n i g
empleadas

J l l p l

W ’ acuin

empleados
S f í S í i S i

Total
:-S/Se:saÍarios»':

£S r s s S í i t f l i ü i ü p l i i

750 50 50 37.500 37.500 10 4,29
1.250 100 150 125.000 162.500 30 18,57
1.750 200 350 350.000 512.500 70 58,57
2.250 100 450 225.000 737.500 90 84,29
2.750 50 500 137.500 875.000 100 100

N = 500 B = 875.000
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_ q,) _ (10-4,29) + (30-18,57) + (70-58,57) + (90-84,29) _ 34,29 _
I c '  t í  200 “ 200 "  ’

Z p‘

Como el valor es cercano a cero, puede afirmarse que la variable se encuentra dis
tribuida en forma homogénea.

 ---------

E jercicio  4.12. En un muestreo se entrevistó a 10 asesores financieros sobre la 
rentabilidad de un determinado activo en el próximo año.

Los datos en porcentaje son los siguientes:

15 16 17 24 18 29 30 14 37 24

a) Calcule el coeficiente de asimetría de Pearson.
b) Calcule el coeficiente de asimetría de Fisher.
c) Calcule el coeficiente de curtosis.

Respuesta

Primero obtenemos los valores de los siguientes estadísticos: 

— n = 10.

= y ^ =
I j N

^ = 2 2 4  
N  10

M = 21; recordemos que para el cálculo de la Mediana debemos ordenar pre
viamente la distribución y construir la tabla de frecuencias:

3#6HIII i s t s s
14 14 1 - 8 ,4 70 ,56 - 5 9 2 ,7 0 4 .978,71

2 15 15 2 - 7 ,4 5 4 ,7 6 - 4 0 5 ,2 2 2 .9 9 8 ,6 6

3 16 i 16 3 - 6 ,4 4 0 ,9 6 - 2 6 2 ,1 4 1 .677,72

4 17 i 17 4 - 5 ,4 2 9 ,1 6 - 1 5 7 ,4 6 850,31

5 18 i 18 5 - 4 ,4 19,36 - 8 5 ,1 8 37 4,81

6 24 2 48 7 3,2 5 ,12 8 ,19 13,11

7 29 1 29 8 6,6 4 3 ,56 2 8 7 ,5 0 1.897,47

8 30 1 30 9 7,6 57 ,76 43 8 ,9 8 3 .336 ,2 2

9 37 1 37 10 14,6 21 3,16 3 .11 2 ,1 4 45 .4 3 7 ,1 9

Suma 10 224 53 4 ,4 2.34 4 ,0 8 61 .5 6 4 ,1 9
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Al ser N/2 igual N5, la mediana viene dada por la media de los valores corres
pondientes a x5 y x6, (18 y 24); por lo que:

« . - “ ± * . 2 1 .

Al indicar en el enunciado que se trata de un muestreo, calculamos la cuasi
varianza:

/  =  = = 59 38
N  9

s = V59,38 =7,71 

s3 = 7,713 = 457,54.

1 r \ /  _ \ 3  2.344,08
 > (x¡ -  x ) n, =  = 234,41

n Zj x 1 ' 1 10

1 v /  -\4  61.564,19 > x - x  n = ------------- = 6.156,42
n ' 1 1 10

Con esta información procedemos al cálculo de los estadísticos demandados:

a) El coeficiente de asimetría de Pearson viene dado por la expresión:

í - ^ 2 2 , 4 - 2 1  
P a  7,71

Este valor positivo indica que las observaciones tienen un sesgo hacia la 
derecha de la mediana.

b) El Coeficiente de asimetría de Fisher está basado en el momento de tercer or
den y se obtiene con la expresión:

7 v E ( xi “ *)3n¡ 234,408 „
g, <■ v  = ------------5     0,51 > 0.

I X V  -12 f 2 s 457’54
x 2 , ( xi ~ x ) ni
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Este valor positivo indica que las observaciones tienen un sesgo hacia la 
derecha de la media.

c) Empleamos el coeficiente de curtosis de Fisher, que viene dado por la expre-
sión:

n 6.156,42

- 2 ( * , . - í )2h¡
{Var)2 3.525,72

Este valor menor que 0 indica que tenemos una distribución con colas li
geras.

E jercicio  4.13. El cuadro que se presenta corresponde a la distribución de las 
compras realizadas por una empresa a sus diversos proveedores.

0-100 20
100-150 40
150-210 42
210-500 28

a) Calcule el promedio de compras por empresa y analice su representatividad.

b) ¿Cuál es la cantidad más frecuentemente suministrada?
c) ¿Es simétrica la distribución? Justifique la respuesta.

d) Se prevé un descuento para aquellas empresas que hayan suministrado más de
145.000 euros. ¿Qué porcentaje de empresas podrá acogerse a esta bonificación?

e) ¿Quéporcentajes de empresas han suministrado menos de 50.000 euros?

Respuesta

Construimos la siguiente tabla auxiliar en la que hemos aproximado una marca de 
clase para cada intervalo:
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SlsS!
(marca 

de clase)
l i l i
M w S is p

SSSpí
limpia
ÍTíSISi íSSíísl

0 - 1 0 0 50 20 20 1.000 342 .011 ,83 -4 4 .7 2 4 .6 2 4 ,5 0

100 - 1 5 0 125 4 0 60 5.00 0 12 4 .408 ,28 -6 .9 3 8 .1 5 4 ,3 0

1 5 0 - 2 1 0 180 42 102 7.56 0 24 ,85 -1 9 ,1 2

2 1 0 - 5 0 0 355 28 130 9 .94 0 849.978 ,11 148.092 .339,33

Total 130 2 3 .5 0 0 1 .316.423 ,08 96 .4 2 9 .5 4 1 ,4 2

a) La media viene dada por la siguiente expresión:

^  180.769
N  130

El promedio o media aritmética de las compras es, pues, de 180.769 euros 
por empresa suministradora; para analizar su representatividad es necesario ob
tener alguna medida de dispersión; calculemos la desviación típica:

cr =
U i - x )  n¡

N  V 130
1316-423’08 =100,63

Para relativizar la desviación típica y conocer su incidencia sobre la media, 
se calcula el coeficiente de desviación de Pearson, definido como el cociente 
entre la desviación típica y la media:

Cl/ = a ^ l 0a 63 7
x  180,77

Este coeficiente es algo mayor, aunque no mucho mayor que 0,5; en con
secuencia puede afirmarse que la media tiene una representatividad relativa, y, 
aunque no es totalmente descartable como medida de análisis de la distribu
ción, hay que poner mucho cuidado en su interpretación.

b) El valor más frecuente de la distribución es la Moda; para el cálculo de este es
tadístico debe tenerse en cuenta que los intervalos son de diferente amplitud. 
Es necesario, en consecuencia, generar una columna de densidad del interva
lo h.
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0-100 
100 -150  
150-210  
210 - 500

100
50
60

290

20
40
42
28

0,7
0,097

0,8
0,2

En la columna de densidad del intervalo h¡, puede observarse que el inter
valo de mayor frecuencia relativa es el segundo; en consecuencia el intervalo 
modal es el intervalo 100-150.

Para el cálculo del punto modal se utiliza la expresión:

c) Para estudiar la simetría de la serie calculamos el coeficiente de asimetría de 
Fisher, que viene dado por la expresión:

El momento de orden 3 respecto a la media (m3) ha sido calculado a partir 
de las operaciones desarrolladas en la última columna de la tabla; en el deno
minador aparece la desviación típica calculada en un apartado anterior 
(100,63) elevada al cubo.

El valor 0,73 mayor que 0 indica que la distribución es asimétrica por la 
derecha, es decir que tiene más valores superiores a la media que los menores 
a la media.

d) Para obtener el porcentaje de las empresas que superaron los 145.000 euros de 
ventas podemos operar de la siguiente forma:

M  =100 + — ^ — -50 ^138.888 €  
0,2 + 0,7

(

— Número de empresas que vende menos de 100.000 € :  20 = n.
— Número empresas que vende entre 100.000 y 150.000 € :  40
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Si suponemos que estas 40 empresas están uniformemente distribuidas en 
el intervalo, podemos operar con una sencilla regla de tres para obtener las em
presas que venden entre 100.000 y 145.000 euros; el razonamiento es el si
guiente:

—  Si en un intervalo de amplitud 50.000 hay 40 empresas...

— En un intervalo de amplitud 45.000 habrá X  empresas.

De dónde

El número total de empresas con menos de 145.000 <=¡de ventas, es pues 
de 56 (20 +36); el porcentaje pedido será en consecuencia del 43,07% 
(56/130).
También se obtiene este resultado operando de la siguiente forma:

1 0 0 -¿  = 56,923 = 56.

e) De forma similar, para obtener el porcentaje de empresas que han vendido me
nos de 50.000 euros, trabajando ahora con el primer intervalo tendremos:

x  =
45.000-40

50.000
36 empresas

145 *= 100 + * 'l0 0  20 50 -> ¿  = 43,077
40

20

¿ = 7,6923.

El 7,69% de las empresas vendieron menos de 50.000 € .
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Ejercicio 4.14. A continuación se presenta información referida a la distribución 
de sueldos del personal de una empresa según el tipo de empleado.

Cuadro de d istribución porcentual de Sueldos

Intervalos en euros ¡Personal Com ercial Personal T écnico 'Total

0-400 14 0 14
400 - 800 17 8 25
800 - 1.200 18 18 36
1.200- 1.600 13 14 27
1.600-2.000 8 14 22
2.000 - 2.400 14 19 33
2.400 - 2.800 9 18 27
2.800 - 10.000 7 9 16

Total 100 100 200

A partir de dicha información:

a) ¿Cuál es el importe promedio de las los sueldos? ¿Quéporcentaje ganan más, 
como media, cada uno de los grupos?

b) ¿Es representativo el promedio total calculado?
c) ¿Quéporcentaje de los empleados de cada grupo ganan entre 1.600 y 2.800 €?  

Respuesta

Construimos la tabla auxiliar:

M arca de clase x. c. v:1 V. S yj'X ?  h'^C.%v"' t’> ^

0-400 200 400 2.800 0 2.800
400 - 800 600 400 10.200 4.800 15.000
800- 1.200 1.000 400 18.000 18.000 36.000
1.200- 1.600 1.400 400 18.200 19.600 37.800
1.600-2.000 1.800 400 14.400 25.200 39.600
2.000 - 2.400 2.200 400 30.800 41.800 72.600
2.400 - 2.800 2.600 400 23.400 46.800 70.200
2.800 - 10.000 6.400 7.200 44.800 57.600 102.400

162.600 213.800 376.400
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En la que hemos calculado las marcas de clase de los intervalos y denominado * 
yx2 a los dos grupos de empleados (comercial y técnico).

a) Para obtener la media aritmética se tendrá que

162,600
1 N ¡ 100 2 N2 100

N  200

Como promedio, el personal técnico gana un 31,5% más que el personal 
comercial (2.138/1.626) y un 13% más que la media de todos los empleados 
de la compañía (2.138/1.882).

b) Para estudiar la representatividad de la medía necesitamos conocer la desvia
ción típica:

, y. ..A ¥ * _■*. * i  -i*»
ir*

¡ P l &  

1

... - .  • .

§ í p 3
¡

S n i S i t i :

¡ l l i s i ?
0-400 200 -1.682 14 2.829.124 39.607.736
400 - 800 600 -1.282 25 1.643.524 41.088.100
800- 1.200 1.000 -882 36 777.924 28.005.264
1.200- 1.600 1.400 -482 27 232.324 6.272.748
1.600-2.000 1.800 -82 22 6.724 147.928
2.000 - 2.400 2.200 318 33 101.124 3.337.092
2.400 - 2.800 2.600 718 27 515.524 13.919.148
2.800 - 10.000 6.400 4.518 16 2.829.124 326.597.184

Total 200 458.975.200
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Para relativizar la desviación típica y conocer su incidencia sobre la media 
se calcula el coeficiente de variación de Pearson, definido como el cociente en
tre la desviación típica y la media:

CV = ^ L  = h l l l  = 0,8
x  1.882

Este coeficiente es mayor que 0,5; en consecuencia debe afirmarse que la 
media no tiene representatividad.

c) Como 1.600 y 2.800 son limites de intervalos, la respuesta se obtiene calcu
lando las frecuencias relativas acumuladas entre los intervalos afectados.

Los resultados son:

— Personal comercial: 31%.
— Personal técnico: 51%.
— Total personal: 41%

Ejercicio  4.15. En un aeropuerto se han tomado en promedio los retrasos en la 
partida de los últimos 800 vuelos. Calcule todas las medidas de dispersión a partir de 
la siguiente información:

Retraso en minutos (x.) 10 40 50 70

N° de vuelos (n.) 200 300 200 100

Respuesta

Construimos la tabla auxiliar:

-v
TK'IÍ;

" *  '■ * * « »
- i f
S 3 r *. x i ' n ¡ | x  - M  |» .1 t f  * J ¡ í . - x l n . j

10 200 200 2.000 20.000 6.000 5.750
40 300 500 12.000 480.000 0 375
50 200 700 10.000 500.000 2.000 2.250
70 100 800 7.000 490.000 300 3.125

Suma 800 31.000 1.490.000 11.000 11.500
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En la que se ha obtenido la Mediana a partir de la columna N. de frecuencias ab
solutas acumuladas:

Recordemos que para determinar la mediana en las distribuciones no unitarias se 
ordena la distribución, se obtiene la frecuencia absoluta acumulada N¡} y se calcula el 
valor NI2 (en nuestro caso 400). Si existe un N. que supera al Ni2 la mediana es el X  
que corresponde a dicho N.

La media aritmética viene dada por

 400 =► N, > 400 => xf =40 =>
2

Me = 40

r

N 800

Rango

R =X(n] - X (¡) = 7 0 -  10 = 60

Recorrido intercuartílico

= Q s-Q i

=> Q3 =5 0
4 4

qN  1 • 800 
4 ~ 4

R, = 50 -  25 = 25

Rango entre percentiles

90-800
100

« 720 P90 = 70

10-800
100

= 80 => Pl0 -1 0

R = 7 0 - 1 0  = 60
p
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— Desviación absoluta media

2x\xi -x \n ¡  11500iL í L i =* o  Ü £ ^  = i4?375
N  x 800

— Desviación mediana

„  11.000 l o ^cDm --------------  => Dm  --------- «13,75W, N  g00

— Varianza

Aplicamos la fórmula de la varianza en función de los momentos respec
to al origen:

c 2 = m2 = a2 -  a f = a2 -  x 2 

Conocemos que a1= x  =38,75; necesitamos conocer a2; en nuestro caso

^  = 1.490.000 ;
^  Z f N  800

por lo que

o 2 = 1.862,5 -  (38,75)2 = 360,9375

— Desviación típica

a  = J a l ox= ^360,9375 = 18,998

— Coeficiente de apertura

— Recorrido relativo



246 ESTADÍSTICA PARA ADMINISTRACIÓN Y DIRECCIÓN DE EMPRESAS

— Recorrido semi-intercuartílico

*í¡ = e ^ a  ^  ,5 0 ^ 1 0 .0 .6 6 7
Q3 +Ql 50 + 10

Coeficiente de variación de Pearson

o x 18,998
CV = -  => CV = —  S 0,49027

x  38,75

E jerc ic io  4.16. Se desea comparar dos métodos, A y  B para enseñar a utilizar 
un nuevo sistema de producción en serie. Para llevar a cabo esta investigación, un 
especialista seleccionó a diez operarios con el mismo nivel de cualificación. A 
cada par de operarios se le asignó al azar un método (a uno el A y  a otro al mé
todo B).

Después de cuatro semanas cada operario se sometió a un examen, siendo los re
sultados obtenidos, los siguientes:

Si usted tuviera que recomendar uno de estos métodos, ¿cuál elegiría? Funda
mente su respuesta.
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R e s p u e s t a

CV

38

2,97

7,82%

36,8

3,03

8,23%

Se recomendaría el método A pues, teniendo las variabilidades parecidas se ob
serva un mayor promedio en las pruebas de rendimiento en los operarios que utiliza
ron ese método.
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T a b l a  r e s u m e n  d e l  C a p í t u l o  4 :

Principales m edidas de dispersión de una distribución unidim ensional

| Rango, R ecorrido  
i o A m plitud

j Es la diferencia entre el mayor 
1 valor y el menor de una distri- 
| bución. * =  *«-*<■>

C oeficiente de 
I apertura

I
Otra forma de medir el rango. ii

Rango
intercuarlílwo o 
enlrepercentiles

Diferencia entre cuartiles o per- 
ceptiles.

*1 = 2 ,

*> = ̂ 90_ *1Ü

R ecorrido relativo Cociente entre el recorrido y la 
media aritmética. X

R ecorrido  
sitnw-inlvrcuartilico

Cociente entre el recorrido in- 
tercuartílico y la suma del pri
mer y tercer cuartil.

i
JX3 11

+ 
1

D esviación m edia Media de los valores absolutos 
de las desviaciones respecto a 
la media aritmética. 2 = 1

Desviación
mediana

Media de los valores absolutos 
de las desviaciones respecto a 
la mediana.

0 II
it

yj
" 1 £

Varianza

h, a-nía :k *: ¿y-* '̂ r,T<lZ'

Media aritmética de los cuadra
dos de las desviaciones respec
to a la media.

2 TV -\2 n¡Ox = > [X: - x )  —
4 t  N

D esviación típica Raíz cuadrada de la varianza.

£ ii ¿í
l

Cuasivarianza y 
cuasi-desviacion  
típica i

Varianza y desviación típica 
aplicados a datos muéstrales; se 
divide por n -  1 en vez de por 
n.

2 v i  / —\2 n¡
sx “ > (*/-■*) — —1 N - 1

lili x W  N ~ 1

C oeficiente 
de Variación 
de Pearson i

Cociente entre la desviación tí
pica y la media aritmética. a

r = i
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T a b l a  r e s u m e n  d e l  C a p í t u l o  4 :

Principales m edidas d e  dispersión d e  una distribución unidim ensional
(Continuación)

índice de Gini

f t S S S í S H I Í i i l ;

Mide el mayor o menor grado 
de equidad en el reparto de las 
variables y varía entre 0 y 1. ¡0 = ^ -------

2 *
i - i

Cmlki.nU-.l.' Basado en el momento respecto 
a la media de tercer orden:

¡ f S t í í í S S i S S S
i l S l i p i S S ?
R S 5 s i í I= a - í a ¡
S i:$tS ;j*» |í'SS S íit
R f í S - S í í S S i f t í
l l s l i í i í S I S I l í

l i l l l l l i l
S l S l l S l i S f i

Distribución simétrica =>
=*g1= 0.
Si g < 0 =» distribución asi

métrica a la iz
quierda.

Si g1 > 0 => distribución asi
métrica a la dere
cha.

8l a 3 N a 3

l ^ ü w i l l
í f S | I É É | f S i i

t s s i i
'̂-¿"S ’■ * * ■* ̂ ¥ ai" » * * 

■«' í  S Z v >' 2 í f  ** ̂  •*' * *>•«

Basado en el momento respecto
a la media de cuarto orden:

Si g2 = 0 =» distribución nor
mal.

Si g2< 0 distribución Pla- 
ticúrtica.

Si g2 > 0 distribución Lep- 
tocúrtica.

m 4§2 = ~d -  3 
<*x





Capítulo 5

DISTRIBUCIÓN DE FRECUENCIAS 
BIDIMENSIONALES

5.1. INTRODUCCIÓN

En la práctica es muy frecuente que en el estudio de una población estemos inte
resados en medir no sólo una, sino varias variables; cuando estudiamos dos variables 
íe una población tenemos una distribución de frecuencias bidimensional, sí estu
diamos múltiples variables dispondremos de una distribución de frecuencias multi- 
dimensional.

Ejemplo, en la caracterización de la población que visita una determinada ciudad, 
podemos estar interesados en conocer la nacionalidad y el nivel de renta de los visi
tantes (distribución bidimensional), pero también y además, el motivo de la visita, la 
duración de la estancia, el medio de locomoción empleado para llegar a la ciudad, el 
gasto realizado en su estancia, la distribución del gasto por conceptos, etc. (distribu
ción multidimensional). Con lo estudiado en los capítulos anteriores, nos limitaríamos 
a analizar cada variable de forma aislada; en este capítulo se aborda el análisis con
junto de dos variables, poniendo especial hincapié en determinar la posible existencia 
de alguna relación de dependencia entre ellas.

Centrándonos en las distribuciones bidimensionales, tendremos, para cada indi
viduo observado los valores correspondientes a dos variables o dos atributos, que de
notamos porX  e Y.

La posibilidad de que la información observada se corresponda con un valor o con 
un atributo, nos da varios tipos de distribuciones bidimensionales, a saber:

— Las dos variables son cualitativas (es decir, se trata de dos atributos, cada uno 
con sus diversas modalidades); medimos, por ejemplo, la nacionalidad y el 
motivo de la visita.

— Una de las dos variables es cuantitativa (ya sea discreta o continua) y otra cua
litativa; medimos, por ejemplo, el gasto realizado y el medio de locomoción em
pleado.

— Las dos variables son cuantitativas (discretas o continuas); por ejemplo, el gas
to realizado y la duración de la estancia.

5.2. CONSTRUCCIÓN DE TABLAS ESTADÍSTICAS BIDIMENSIONALES

Se llama distribución conjunta de frecuencias de las dos variables (x, y) a la tabla 
que representa los valores observados de ambas variables y sus frecuencias de aparición.
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Cuando las variables son cuantitativas a las tablas de frecuencias se les denomi
na Tablas de Correlación y cuando se trata de atributos o variables cualitativas se las 
denomina Tablas de Contingencia.

Las distribuciones bidimensionales adoptan el siguiente formato general:

Dónde:

x v x2 .... , x. Son los r valores o modalidades que toma la variable x.

y v y2 .... . ys Son los s valores o modalidades que toma la variable y.

n.v n¡2 .... , « Es la frecuencia en la que aparece el valor i de la variable X  con
juntamente con cada valor 1, 2 ,.. s de la variable Y.

«j ., n2j    nrj Es la frecuencia en la que aparece el valor j  de la variable Y con
juntamente con cada valor 1, 2 ,.. r de la variable X.

n.. Es la frecuencia total con la que aparece el valor i de la variable X.

n.. Es la frecuencia total con la que aparece el valor j  de la variable Y.

N  = n... Es la frecuencia total de la distribución.

Ejemplo 5.1. Se muestra en la siguiente distribución el número de empresas exis
tentes en España según condición jurídica y estrato de asalariados a 1 de enero 
de 2009, según el Directorio Central de Empresas del Instituto Nacional de Esta
dística:
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Estrato de 
asalariados

'ii^ledadts.
:?án6flimp7:

Sücíwlactós
^imitaídas;; de bienes

Personas Total

Sin
asalariados

25.680 358.446 64.759 1.217.370 101.215 1.767.470

De 1 a 9 41.938 664.012 48.604 569.557 78.885 1.402.996
De 10 a 19 15.334 71.951 1.168 5.943 7.205 101.601
De 20 a 49 14.825 34.264 254 1.027 5.271 55.641
De 50 a 99 5.581 7.212 33 0 2.249 15.075
De 100 a 499 4.958 4.527 12 0 1.753 11.250
De 500 o más 1.014 408 1 0 374 1.797

Total 109.330 1.140.820 114.831 1.793.897 196.952 3.355.830

Fuente: DIRCE. INE.

X. Es el atributo Estrato de asalariados, que toma las modalidades x l =
Sin asalariados, x2 -  De 1 a 9 .... , xr = De 500 o más.

Y. Es el atributo Condición o Forma Jurídica de la empresa, que toma las
modalidades y ] = Sociedades anónimas, y2 = Sociedades limitadas 
 , = Otros tipos.

«n , n]2..., n Es la frecuencia en la que aparece el atributo 1 de la variable X  (Sin
asalariados) conjuntamente con cada uno de los atributos de y (nn = 
25.680 (25.680 empresas que operan bajo la forma de sociedades
anónimas, nn  ......  nls = 374 (374 empresas con forma jurídica otros
tipos).
Es la frecuencia en la que aparece el atributo 1 de Y (Sociedades Anó
nimas) conjuntamente con los distintos atributos 1, 2 ,.. s de la varia- 
bleX («,, = 25.680 ti,, = 41.938,..., n , = 1.014, de 500 o más asala-v 11 21 * rl ’
riados con forma jurídica sociedad anónima).

nr Es la frecuencia total con la que aparece la modalidad i de la variable
X  (nv = 1.767.470, es decir que el número total de empresas sin asa
lariados fue de 1.767.470).

n .. Es la frecuencia total con la que la modalidad j  de la variable Y (n.2 =
1.140.820, indicativa de que el número de empresas con forma jurí
dica de sociedad limitada fue de 1.140.820 empresas).

N  = n.. Es la frecuencia total de la distribución, en el ejemplo 3.355.830 em
presas.

21”“’

Las distribuciones marginales aparecen cuando se estudian aisladamente cada 
una de las variables (con independencia de la otra o, sí se trata de distribuciones muí-
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tidimensionales, del resto de las variables). Así, al igual que en las distribuciones uni
dimensionales, podemos definir la frecuencia relativa de un elemento (x, y.) en base 
a la relación:

Como puede comprobarse, se verifica que la suma de todas las frecuencias rela
tivas es igual a 1, es decir:

,=i >1

5.3. REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LAS DISTRIBUCIONES 
DE FRECUENCIAS BIDIMENSIONALES

Al igual que en lo descrito para las distribuciones unidimensionales las distribu
ciones bidimensionales pueden adoptar múltiples representaciones gráficas; depen
diendo de los datos disponibles algunas pueden ser más plásticas que otras; veamos al
gunos ejemplos:

Ejemplo 5.2. Representar gráficamente la siguiente distribución bidimensional de fre
cuencias sobre el sexo y el estado civil de 425 personas.

Ai, a . %.<. V  o c X U  '

,  ftSiaap, civil A i -  ■>>
ísISs s

*  -  .*  a

IIÜwSp:
SSSíBi

Soltero 15 24
Pareja de hecho 25 35
Casado 75 66
Separado 58 10
Divorciado 42 50
Viudo 10 15

Total 225 200

Podemos representarlos gráficamente en cualquiera de las siguientes formas:
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G ráfico de frecuencias b id im ens iona les

250

200

150

100

50
15 24 25 35

<o o
af-5

75 66

o

Varón
Mujer

58 50

^ r r
Q.d>to

225

10 JüL

200

O, a la inversa:

250

200

150

100

50

G ráfico de frecuencias b id im ens iona les

225

15 25

Varón

Soitero m  Pareja de hecho 

Separado i M  Divorciado

200

Viudo ÍS-SKi Total

Ejemplo 5.3. Representar gráficamente la siguiente distribución bidimensional con 
tramos de edad y nivel de estudios en una población de 500 individuos:
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P7est«dibs/j7
,  E studios
5ipí¡¡marlos J piedíqs j' î^ífeíidres^ §SÍS íl

De 27 a 44 años 2 57 122 69 250
De 45 a 55 años 19 92 80 44 235
Más de 55 años 1 4 6 4 15

Total 22 153 208 117 500

Uno de los posibles gráficos puede ser el siguiente:

G ráfico de frecuencias b id im ensiona les
300 t

De 27 a 44 años De 45 a 55 años M ás de 55 años

□ S in  estudios D E stud ios  prim ariosH E stud ios m ed iosB E stud íos s u p e rio re s B  Total

Ejemplo 5.4. Representar gráficamente la distribución del gasto realizado por 23 
clientes de un hotel en relación con el número de días de estancia en el mismo.

N.° de Cliente 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

Días de estancia 2 1 1 2 3 5 4 6 5 4 1 4 3 5 4 6 5 4 6 5 2

Gasto en € 50 6 0 45 48 65 85 95 89 99 86 75 58 85 75 90 87 93 85 75 9 4 84 5 2 68
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Relación entre gasto realizado y  días de estancia

120-,

90-

LU

30-

0-í-------------- .------------- .------------- ,------------- ,------------- ,------------ ,
0 1 2 3 4 5 6

Días de estancia

Nótese que en el gráfico de puntos, se ha incorporado, lo que más adelante deno
minaremos, una línea de tendencia que aproxima los puntos observados.

Ejemplo 5.5. Un tipo de gráficos muy habitualmente empleado en la representación 
de las distribuciones bidimensionales es el denominado «gráfico de dispersión»; este 
tipo de gráficos se utilizan para analizar visualmente la relación que existe entre las 
dos variables, representándose los valores de la variable X  en el eje de ordenadas y los 
de la variable Y  en el de abscisas.

En el siguiente ejemplo se muestra la relación entre gastos en publicidad y ventas 
en una empresa durante siete años.

Relación ventas-publicidad

2200
2100
2000
1900
1800
1700
1600
1500

90 100 110 120 130 140

Gastos en publicidad
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5.4. EL CÁLCULO DE LAS MEDIDAS DE POSICIÓN Y DE DISPERSIÓN 
EN LAS DISTRIBUCIONES MARGINALES DE FRECUENCIAS

Como se ha indicado anteriormente el concepto de distribución marginal de fre
cuencias en el ámbito de las distribuciones bidimensionales surge cuando se estudia 
aisladamente una de las variables, es decir, surgen del estudio de una variable de for
ma independiente a la otra.

Sí estamos en una distribución bidimensional, tendremos que considerar los pares:

—  ix.._ n.) donde i varía entre 1 y r.
—  (y' ntp  donde j  varía entre 1 y s.

Obteniendo por tanto las siguientes expresiones para la media aritmética y para la 
varianza:

Estadísticos Variable y

Media aritmética r S

y ,* * -— y M
N N

Varianza
y ^ (x i-x fn ¡ .

2 r~l n 2
.........N 7 N

Al igual que en las distribuciones unidimensionales pueden definirse los mo
mentos respecto al origen y  respecto a la media; la única diferencia en este caso es 
que se les denota con doble subíndice:

Momentos respecto al origen:

Se obtienen mediante la siguiente expresión genérica:

1=1 jm 1

Los más importantes son:
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1 l . u l i  t i l

M o m e n t o s  r e s p e c t o  a l  

o r i g e n  d e  p r i m e r  o r d e n

r
y  ̂

a»‘ t N

s
’2fy¡n-i

a ” - J N
M o m e n t o s  r e s p e c t o  a l  

o r i g e n  d e  s e g u n d o  o r d e n sf
'V 

2
;

ii

%y2‘nl
N

Y el denominado momento producto, que es nuevo para este tipo de distribuciones 
y que se denota con an :

a,, =

r s
'«i M __

N

Momentos respecto a la media

Se obtienen mediante la expresión general:

/ - I  j ~ )  /V

Dado que, como puede fácilmente comprobarse, m10= m0!= 0, los principales mo
mentos respecto a la media son los de segundo orden, es decir las varianzas margina
les y lo que se conoce con el nombre de covarianza:

m

m20
Í=1 iV j = l  ÍV

La covarianza se define como:

'2 , '2 ( x i - x ) ( y j - y ) n<j
o  /« i y® i /= i y - i  — —mu = S = ---  = -----1 x  • yn ** N  N
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Al igual que en las distribuciones unidimensionales (véase el epígrafe 3.9), los 
momentos respecto a la media pueden ponerse en relación con los momentos respec
to al origen, con las siguientes relaciones6:

^  = mm = am - a 2m 

Cov(xy) = S„ = mn = a u - a 10am

Ejemplo 5.6. Calcule los principales estadísticos de las siguientes tablas bidimen- 
sionales de frecuencias referidas a salarios, categorías profesionales y años de anti
güedad de 50 trabajadores de una determinada empresa:

Tabla 5 .5 .1

Ta b ú  5 .5 .2

•i?.

M-*..
~ -a n o s /; 

ores A dininis-

« W f !
•?

8 §

l l i l l l i l l l
■c

' ÍS %$ » ®
■‘ ■A

1. 000- 1.100

1.101-1.250
1.251-1.500
1.501-2.500

Total

5

4
2

_0_

11

5 1 15
10 2 20
1 6 13
0 0 2

16 50

6 Puede verse la demostración en Casas Sánchez y Santos Peñas, Introducción a la Estadística para 
Administración y Dirección de Empresas. Editorial CEURA. 2002.
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Tabla 5.5.3

La obtención de las medidas de posición de las distribuciones marginales de 
cada una de las variables se ajustaría a los mismos procedimientos descritos en el aná
lisis de las distribuciones unidimensionales; así para la variable X  (salarios), para la 
variable Y  (categorías) y para la variable Z (años de antigüedad), tendríamos los si
guientes parámetros:

Salarios 
m ensuales 

en euros (<-j¿|.;

M arca  
de clase

X.

p | S S É | f
trabajadores

t
j l p l f <V<- I S I S ?

Il
íH

ll
ii

1.000-1.100 1.050 15 15.750 -172,5 29.756,25 446.343,75
1.101-1.250 1.175 20 23.500 -47,5 2.256,25 45.125
1.251-1.500 1.375 13 17.875 152,5 23.256,25 302.331,25
1.501-2.500 2.000 2 4.000 777,5 604.506,3 1.209.012,5

Total 50 61.125 659.775 2.002.812,5
Media aritmética 3.222,5
Varianza 40.056,25
Desviación típica 200,14
Coeficiente de Variación 
de Pearson 0,16

El alumno puede obtener, como práctica los valores de la mediana, moda, cuarti- 
les, coeficientes de asimetría y curtosis, etc. de la variable unidimensional X.

En el caso de la variable Y, al ser cualitativa, además de las frecuencias relativas, 
sólo indicaremos la moda.
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5  ti z z 4 55
Freoienciá#

Operarios/trabajadores de producción 9 18
Administrativos 11 22
Técnicos y Oficiales 5 10
Comerciales 16 32
Otros 9 18

Total 50 100

Siendo en este caso la moda la categoría correspondiente a los comerciales, acu
mulando el 32% de la frecuencia total.

En el caso de la variable Z (años de antigüedad) deberemos proceder a la estima
ción de una marca de clase para el último intervalo (intervalo abierto) antes de pro
ceder al cálculo de los parámetros unidimensionales; si suponemos una marca de cla
se de 6 años para este intervalo, obtendremos los siguientes valores:

Media aritmética 3,48

Varianza 2,97

Desviación típica 1,72

Coeficiente de Variación de Pearson 0,49

Para el cálculo del parámetro bidimensional de la covarianza nos quedaremos con 
el par de variables X  (salarios), Z (años de antigüedad), ambas de naturaleza cuanti
tativa, procediendo de la siguiente forma:

1. Obtención de los valores medios (media aritmética) univariantes para X  y Z; 
estos valores calculados sonx  = 1.222,5 y z = 3,48.

2. Utilizando los valores medios calculamos las columnas x .- X  y zk — T, ope
rando, a partir de las marcas de clase de los intervalos, de la siguiente forma:

x . - xt Para z = 1 -2,48
Para* = 1.050 -172,5 Para z = 2 -1,48
Para x = 1.175 -47,5 Para z = 3 -0,48
Para a- = 1.375 152,5 Para z = 4 0,52
Para x = 2.000 777,5 Para z = 6 2,52

3. A partir de los valores de las n.. en la tabla 5.5.1 construimos la siguiente ta
bla: ‘}
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5  ̂ ^ t- í-' t S i lS S S S s ;
ip ¡ ra (x =  1.050; z =  1) -172,5 -2,48 2 855,6
Para (x = 1.050; 2 = 2) -172,5 -1,48 5 1.276,5
Para (x = 1.050; 2 = 3) -172,5 -0,48 2 165,6
Para (x = 1.050; z =  4) -172,5 0,52 1 -89,7
para (x = 1.050; 2 = 6) -172,5 2,52 5 -2.173,5
Para (x = 1.175; 2 = 1) —47,5 -2,48 2 235,6
Para(x = 1.175; 2 = 2) -47,5 -1,48 4 281,2
Para(x = 1.175; 2 = 3) -47,5 -0,48 1 22,8
Para (x = 1.175; 2 = 4) -47,5 0,52 11 -271,7
Para (x = 1.175; 2 = 6) -47,5 2,52 2 -239,4
Para (x = 1.375; 2 = 1) 152,5 -2 ,48 3 -1.134,6
Para (x = 1.375; 2 = 2) 152,5

001 2 —451,4
Para (x =  1.375; z = 3) 152,5 -0 ,48 4 -292,8
Para (x = 1.375; 2 = 4) 152,5 0,52 1 79,3
Para (x = 1.375; 2 = 6) 152,5 2,52 3 1.152,9
Para (x = 2.000; z = 1) 777,5 -2,48 0 0
Para (x = 2.000; 2 = 2) 777,5 -1,48 0 0
Para (x = 2.000; z = 3) 777,5 -0,48 0 0
Para (x = 2.000; z =  4) 777,5 0,52 0 0
Para (x = 2.000; z = 6) 777,5 2,52 2 3.918,6

Total /  Suma 3.335,0

En la que tenemos:

—  En la segunda columna los valores x. -  x,
—  En la tercera columna los valores zk -  T,
—  En la cuarta los valores de las frecuencias nik (nn = 2, ya que hay dos trabaja

dores con un salario de entre 1.000 y 1.100 <=mensuales y 1 año de antigüe
dad; n33 = 4, ya que hay 4 trabajadores con un salario comprendido entre 
1.251 y 1.500 <£3nensuales y 3 años de antigüedad, etc.).

—  En la quinta columna el producto de las 3 anteriores, y
—  En la última fila el sumatorio de la última columna.

Aplicando la expresión de la covarianza, tenemos:

2 1 n* & - x ) ( z*-~z)
Cov(x,z) = ^ ........ .................... = ^  = 66,7

Este valor representa una relación positiva entre los salarios (X) y los años de an
tigüedad (Z), indicándonos que, estadísticamente, a medida que aumenta la antigüedad 
de los trabajadores aumenta su salario.
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Representación gráfica

Mediante un diagrama de dispersión tendríamos el siguiente gráfico de salarios en 
relación con la antigüedad:

2200

2000

1800

1600

1400

1200v> o
_coCB <S)

1000
0 1 2 3  4  5 6  7

A ntigüedad

5.5. LA DEPENDENCIA ESTADÍSTICA ENTRE DOS O MÁS 
VARIABLES

El gráfico anterior parece indicar la inexistencia de una clara relación entre las dos 
variables consideradas, ya que algunas personas con una antigüedad de 6 años en la 
empresa ganan menos que otras con un año de antigüedad y, sin embargo, otras ganan 
mucho más.

Hemos generado otro gráfico correspondiente a una distribución entre dos nuevas 
variables para 50 trabajadores de la misma categoría que trabajan en una empresa; las 
variables consideradas han sido el salario mensual y las horas de trabajo, con el si
guiente resultado:
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Horas trabajadas

En este diagrama de dispersión la relación parece más evidente, de forma que la 
nube de puntos tiene una cierta tendencia hacia arriba, indicativa de que al aumentar 
las horas trabajadas aumenta el salario recibido.

Puede resultamos interesante estudiar esta dependencia con objeto de verificar si 
existe relación entre dos o más pares de variables (salario y horas trabajadas, salarios 
y categorías profesionales, salarios y antigüedad en una empresa, número de visitan
tes y plazas hoteleras existentes en una ciudad, número de clientes y precio de las ha
bitaciones de un hotel, etc.)

El estudio de estas relaciones de dependencia estadística es realizado por la Teo
ría de la Correlación, que determina si existe una cierta covariación o variación con
junta entre dos variables y  refleja numéricamente dicha dependencia.

Esta relación o posible relación de dependencia puede adoptar tres resultados:

• Independencia funcional o correlación nula: cuando no existe ninguna rela
ción entre las variables, como parecía deducirse del ejemplo 5.5.

• Dependencia funcional o correlación funcional: cuando existe una función tal 
que todos los valores de la variable la satisfacen (a cada valor de X  le corres
ponde uno solo de Y o a la inversa).

Sería el caso de la correlación que se da, por ejemplo, entre los ingresos de 
una empresa y el número de productos vendidos, cuando no se hace ningún 
tipo de descuento por compras.
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U nidades de producto vendido ingresos de (a em presa

100 €
2 200 €
3 300 €
4 400  €

—  Dependencia aleatoria o dependencia estadística parcial: se da cuando los 
puntos del diagrama se ajustan en alguna medida a una función (recta o cur
vilínea); esta situación es la más habitual en Estadística, ya que, cuando se 
comparan dos variables, lo normal es que exista algún grado de relación entre 
ellas, incluso en el caso de que no exista razón aparente alguna que explique 
dicha relación.

Este es el caso de la relación entre salarios y horas trabajadas del ejemplo 
anterior, dónde como puede comprobarse, cuando se examina un conjunto más 
o menos amplio de trabajadores, no siempre a un mismo número de horas tra
bajadas le corresponde el mismo salario, ni viceversa; no obstante, si existe 
una relación indicativa de que a más horas trabajadas se percibe mayor salario 
mensual. Probablemente la relación no es funcional, es decir, matemática, 
por cuánto intervienen otras variables como la categoría de los empleados, la 
antigüedad, alguna prima especial por conocimiento de idiomas, horas extras 
nocturnas o en días festivos percibidas a precio diferente del resto, etc.

Las relaciones de dependencia estadística pueden ser positivas (directas) o nega
tivas (inversas).

En los casos en que exista dependencia estadística es interesante disponer de al
gún instrumento que nos permita medir el grado de dependencia o correlación exis
tente y decidir conocer la función (recta, parábola, aproximación logarítmica, etc.) 
que explica mejor la dependencia.

Como veremos más tarde, el primer aspecto, es decir el signo y la intensidad de la 
dependencia, es estudiado por la Teoría de la Correlación, mientras que el segundo, 
el estudio de las funciones que relacionan las variables, es abordado por la Teoría de 
la Regresión.

5.6. CASUALIDAD, CAUSALIDAD Y ESPECIFICACIÓN DE MODELOS

Antes de estudiar la correlación y la regresión de variables es interesante hacer 
una reflexión sobre las características de estas relaciones.

Digamos en primer lugar que el principal objetivo de estas relaciones es la expli
cación y en su caso la predicción de una variable, que llamaremos variable dependiente 
o endógena con otra u otras variables, las variables independientes o exógenas.

Se trataría, pues de poder explicar el comportamiento de una variable endógena, 
como por ejemplo la cifra de negocio de una determinada empresa, en función de cier
tas variables exógenas, como los precios finales de los productos fabricados, el gasto 
en publicidad o en I+D+i, la puesta en marcha de una nueva estrategia de venta, etc.
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Es importante hacer una consideración al término de causalidad de las relaciones; 
supongamos que una empresa durante un período de estudio ha aplicado diferentes 
precios de venta de uno de sus productos y que dispone de una tabla en la que apare
cen relacionados los distintos precios y las ventas obtenidas con cada precio aplicado; 
es bastante probable que comparando ambas series, pueda establecer una relación, 
más o menos compleja, que le determine, con algún grado de aproximación, la cifra 
de ventas que obtendrá sí aplicase un cierto precio a su producto.

En este caso existe una causalidad derivada de la teoría general de la demanda, 
que nos indica que, normalmente, y con las demás condiciones constantes, a medida 
que se aumenta el precio se genera una menor demanda y viceversa

Es posible, no obstante, que si comparamos la serie de las ventas con alguna otra 
serie de datos que nada tuviese que ver con la empresa estudiada, número de naci
mientos, automóviles matriculados en China o cantidad vendida de ordenadores, en
contremos alguna relación estadística más o menos intensa; en estos casos tendríamos 
que hablar de relaciones de casualidad, ya que no es nada probable que las causas de 
la evolución de la demanda de nuestra empresa tengan algo que ver con la variación 
de la natalidad de determinado país o con la venta de ordenadores, al menos no es po
sible construir un modelo lógico, amparado en alguna teoría sustentable, que esta
blezca dicha relación.

Hay que tener en cuenta, sin embargo, que algunas variables, puedan estar indi
rectamente relacionadas a través de terceras variables que sí podrían haberse incluido 
en el modelo teórico; así, por ejemplo, un aumento de las matrículas de automóviles o 
de las ventas de ordenadores puede derivarse de un incremento en el nivel de vida que 
a su vez sería también una buena variable explicativa del aumento de las ventas de 
nuestra empresa.

Al estudiar una relación entre variables, es importante, pues, la especificación pre
via de un modelo teórico que recoja las principales relaciones de causalidad; así, por 
ejemplo, como nos dice la teoría de la demanda, la variable endógena ventas de la em
presa en cuestión, podría venir explicada por los precios de venta de su producto, por 
la evolución de la renta disponible en su espacio comercial, por los precios aplicados 
por sus competidores, etc.

Como es lógico, en la explicación de nuestra variable de interés es seguro que in
tervienen otras múltiples variables, ratios de calidad-precio con los productos com
petidores, capacidad logística, gastos en publicidad, incentivos de la red comercial, 
etc.; sin embargo, no siempre es posible tener datos de todas las variables influyentes, 
ni tampoco es siempre aconsejable incluirlas en un modelo que se haría excesivamente 
complejo, por lo que se tiende a la simplificación.

Estos modelos son conocidos como modelos econométricos y todos ellos inclu
yen una variable adicional, que trata de recoger el efecto conjunto de múltiples va
riables irrelevantes o escasamente relevantes y que se denomina «perturbación alea
toria» (v)\ por incluir esta variable los modelos se denominan estocásticos y adoptan 
una forma multiecuacional del tipo:

y = an + a,x. + a. x, +  a x + v
J  0 1 1  2 2  n  n

A través de los parámetros a¡, estos modelos permiten cuantificar la influencia de 
cada una de las variables exógenas (x) en la variable endógena y efectuar predicciones
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o previsiones sobre la evolución de esta variable a medida que varían las variables 
exógenas.

El modelo anterior corresponde a la más simple de las relaciones, la relación li
neal, que en el caso de dos variables, adopta la ecuación de una recta (Y = a + b X)\ 
más adelante estudiaremos otras relaciones más complejas.

En todo caso, y como colofón a este epígrafe, el alumno debe tener siempre claro 
que en Estadística en general y en Economía en particular, los estudios de regresión, 
correlación y dependencia estadística deben, ajustarse siempre a un modelo causal 
más o menos complejo.

5,7. CORRELACIÓN O GRADO DE DEPENDENCIA LINEAL ENTRE DOS 
VARIABLES

Cuando tenemos dos variables cuantitativas7 una medida de la asociación o co
rrelación entre ellas viene dada por el Coeficiente de Correlación Lineal de Pearson, 
que se define como

Expresión en la que:

S  se corresponde con la covarianza entre X  e Y.
Sx se corresponde a la desviación típica de X.
Sy se corresponde a la desviación típica de Y.

El valor de este parámetro está siempre comprendido entre -1  y +1 (-1 < r  , < 1), 
lo que nos permite y facilita la interpretación de las relaciones en la siguiente forma:

— Cuando Ir 1 = 1 se tiene una relación lineal perfecta entre las variables X  e Y, 
por lo que podemos calcular exactamente el valor de Y  asociado con cada uno 
de los valores de X  o viceversa. Si = 1 la relación es positiva o directa, si r^
= -1, la relación es negativa o inversa. El signo positivo o negativo se lo da el
valor de la covarianza.

—  Cuando r  = 0 indica que no existe ninguna relación de tipo lineal entre las 
variables. Ello no es óbice para que exista otra dependencia no lineal (cua
drática, por ejemplo).

—  Cuando -1 < r  <1  existe dependencia estadística; en general suele aceptar
se la siguiente clasificación:

7 Existen también diversos coeficientes o indicadores que miden la correlación entre variables cua
litativas y entre variables cualitativas y variables cuantitativas, pero no los estudiaremos en este texto; 
pueden citarse al efecto los coeficientes de Spearman, de Goodman y Kruskall, de Kendall, de Yule, 
etc...; los interesados en esta materia pueden ver el libro Santos, Muñoz, Juez Diseño de Encuestas para 
Estudios de Mercado. Técnicas de Muestreo y Análisis Multivariante. Ed. Ramón Areces. 2003.
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• Valor de r de 0 a 0,25 implica que no existe correlación suficiente entre am
bas variables.

• Valor de r de 0,25 a 0,50 implica una correlación baja a moderada.
• Valor de r  de 0,50 a 0,75 implica correlación moderada a buena.
• Valor de r de 0,75 o mayor, implica una muy buena a excelente correlación.

Estos rangos de valores se pueden extrapolar también, lógicamente, a las corre
laciones negativas.

Señalemos, por último, que, aunque viene expresado en términos numéricos, 
este coeficiente tiene carácter cualitativo, es decir que si en un caso se obtiene un r = 
0,3 y en otro un r -  0,6, sólo podemos afirmar que en el segundo caso la intensidad de 
la relación es mayor que en el primero, pero no que es el doble que en el primero.

5.8. REGRESIÓN LINEAL SIMPLE

La simple constatación de la existencia de una asociación entre dos variables no 
permite realizar predicciones sobre los valores que adoptará una variable al asignar 
valores a la otra. Para ello, y una vez decidido si existe o no esa dependencia entre las 
variables es importante saber si podemos encontrar una función (con forma de recta, 
parábola, etc.) que nos dé una buena aproximación de la nube de puntos y que nos sir
va, por tanto, para hacer predicciones; esta función matemática se denomina ecuación 
de regresión.

La regresión consiste en ajustar lo más posible la nube de puntos de un diagrama 
de dispersión a una función. Cuando la función es una recta obtenemos la recta de re
gresión lineal, cuando es una parábola, una regresión parabólica, cuando es una ex
ponencial, una regresión exponencial, etc.

La regresión de dos variables debe afrontar, pues, dos tipos de problemas: decidir 
qué función se ajusta mejor a los datos disponibles y realizar dicho ajuste.

Para afrontar el primer problema una forma muy útil es acudir a la representación 
gráfica de los datos; así, se comprueba, por ejemplo, que en la primera de las si
guientes distribuciones, la figura que mejor se ajusta a los datos disponibles es una 
recta, mientras que la segunda queda bastante mejor explicada con una parábola.

R elac ión  linea l R e lac ión  p a rabó lica
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Si se dispone de los programas informáticos más utilizados para realizar regre
siones estadísticas puede optarse por realizar distintas simulaciones comprobando la 
bondad de los distintos ajustes, mediante el análisis de determinados parámetros que 
veremos más adelante.

Veamos como afrontar el segundo de los problemas trabajando con la relación 
funcional más simple, desde el punto de vista del análisis matemático, es decir, con la 
relación lineal. Como es sabido, este tipo de relaciones vienen dadas por ecuaciones 
del tipo:

y = a + b x,

Que se corresponden con la ecuación general de una recta en dos dimensiones.
Se trata en definitiva de ajustar una recta de forma que se aproxime el máximo po

sible a la nube de puntos de la distribución, determinando los parámetros a y b de la 
ecuación; para ello pueden utilizarse diversos procedimientos o métodos de ajuste; el 
más utilizado es el denominado Método o Criterio de Ajuste por Mínimos Cuadrados.

Este procedimiento está basado en admitir que la representación más adecuada de 
la dependencia entre dos variables es aquella función que hace mínima la suma de las 
diferencias al cuadrado entre los valores reales y los valores teóricos obtenidos a partir 
de la función ajustada (distancias verticales de las observaciones o puntos de informa
ción previa de que disponemos a la recta). Supongamos como ejemplo las variables 
gasto realizado por los clientes de un hotel y días de estancia en el mismo; se muestran 
en el siguiente gráfico las distancias que se hacen mínimas al estimar la regresión.

Relación entre gasto realizado y  días de estancia

120-1

30 -

0 -I------------1----------------1------------- 1-------------1------------ 1------------- 1
0 1 2 3  4 5 6

Días de estancia

Luego dadas dos variables cuantitativas X, Y, se trata de encontrar una ecuación 
del tipo:

Y = a + b X
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Que nos permita aproximar los valores de Y  a partir de los de X.
En principio existen infinitas soluciones capaces de satisfacer la condición ex

presada en el párrafo anterior, ya que sobre el plano podemos trazar infinitas rectas 
más o menos próximas entre sí; para elegir una es necesario añadir alguna restricción 
adicional que permita obtener una solución perfectamente determinada. Con esta fi
nalidad, exigimos también que el error cometido al realizar la predicción de Y  sea mí
nimo.

Si llamamos y. al valor de la variable Y  que tiene asociado el valor x. de la variable 
X, e y* al valor que resultará de calcular la ecuación Y  = a + b X, con el valor de x, es 
decir: y*  = a + bx., entonces el error cometido en la predicción será:

e. = y. -  y*  (la distancia vertical en el gráfico)

De forma que cada punto puede escribirse como:

y i  = 7/* + e¡

O, lo que es lo mismo:

y. = a + b x. + e. ̂l 1 1

e. = y . - a - b  ■ x.
i  J  l  l

Estos errores son unos positivos y otros negativos, dependiendo de que la y. ob
servada esté por debajo o por encima de la recta y * estimada. Se elevan al cuadrado
mediante la expresión •  ef , con objeto de que la suma algebraica de los errores no 
sea nula.

Se trata de hacer mínimo S = ^  ef  > es decir:

5 = -  *  )2 = ^ ~ a ~ bx' )2

Para que esta expresión sea un mínimo, la condición necesaria es que se anulen 
las derivadas parciales respecto a las incógnitas, que son los coeficientes de regresión 
lineal a y  b.

Derivando respecto de los parámetros a y  b e  igualando los términos a cero, se ob
tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

J -  2  CV; ~ a - bx¡f = 0 => - 2 ^  (y ¿ -  a -  bx,) = 0 => ^  O?, "  " bx,) = 0
/-i i=i /=!

T¡;]£ (y i -a - ¿fxt)2=0=>- 2É x‘'(y>'~a ~ bxt ) =0=>2 x '-(y i ~ a ~ ¿?xJ m000 M • M i.)
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Operando queda el siguiente sistema de ecuaciones normales:

N N

^ y j - N a  + b ^ X ;

K w * P .13
^ y i X i - a ^ X i  + b ^ x t

í=¡ í=i

En el caso de que queramos hacer la regresión de X  sobre Y, las ecuaciones 
serían:

iv iv

^ - N á + b ' ^ y ,
1 - 1  1=1

^ y ^ á ^ y ^ b ' ^ y )
w 1=1 [5.2]N  N N L J

2
y

í=l /=1

Operando adecuadamente podríamos también llegar a otras expresiones que nos 
permiten el cálculo de los parámetros a y b de la ecuación de regresión; así, por ejem
plo, puede demostrarse que:

N  N N

a2 i v 2 ' X vb = — H -------- izl 
VI 2 ( £  ^  S*N \ x f -  \ \ x  1

a = y  -  bx

Luego la recta de regresión puede obtenerse mediante la expresión:

y - y  = ^ - { x - x )  [5.3]

Del mismo modo podríamos habernos planteado la ecuación de regresión de x  so
bre y. En este caso, si suponemos que x = a’ + b’ y, tendríamos:



p f g T R  t b u c ió n  d e  f r e c u e n c ia s  b id im e n s io n a l e s 273

b ' = h

a' = x - b ' y

x - ¿  = Sf ( y ~ y )

[5.4]

Expresando las medias, covarianzas y varianzas en momentos respecto al origen 
y respecto a la media y teniendo en cuenta que:

oIIH

y = a0i

II $x = m20 sy -  mQ2

Las ecuaciones normales de regresión se pueden expresar como: 

— Regresión de y  sobre x

b - ^
m 20

a ~ a0\ ~ bai0

m
y-<h\ - m

(.x - a lQ)
20

— Regresión de x  sobre y

b ■ _ m n

m 02

a' ioII

'b a0\

% l
X ~ aw  ~

m 02( y ~ aoi)

[5.5]

[5.6]

El alumno puede elegir en cada caso las fórmulas de cálculo que considere más 
cómodas (ecuaciones normales o método de los momentos).

Ejemplo 5.7. Una empresa ha comprobado experimentalmente que sus ventas (en mi
les de euros por semana) están relacionadas con el número de trabajadores disponibles 
para atender a la clientela; dispone a tal fin de los siguientes datos:
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i S g i S É i S l i i f f g g l i

5 20
6 25
7 29
8 33
9 37

10 41

Ajústese la función lineal que mejor exprese la relación entre ambas variables. 

Solución

Utilizamos el sistema de ecuaciones normales, para cuyo planteamiento necesi
tamos los valores de las columnas 3.a y 4.a de la siguiente tabla:

S i i s i i i é 3. % J.ÜT-fc. & W S s M ü l i i
20 5 100 25
25 6 150 36
29 7 203 49
33 8 264 64
37 9 333 81
41 10 410 100

Total 185 45 1.460 355

De la expresión [5.1] se desprende que el sistema de ecuaciones normales

^  y¡ = Na + b ^  x¡

' ^ y ! x¡ = a ^ x í + b ^ x f

Tomará los valores:

185 = 6 a + 45 b 
1.460 = 45 a + 355 b
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Cuya solución es8:

a = -0,238 

b=  4,143

Con lo que la recta ajustada será:

yj = -0,238 + 4,143 x¿

Veamos ahora en qué medida esta ecuación se ajusta a los valores existentes, lo 
que nos dará un indicio de su capacidad para predecir otros valores futuros.

\alur (.'vlinurio X.iliir Ki-al DiMvirciü
Ui'iil-l-'.sliinadi» 'i ( l i l l T C I K 'M

Para x  = 5 y = 20,48 20 -0,48 -2,38%
Para x = 6 y = 24,62 25 0,38 1,52%
Para x  = 7 y = 28,76 29 0,24 0,82%
Para x  = 8 y = 32,90 33 0,10 0,29%
Parax= 9 y  = 37,05 37 -0,05 -0,13%
Para x  = 10 y  = 41,19 41 -0,19 -0,46%

Las diferencias porcentuales entre el valor real y el estimado son relativamente pe
queñas (promedio inferior a -0,06%), por lo que parece que la función obtenida se 
ajusta bastante a la nube de puntos de la distribución.

Si ello es así, parece posible que la recta estimada permita situar otros posibles pa
res de valores entre las dos variables investigadas, es decir que conociendo el valor de 
una de las variables (la que denominamos independiente) podamos «estimar» el valor 
de la otra (la variable dependiente) o lo que es lo mismo «predecir» un hipotético re
sultado; en nuestro caso, por ejemplo, predecir cuales serían las ventas sí aumentamos 
la plantilla hasta 11 ó 15 empleados.

Veremos este aspecto en el siguiente apartado.

Aplicando, por ejemplo, la regla de Kramer:

185 45
355

6
45

185
1460

6 45 0,23 b«- 6 45
45 355 45 355

= 4,14
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5.9. BONDAD DEL AJUSTE Y PREDICCIONES

En el apartado anterior hemos construido una nueva variable: la diferencia entre el 
valor observado o valor disponible con anterioridad y el valor estimado; esta dife
rencia se denota e y representa el error cometido en cada predicción, de forma que 
e = y -y * .

Siempre que se efectúa una regresión es necesario estimar algunas medidas de dis
persión que nos valoren el grado en el que la función estimada puede sustituir a las 
observaciones de las que se obtuvo; estas medidas de dispersión también nos puede 
proporcionar información sobre el grado de dependencia entre las variables regresadas 
y se conocen como medidas de bondad del ajuste.

Una primera medida de dispersión, conocida como varianza residual o varianza 
de los errores o residuos, viene dada por la media aritmética de los errores al cua
drado, es decir:

N N

2 ( y . - y j
S 2 = J=i_________= 2=1__ (dado que la media de e. por definición es igual a 0).

N  N

Cuando esta medida es alta quiere decir que los residuos son grandes y, en con
secuencia, que en general, la función estimada se aleja bastante de los valores origi
nales (nube de puntos) y es poco representativa de los mismos. Por el contrario, si la 
expresión da valores pequeños será indicativo de que existe bastante representatividad.

A partir de este concepto se construye el denominado Coeficiente de Determi
nación que es la medida de bondad del ajuste habitualmente más utilizada.

Para ello hacemos el siguiente razonamiento:

& = &, + &>• y* e

— Es decir, la varianza total de nuestra variable dependiente Y  tiene dos com
ponentes: uno debido a la relación entre las variables y que está contenida en 
el término S2 que llamamos varianza explicada por la regresión; y

— Otro que es la varianza residual ¥  y que contiene la variabilidad que no es 
capaz de explicar el modelo lineal.

A partir de esta expresión definimos el coeficiente de determinación R2 como el 
grado de participación de la varianza explicada en la varianza total de la variable ob
servada y; este coeficiente vendrá definido por la expresión:
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En el caso de la regresión lineal, puede comprobarse que la varianza de la variable 
y* puede calcularse como:

’2 ( a+bx<~y)2 S 2
_  )=i_______________ _  1=1______________________  x y

y’ ~ N  N  S 2

Obteniendo por tanto, la siguiente expresión alternativa, que como vemos, coin
cide con el Coeficiente de Correlación Lineal de Pearson elevado al cuadrado:

o 2 c2
[5.8]

* S2 S2xS2y

Pudiendo expresarse también en relación con los momentos respecto a la media 
mediante la siguiente expresión:

m\ i

R ¿  ^  [5.9]mQ2 • m

Para su cálculo el alumno puede utilizar la expresión que le resulte más cómoda.
Este coeficiente por su definición es genérico y sirve para cualquier tipo de re

gresión, ya sea lineal, cuadrática o de cualquier otra naturaleza9.
E l coeficiente de determinación R 2 tiene un valor comprendido entre 0 y  1 (0 y 

100%); cuando su valor es cero indica una nula representatividad de la ecuación de re
gresión y cuando su valor es 1 indica un ajuste perfecto entre la ecuación estimada y 
la nube de puntos; los valores intermedios indican mayor o menor representatividad o 
ajuste de la función, recomendándose valores altos (superiores a 0,85) para dar por re
presentativa la ecuación estimada.

De lo anterior también se desprende que, a la hora de estimar los parámetros del 
modelo, resultará de vital importancia que el término de error no ejerza ninguna in
fluencia determinante en la explicación del comportamiento de la variable depen
diente. Aunque estos temas se estudian en un curso superior y particularmente en la 
asignatura de Econometría, baste aquí indicar que, cuando se aplica el método de mí
nimos cuadrados ordinarios, se deben realizar hipótesis de comportamiento sobre el 
término de error, las cuales afectan a la forma de su distribución. Sin entrar en detalle, 
avanzaremos que los errores deben presentar un comportamiento aleatorio y no pre
sentar correlación con la/s variables/s explicativa/s del modelo.

9 Existe algún caso, como la denominada regresión logística, caracterizada por ser la variable dependien
te cualitativa, en que este coeficiente no es calculable, si bien existen aproximaciones, entre las cuales citar el R 
cuadrado de Cox y Shell y el R cuadrado de Nagelkerke.
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Una vez estimada una ecuación de regresión podemos emplearla para obtener da
tos que se encuentren en el mismo rango que los estudiados (interpolación) o para ob
tener valores ajenos a los inicialmente disponibles {extrapolación). Así en el ejemplo 
anterior, con la ecuación estimada podríamos estimar las ventas de otra empresa con 
5, 6, 7, 8, 9 ó 10 trabajadores o los de la propia empresa u otra similar que tuviese 20 
trabajadores; lógicamente en el primer caso (interpolación) se obtendrán valores mas 
fiables que en el segundo, ya que en nuestros datos de partida no hemos incorporado 
datos experimentales de una empresa de este nuevo tamaño y desconocemos si a par
tir de cierto tamaño se mantendrán los mismos términos de progresión de las ventas al 
aumentar el número de trabajadores.

Ejemplo 5.8. Una determinada empresa dispone en sus registros de los siguientes da
tos que relacionan el gasto semanal en publicidad con la cifra de ventas de un deter
minado período (en ambos casos los datos se presentan en miles de euros):

Período Gasto en publicidad (*.) Ventas (y)

Semana 1 20 200
Semana 2 25 240
Semana 3 24 400
Semana 4 23 350
Semana 5 20 200
Semana 6 20 250
Semana 7 10 80

Obtener una recta de regresión que permita predecir las ventas futuras en función 
del gasto realizado en publicidad y valorar la calidad de dichas predicciones.

Solución

Vamos a operar por el método de los momentos; procedemos a elaborar la si
guiente tabla:

" <A.», ,* i\ \ * x. > ̂ : t i  ñ
20 200 4.000 40.000 400
25 240 6.000 57.600 625
24 400 9.600 160.000 576
23 350 8.050 122.500 529
20 200 4.000 40.000 400
20 250 5.000 62.500 400
10 80 800 6.400 100

Total 142 1.720 37.450 489.000 3.030
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Recordemos las expresiones que permiten el cálculo de los momentos respecto a 
la media y de los momentos respeto al origen:

Variable x Variable y

Momentos respecto al 
origen de primer orden

r
Y

^  N

% y ¡ ni

a°'~  N

Momentos respecto al 
origen de segundo 
orden

a" - 1 N
2 ^

%1~ N

Momento producto 
respeto al origen

n N

Momento producto 
respecto a la media 
(covarianza) 2 2  a ' ,;-

= 1 N -  - N - - y

Momentos respecto a 
la media en relación 
con momentos 
respecto al origen

s¡  = m2n = ax¡- aw
sy = mrn = a02 ~ ali
Cov(xy) =.sv  = mn = an - a wam

Calculamos:

M om entos respecto al origen  
cíe prim er orden

M om entos respecto al origen  
de segundo orden

Variable x
> x, n¡.

¿4  142<% = — ------- = ----- -- 20,29 = x
N 1

y  xi n ,-
â 4 i  .3 .030
20 M 1

Variable y
y , r

J J i 720 __ J ¡ y‘ n- 489.000 57 H
Q r\a / 1 — y
01 N  1 - 0 2  N  ?

Momento 
producto 
respeto al 
origen

r  s

> > x¡ y, nt
¿4 ¿4 1 1 37 450 t i l *  //K>U 5.350

11 N  7
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M om entos respecto a la inedia de segundo orden

Variable x = m20 ~ a20 ~ ÜW = 432’85 “ 20’292 = 21’35
Variable y S2 = m02 = a02 -  a2m = 69.857,14 -  245,712 = 9.481,63

Momento producto 
respecto a la media = mn = an - a l0a0l = 5.350 -  20,29 • 245,71 = 365,51

Aplicando las relaciones

Nos queda

b _  mn _ 365,51 
" " 21,35m

- 17,12
20

a = a0i- b a lQ = -101,63

-  mu ly - y  = —^- ( x - x )
m20

( \ y ~ a 01 = ----- ( x - a i0)
m20

=*■ ^ -2 4 5 ,7 1  = 17,12 (* -2 0 ,2 9 ) =

El coeficiente de determinación valdría:

365,512m,
m02-m7ú 9.481,63-21,34

y = 17,12* -  101,63

=  0,66

Indicativo de que la recta de regresión no tiene un alto poder predictivo; de hecho, 
con esta ecuación, hubiésemos obtenido los siguientes valores de 3?..

i: fetpn*
i7;7Venfás'í.i:|
Í | S 6 S | í :

Semana 1 20 200 yt = 17,12 ■ 20 -  101,63 = 240,8
Semana 2 25 240 ?2= 17,12-25- 101,63 = 326,4
Semana 3 24 400 = 17,12 • 24 — 101,63 = 309,3
Semana 4 23 350 ;y4 = 17,12-23-101,63=292,2
Semana 5 20 200 ;y5 = 17,12 • 20-101,63 = 240,8
Semana 6 20 250 35= 17,12-20-101,63 =240,8
Semana 7 10 80 y7= 17,12-10-101,63 = 69,6
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Estos valores son algo acertados en algunos casos (la sexta semana nos da un va
lor relativamente aproximado) y bastante alejados en otros, ya que por, ejemplo, 
para la última semana, es decir, para un gasto en publicidad de 10 hubiésemos previsto 
unas ventas de 69.600 euros, cuando en realidad las ventas fueron de 80.000 euros; 
parece, en consecuencia, que la regresión lineal no es suficientemente buena para pre
decir la serie; es decir, que la línea recta no se ajusta adecuadamente a la nube de pun
tos que presentan los datos de partida.

Convendría por ello buscar otra regresión no lineal como las que estudiamos en el 
siguiente apartado.

Ejemplo 5.9. En una distribución de frecuencias para dos variables X e Y se ha ob
tenido la siguiente tabla de correlaciones:

Nv Y
x \ 2 3 4 Total

4 5 6 2 13
4 4 2 10

B í X 'H í; 3 6 8 17

Total 12 16 12 40

Obtener la regresión lineal simple que une ambas variables (x sobre y; y sobre x). 
Construimos la tabla auxiliar

\  yj

x. \i \
2 3 4 n.I* x. • n.1 ?• xr n.¡ í* Z y j » #

4 5 6 2 13 52 208 36 144
4 4 2 10 50 250 28 140
3 6 8 17 102 612 56 336

l e l i l í
12
24
48

16
48
144

12
48
192

40
120
384

204 1.070 120 620

A partir de esta información obtenemos los momentos respecto al origen a ^ y  res
pecto a la media mhk y sabiendo que los momentos respecto a la media pueden ex
presarse en función de los momentos respecto al origen, tendremos:
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1.070 384 _a20~ --------= 26,75 am = ----- = 9,6
20 40 02 40

an = = 15,5 mu = d¡i -«io^oí = 15,5-5,1- 3 = 0,2

m2o = a2o ~ = 26,75 -  5,12 = 0,74 mü2 = a02 -  aj, = 9,6 -  32 = 0,6

Dado que:

b = mn/m20 a = am -  bal0 y  -  a0 = mn/m2Q(x -  al0)

Se tiene que

b = 0,27 a = 1,62 y -  3 = 0,27-(x -  5,1)

Operando se obtiene la siguiente recta de regresión de y sobre x: y = 1,62+ 0,27x. 
El valor del coeficiente de determinación indica, sin embargo, que el ajuste rea

lizado no es adecuado.

R 2 = -= 0,22 =0,09
mc>2'mio 0,74-0,6

Por lo que en principio no existe relación de dependencia entre ambas variables o 
debe estudiarse otro tipo de ajuste no lineal.

5.10. REGRESION NO LINEAL

Los modelos de regresión no siempre son lineales, es decir, no siempre vienen ex
presados por la ecuación de una recta. Existen también modificaciones de esta ecuación 
de tal manera que se pueden practicar análisis de regresión cuadrática, cúbica, logarít
mica, logística, etc. Además en la regresión pueden intervenir dos o más variables in
dependientes, constituyendo lo que se denomina análisis de regresión multivariante.

Los principales modelos no lineales que se utilizan en estadística son:

La fundón polinómica:

y = an + a.x  + a~x2 + ... + a x^  0 1 2 n

Aunque no lo tratamos en este nivel, puede resolverse aplicando el criterio de mí
nimos cuadrados de forma similar a la ecuación lineal.
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La función potencial:

y -  axb

En estas funciones puede tomarse logaritmos neperianos de forma que:

ln(y) = ln(a) + b-ln(x)

Si en esta transformación se hace un cambio de variables tal que y ‘=ln(y) y 
x ‘~ln(x) se estará ante una regresión lineal del tipo: y ‘ = a’ + b’x ‘. Una vez determi
nadas a y b \  se calcula a y b tomando antilogaritmos.

La función exponencial:

y  = abx

Operando como en el caso anterior se transforma en: ln(y) = ln(a) + x  • ln(b). 
Haciendo, en este caso, y’ = log(y) calculamos a’ y b’ de modo quey '=  a’ + b’x. 
Una vez calculados obtenemos los parámetros originales a y  b.

La función logarítmica:

y  = a + b • log (x)

Basta con hacer el cambio x ‘—ln(x) y tratarlo como una ecuación lineal.

Ejemplo 5.10. Dados los siguientes datos correspondientes a dos variables

s a í i t
8 2

1 0 3

1 2 4

1 6 6

2 1 10

Ajústese una parábola que exprese la relación entre ambas variables. 

Solución

En este caso la curva seleccionada es y* = a + bx. + cxf
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S í i í S :>"7 x.3 \ x.-y. ‘ -6 x*2' yM
8 2 4 8 16 16 32

10 3 9 27 81 30 90
12 4 16 64 256 48 192
16 6 36 216 1.296 96 576
21 10 100 1.000 10.000 210 2.100

Suma 67 25 165 1.315 11.649 400 2.990

El sistema de ecuaciones normales, obtenido derivando los residuos en función de 
los parámetros a, b y c será:

67 = 5a + 25 b + 165 c 

-»  400 = 25a + 165b + 1.315c 

2.990= 165a + 1.3156+ 11.649c

¿Y ¡\ ¿v
^ y ^ N a  + b ^ X t  + c ^ x ]
M /-I /-I
N  N  N  N

% y,x ¡ -  a% x¡ + ^
j=l i'=l ¿=1 ;=1
N N  N  N

2  y ¡ x f = a %  x i +  b %  x * + x t

í=i /-i ¿-i i=i

Cuya solución es:

a -  2,8566 
b = 2,6737 
c = -0,0856

Con lo que la función ajustada será

y* =2,8566 + 2,6737*,. -  0,0856 x}

Se muestra en la siguiente tabla los valores estimados y la comparación con los 
valores observados:

Valor evStunado Valor Real % diferencia

Para x ~ 2 y = 7,8615 8 1,73%
Para x = 3 y = 10,1072 10 -1,07%
Para x = 4 y=  12,1816 12 -1,51%
Para x = 6 y = 15,8169 16 1,14%
Parax = 10 y = 21,0328 21 -0,16%
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Ejemplo 5.11. La relación entre renta familiar disponible y consumo aparente de un 
determinado grupo de familias es la siguiente (en miles de euros anuales).

Ajustar una función de consumo potencial

S o l u c i ó n

La función a ajustar es deí tipo C - A -  Rb 
Tomando logaritmos se tiene ln (C) = ln (A) + b • ln (.R) 
Llamando c = ln (C) r = ln (R) a = ln (A)
La función a ajustar es c = a + b • r; es decir un ajuste lineal. 
Formamos la siguiente tabla:

n m  m
2 3 0,6931 1,0986 0,7615 1,2069
3 6 1,0986 1,7918 1,9684 3,2104
4 9 1,3863 2,1972 3,0460 4,8278
5 12 1,6094 2,4849 3,9993 6,1748
6 15 1,7918 2,7081 4,8522 7,3335
7 20 1,9459 2,9957 5,8294 8,9744

8,5252 13,2763 20,4569 31,7279

El sistema de ecuaciones normales será:

8,5252 = 6 a + 13,2763 b 
20,4569 = 13,2763 a + 31,7279 b

Cuya solución es:

a = -0,0784 
b = 0,6776
A = antilogaritmo de a = 0,9246
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Con lo que la función ajustada será

C  = 0,9246 R0-6116 

El valor de consumo esperado para los distintos niveles de renta será:

Para Renta = 3 C = 1,9464 2 2,68%
Para Renta = 6 C = 3,1132 3 -3,77%
Para Renta = 9 C = 4,0975 4 -2,44%
Para Renta =12 C = 4,9793 5 0,41%
Para Renta =15 C = 5,7920 6 3,47%
Para Renta = 20 C = 7,0386 7 -0,55%

Ejemplo 5.12. Dada la siguiente distribución bidimensional

t-í' *
5 70
6 75
7 80

11 85
12 90

Ajustar una función exponencial del tipo y = a t f  
Linealizamos mediante logaritmos ln (y) = ln (a) + x  In {tí)
Y formamos la siguiente tabla para obtener la recta Y = A + Bx 
Llamando a: Y = ln (y); B = ln (b); A = ln (■a);

lliilf ^ s WSSi WSMÉ
5 70 4,2485 25 21,2425
6 75 4,3175 36 25,9049
7 80 4,3820 49 30,6742
11 85 4,4427 121 48,8692
12 90 4,4998 144 53,9977

Total 41 21,8905 375 180,6885
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El sistema de ecuaciones normales será

21,8905 -  5 A + 41 
180,6885 = 41 A + 375 B

Cuya solución es:

A = 4,1273 

B = 0,0306

a -  antilogaritmo d t A ( a  = eA) = 62,0113 

b ~ antilogaritmo de B (b = e8) -  1,0311

Con lo que la función ajustada será

y  = 4,1273 + 0,0306 x

Y la función exponencial será

y* =62,0113 ■ 1,031 Y

Se muestra a continuación los valores estimados y su comparación con los ob
servados.

Valor estim ado Valor real % diferencia

Para x  = 5 y = 72,08 70 -3,12%
Para x = 6 y = 74,50 75 0,67%
Para x - 1 y = 76,81 80 4,15%
Para x = 11 y = 86,81 85 -2,09%
Para x=  12 y = 89,51 90 0,55%

Ejemplo 5.13. Con los datos que aparecen en la siguiente tabla, estimar la ecuación 
de regresión que mejor describa la variable Y en función de la X, y compare los re
sultados obtenidos con respecto a un ajuste lineal.
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8 S S ? l l i s j í
1 10 9 16 14 64
2 10 10 17 14 79
3 10 10 18 14 64
4 10 11 19 15 127
5 11 22 20 16 166
6 11 14 21 16 202
7 12 25 22 18 425
8 12 31 23 19 831
9 12 31 24 19 678

10 13 41 25 19 830
11 13 50 26 19 678
12 13 41 27 20 1.330
13 14 79 28 20 1.066
14 14 79 29 20 1.279
15 14 64 Suma 422 8.336

Se muestra a continuación el gráfico de dispersión de ambas variables. Tal y 
como se aprecia, la relación no es lineal y, por lo tanto, no será éste el mejor ajuste.

G ráfico de  d ispersión

Variab le  X
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Si la relación funcional fuera la exponencial, X y ln(Y) se ajustarían adecua
damente a través de una línea recta. Para comprobar esto, se realiza la represen
tación gráfica de ambas variables donde puede apreciarse una clara relación line
al.

Análogamente, en el caso de una relación potencial, se observará una relación li
neal entre ln (X) y ln (Y), y si la función más adecuada fuera la logarítmica dicha re
lación lineal aparecerá entre Y y ln (X).

Gráfico de dispersión

Variable X

Se muestra a continuación la tabla con los cálculos necesarios para la estimación 
de la regresión lineal y la exponencial.
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s t t s l
yií®- ln(v í

---5- 
i-j.-* -S ü  4 i  i**1-

i 10 9 2,1972 100 90 21,9722
2 10 10 2,3026 100 100 23,0259
3 10 10 2,3026 100 100 23,0259
4 10 11 2,3979 100 110 23,9790
5 11 22 3,0910 121 242 34,0015
6 11 14 2,6391 121 154 29,0296
7 12 25 3,2189 144 300 38,6265
8 12 31 3,4340 144 372 41,2078
9 12 31 3,4340 144 372 41,2078

10 13 41 3,7136 169 533 48,2764
11 13 50 3,9120 169 650 50,8563
12 13 41 3,7136 169 533 48,2764
13 14 79 4,3694 196 1.106 61,1723
14 14 79 4,3694 196 1.106 61,1723
15 14 64 4,1589 196 896 58,2244
16 14 64 4,1589 196 896 58,2244
17 14 79 4,3694 196 1.106 61,1723
18 14 64 4,1589 196 896 58,2244
19 15 127 4,8442 225 1.905 72,6628
20 16 166 5,1320 256 2.656 81,7918
21 16 202 5,3083 256 3.232 84,9323
22 18 425 6,0521 324 7.650 108,9376
23 19 831 6,7226 361 15.789 127,7300
24 19 678 6,5191 361 12.882 123,8638
25 19 830 6,7214 361 15.770 127,7071
26 19 678 6,5191 361 12.882 123,8638
27 20 1330 7,1929 400 26.600 143,8587
28 20 1066 6,9717 400 21.320 139,4334
29 20 1279 7,1538 400 25.580 143,0767

Suma 422 8.336 131,0587 6.462 155.828 2.059,5332
Media 14,55 287,45 = 4,52 = 222,83 5.373,38 = 71,02 =

La estimación de los parámetros asociados a la regresión lineal sería:

a,, -  _ 5.373,38 -14,55 • 287,45
a.n-a.0  ~ 222,83-14,552

= 107,50
‘ 20  20 

-.(1)a, = d¡¡¡ -  = 287,45 -107,50 • 14,55 =-1.276,81

Y por tanto la recta de regresión será: y1¿ -  -1.276,81 + 107,50* x(-
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Análogamente, la estimación de los parámetros asociados a la regresión expo
nencial será:

71,02-14,55-4,52 Q ^
2 «Í20 « 2 0 - 4  222,83-14,552

«2 = 4  -  V io  = 4,52 -  0,4745 ■ 14,55 = -2,3858

Y por tanto la recta de regresión será: ln (y2)  = -  2,3858 + 0,4745 • x. 
Deshaciendo la transformación, la ecuación finalmente estimada será:

y2. = exp (-2,3858) exp (0,4745)* => y2i = 0,0920 ■ 1,6072*

Se muestra en la siguiente tabla los valores predichos para las dos ecuaciones li
neales calculadas, los errores obtenidos y el valor predicho y error derivado de la 
ecuación exponencial.

■ SS-Hí'JS IS385 SS55Í :! l í ! í 3 5 5 3
i 10 9 2,1972 -201,84 2,3594 210,84 -0,1622 10,58 -1,58
2 10 10 2,3026 -201,84 2,3594 211,84 -0,0568 10,58 -0,58
3 10 10 2,3026 -201,84 2,3594 211,84 -0,0568 10,58 -0,58
4 10 11 2,3979 -201,84 2,3594 212,84 0,0385 10,58 0,42
5 11 22 3,0910 -94,35 2,8339 116,35 0,2571 17,01 4,99
6 11 14 2,6391 -94,35 2,8339 108,35 -0,1948 17,01 -3,01
7 12 25 3,2189 13,15 3,3084 11,85 -0,0895 27,34 -2,34
8 12 31 3,4340 13,15 3,3084 17,85 0,1256 27,34 3,66
9 12 31 3,4340 13,15 3,3084 17,85 0,1256 27,34 3.66
10 13 41 3,7136 120,64 3,7829 -79,64 -0,0694 43,95 -2,95
11 13 50 3,9120 120,64 3,7829 -70,64 0,1291 43,95 6,05
12 13 41 3,7136 120,64 3,7829 -79,64 -0,0694 43,95 -2,95
13 14 79 4,3694 228,14 4,2575 -149,14 0,1120 70,63 8,37
14 14 79 4,3694 228,14 4,2575 -149,14 0,1120 70,63 8,37
15 14 64 4,1589 228,14 4,2575 -164,14 -0,0986 70,63 -6,63
16 14 64 4,1589 228,14 4,2575 -164,14 -0,0986 70,63 -6,63
17 14 79 4,3694 228,14 4,2575 -149,14 0,1120 70,63 8,37
18 14 64 4,1589 228,14 4,2575 -164,14 -0,0986 70,63 -6,63
19 15 127 4,8442 335,64 4,7320 -208,64 0,1122 113,52 13,48
20 16 166 5,1120 443,13 5,2065 -277,13 -0,0945 182,45 -16,45
21 16 202 5,3083 443,13 5,2065 -241,13 0,1018 182,45 39,55
22 18 425 6,0521 658,12 6,1555 -233,12 -0,1035 47132 -46,32
23 19 831 6,7226 765,62 6,6301 65,38 0,0926 75733 73,47
24 19 678 6,5191 765,62 6,6301 -87,62 -0,1109 757 33 -7933
25 19 830 6,7214 765,62 6,6301 64,38 0,0914 75733 72,47
26 19 678 6,5191 765,62 6,6301 -87,62 -0,1109 75733 -79 33
27 20 1330 7,1929 873,12 7,1046 456,88 0,0884 121734 112,46
28 20 1066 6,9717 873,12 7,1046 192,88 -0,1329 121734 -15134
29 20 1279 7,1538 873,12 7,1046 405,88 0,0492 121734 61,46
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Como puede observarse los errores cometidos con la ecuación exponencial son 
mucho menores que los asociados a la regresión lineal (7a y 10a columna). Para com
probar la bondad del ajuste obtenido en ambas regresiones calcularemos el R2.

El R2 de la regresión lineal obtenido será:

 - 1 -  l ™ 3 . 9 4
1 S 2 V /  -\2 4.749.373,17z(y--y)

siendo, por tanto, el coeficiente de correlación lineal igual a:

t - t /0 , '781 =0,884 

El R2 asociado a la ecuación exponencial será:

29

\ y
,2 , S i  , é  11 , 0,3829/?, = 1   = 1 — ‘ 1 — 1--------------   0,995 siendo z = ln (v 1S 2V v /  —\2 72,7012 , sienao z. m o y .

y Z ( y t - y )

Si no hubiésemos comprobado previamente la distribución del diagrama de dis
persión, hubiésemos podido dar por buena la relación lineal, con un R2 = 0,781, pero 
como vemos, la función exponencial ajusta mucho mejor los datos. Se muestra en el 
siguiente gráfico el diagrama de dispersión de X e Y, y los valores predichos por am
bas regresiones.

Gráfico de dispersión
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5i11, INTRODUCCIÓN a  l a  r e g r e s ió n  m ú l t ip l e

Pasamos a continuación a generalizar el modelo anterior al caso de un modelo con 
varias variables exógenas, de tal forma que se trata de determinar la relación que exis
te entre la variable endógena Y y las variables exógenas, X v X2, Xk. Dicho modelo se 
puede formular matricialmente de la siguiente manera:

Y = X  - p + e => Y. = X u + P2X2¡ + ... + + e. i =1, 2 , »

Donde:

'Y¿  
K

tf . /

Es el vector de observaciones de la variable endógena.

(Xn X!2 . • V

X -
X2i x 32 . -

A , X  n2 ■■ X ^

= [X ,X 2 ... Xk]

Es la matriz de observaciones 
de las variables exógenas.

P -

Pi
Es el vector de coeficientes que pretendemos estimar.

e =

\ C n J

Es el vector de términos de error.

Si en la expresión anterior se considerara que existe término independiente, , la 
matriz X quedaría como:

X =

/ 1 X12 ... X j
1 x 22 ... x 2t

1 X n2 ... Xnf/

-[1  X2 X3 ... x k]
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Y el modelo quedaría así:

Yt = a  + Pi Xu -i- % X 2. + ... + + ui i =1,2, n

El problema a resolver nuevamente es la minimización de la suma de los cuadra
dos de los términos de error tal que:

N N

Desarrollando dicho cuadrado y derivando respecto a cada (1 obtenemos el si
guiente sistema de ecuaciones expresado en notación matricial:

X ’X $  = X ’ Y

En donde basta con despejar (3 premultiplicando ambos miembros por la inversa 
de la matriz (X’X) para obtener la estimación de los parámetros del modelo tal que:

^ ( x ' x y ' x r

Donde:

(»
I X 2
i=ln

í= i

t X *X ¡2 -
» V

■

X 'X  = 2 x i  ••
1=1

/«I

1=1
X"Y

Vi-I
t X *X » - 
1=1

■ i x i
1=1 }

Í X J ,
1=1

l x ^<
v /-i /

Si en el modelo existiera término independiente, a, las matrices anteriores serían:

X ' X  =

/ n n V í  n \
n 2 X  ■■ I X 2 r<

n /-1n i= 1ft i= 171

l x> I X  ■■ I XA X'Y = 1 XJ,
i=i i=l /= 1 i - i

2 X*X» ■• i n i x ^
\M í=i i=  1 / li-I /
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B1 resultado de multiplicar dichas matrices conduce a la obtención de la estima
ción de los parámetros (3. del modelo:

2 ^
/=i

i x * ¡2
í=.:

-
¿-i

-1 /  « >

2 «
/- i

p  =  ( r x r ' x T  = É X - A í x
;=1

-  2 X « X *  
/ - i

2 «
/-i

=

i i

k

L= !
2 * a
;=1

-  2 * 2
/=! )

t x *Y<
K 1=1

A /

Cada uno de los coeficientes estimados, ¡3., representan la variación que experi
menta la variable dependiente Y cuando una variable independiente X. varía en una 
unidad y todas las demás permanecen constantes (supuesto ceteris paribus).

Además de los supuestos comentados en la regresión lineal simple, en este caso se 
presupone que las variables independientes no están correlacionadas entre sí. Si una de 
las variables X¡ pudiera expresarse en función de las demás (correlación perfecta) la 
matriz X’X no sería invertible y no podrían calcularse los parámetros (existirían infi
nitas soluciones). Los efectos del incumplimiento de ésta hipótesis de partida pueden 
ser muy graves. No obstante, existen procedimientos para minimizar estos efectos, en
tre ellos, la correcta selección de las variables explicativas, eliminando aquellas que re
sulten redundantes. Otros procedimientos serían la regresión ridge o contraída y la re
gresión en componentes principales, cuyo estudio se aborda en textos más avanzados; 
en la asignatura de Econometría se profundizará sobre estos aspectos.

Ejemplo 5.14. Una empresa quiere medir el impacto que tienen en las ventas el 
gasto en publicidad y la política de precios aplicada. Los datos de ventas, gasto en pu
blicidad y evolución del precio medio de sus productos se recogen en la siguiente tabla.

^ B S B
Ventas (miles

1995 5.710 24 100
1996 5.700 21 102
1997 5.760 26 103
1998 5.720 20 102
19 99 5.790 29 100
2000 5.790 30 100
2001 5.700 20 102
2002 5.750 24 102
2003 5.770 20 100
2004 5.720 18 96
2005 5.760 22 97
2006 5.780 24 98
2007 5.830 28 95
2008 5.870 30 94
2009 5.840 28 98
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Considerando el término independiente, la matriz X  será igual a:

24 100
21 102
26 103
20 102
29 100
30 100
20 102
24 102
20 100
18 96
22 97
24 98
28 95
30 94
28 98

Según hemos visto, el sistema de ecuaciones normales se obtiene a partir de la ex
presión:

X ' X - $ - X ' Y

Que en nuestro caso sería:

( 15
364 1.489 ' (Po' ' 86.490 \

364 9.062 36.086 Pi = 2.101.170
L489 36.086 147.919, ,p2y 5.584.250,

Despejando el vector de parámetros en la ecuación, la solución sería

f  = ( r x ) - ' r y  =
/6.383.937S' 

8.539 
-8.312\

Luego la ecuación finalmente obtenida sería: Y = 6.383,937 + 8,539 XI  -  8,312 
X2, la cual nos indica que un incremento de 1.000 euros en gastos de publicidad, man
teniendo el precio constante, se traduce en un aumento de 8.539 euros en las ventas. 
Análogamente, si aumentamos el precio en una unidad, las ventas disminuirán en 
8.312 euros.

Se muestra en la siguiente tabla los valores de ventas estimados, los errores co
metidos en la estimación, y su cuadrado.
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\n«»
:̂ ^ s j ( í i ü l e s | i í | ' ^
' ‘i J 'V. T' “Q V.  ̂̂  ' '

V entas estim adas Errores 
e = Y- Y*

\ m .n V
c2 = ( p - y * ) 2

; 1995 5.710 5.757,63 -A l ,63 2268,36
1996 5.700 5.715,39 -15,39 236,76
1997 5.760 5.749,77 10,23 104,71
1998 5.720 5.706,85 13,15 172,97
19 99 5.790 5.800,32 -10,32 106,51
2000 5.790 5.808,86 -18,86 355,65
2001 5.700 5.706,85 -6 ,85 46,90
2002 5.750 5.741,00 9,00 80,95
2003 5.770 5.723,47 46,53 2.164,76
2004 5.720 5.739,65 -19,65 385,94
2005 5.760 5.765,49 -5 ,49 30,11

. 2006 5.780 5.774,25 5,75 33,04
2007 5.830 5.833,34 -3 ,34 11,18
2008 5.870 5.858,73 11,27 126,95
2009 5.840 5.808,41 31,59 998,16

Para valorar el grado de ajuste de la ecuación obtenida, calculamos el coeficiente 
de determinación

s2 % ;

/-i

7 122 93 = 1 -  / - ’ =0,8133
3B.160

Es decir, el 81,33% de la variabilidad de las ventas es explicada por la ecuación de 
regresión obtenida.

5.12. ESTUDIO DE LA ASOCIACIÓN ENTRE VARIABLES 
CUALITATIVAS

Para saber si existe o no relación entre variables de tipo cualitativo se utilizan las 
tablas de contingencia. Este tipo de variables pueden ser nominales (por ejemplo el 
sexo de los encuestados), de atributos (marcas de un producto) u ordinales (por ejem
plo la medición del grado de satisfacción de los encuestados en una determinada es
cala). El empleo de las tablas de contingencia está especialmente indicado si las va
riables son de tipo nominal.

Una tabla de contingencia se utiliza para mostrar la existencia de relaciones entre 
dos variables en una encuesta estadística. También, mediante una tabla de contingen
cia podemos establecer una medición del grado de relación que se da entre ambas va
riables.
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Ejemplo 5.15. Supongamos que mediante una encuesta estadística estamos estu
diando determinado atributo de la población (opina a favor o en contra), y  deseamos 
saber si existen diferencias en las respuestas de los encuestados en función de su sexo.

Para ello, realizamos una tabla cruzada de doble entrada en donde resumimos los 
resultados obtenidos en la encuesta:

O pin iones a  favor y en con tra  en  función  d e l sexo

Varón Mujer Total
A favor 32 10 42
En contra 11 27 38
Total 43 37 80

Las tablas de la forma del ejemplo reciben el nombre de Tablas de Contingencia, 
y sobre ellas se analizará la dependencia entre las respuestas dadas a las preguntas re
alizadas en relación con el sexo, utilizando el estadístico %2, y podemos evaluar el gra
do de relación que se da entre las opiniones y el sexo a partir de diferentes coeficien
tes de asociación como la Odds Ratio, el coeficiente de contingencia, el coeficiente V 
de Crammer o la Q de Yule.

Estadístico %2

El estadístico y f  se calcula del siguiente modo:

2 T °  f  ]
i-V j - 1  Z ' i j

Siendo:

— r el número de filas.
— s e 1 número de columnas.
— Oij (frecuencia observada) el número de casos observados clasificados en la 

fila i de la columna j.
— Eij (frecuencia esperada) el número de casos esperados, en el supuesto de in

dependencia, correspondientes a la fila i de la columna j.

Se define la frecuencia esperada como aquella frecuencia que se daría si los su
cesos fueran independientes, es decir, hombres y mujeres manifestarían idénticas 
opiniones. Para calcular la frecuencia esperada o teórica de cada casilla (£..), se mul
tiplican los dos totales marginales (fila y columna) y se divide este producto por el nú
mero total de casos.

Este estadístico toma valores mayores o iguales a cero, siendo cero en el caso de 
independencia absoluta y aumenta su valor en función del grado de dependencia entre 
ambas variables y del número de filas y columnas (o atributos de las variables).
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Ejemplo 5.16. En el ejemplo anterior, calcular la tabla de frecuencias esperadas y el
estadístico %2:

Frecuencias esperadas para las opiniones a favor y en contra 
en función del sexo

Varón Mujer Total
A favor 23 19 42
En contra 20 18 38
Total 43 37 80

Calculándose del siguiente modo:

_ 0 L Oi _ 4 2 143 
~ o  80

_ 4 2 ,3 7
12 0  80

E  _ f ^ _ 3 ^ 4 3
¿ 2i 0  80

_ ^ 2 _ 3 8 1 37 _ 
2i **" o  ~ 80

El valor de %2 para el ejemplo es:

.. .  (3 2 -2 3 )2 (10 -19 )2 (11 -20 )2 | (27-18)* ^  ^

t Í M  E ij 23 19 20 18

Lo que parece indicar que el sexo tiene influencia a la hora de estar a favor o en 
contra. Para establecer la intensidad de dicha dependencia, se utilizan las medidas de 
asociación, las cuales se estudian a continuación.

Medidas de asociación

La Odds Ratio se define como el cociente de las siguientes probabilidades:



300 ESTADÍSTICA PARA ADMINISTRACIÓN Y DIRECCIÓN DE EMPRESAS

Q l f i 12
OR = Q- ^i- = ^ i f i n

O21 f i n  0 \ f i i \
o 2. 0 2.

Si OR > 1 entonces la probabilidad de «a favor» es mayor en los hombres que en 
las mujeres, si OR = 1 ambas probabilidades son iguales (independencia en las opi
niones de hombres y mujeres) y si OR < 1 la probabilidad de «a favor» es menor en 
los hombres que en las mujeres.

El valor de esta medida está comprendido en el intervalo (0; «=).
Las propiedades más relevantes son las siguientes:

1. Es invariante ante los cambios de escala en filas y columnas, o tan sólo en filas 
o en columnas.

2. Alcanza sus valores extremos, 0 e ~ ,  bajo asociación perfecta.
3. OR y 1/OR indican igual intensidad de la asociación, pero en direcciones

Con objeto de lograr una interpretación más fácil, se define la siguiente medida:

La cual es una medida simétrica cuyo rango de variación es ( -  <», + °°), tomando 
el valor 0 en el caso de independencia y -  o + en el caso de asociación perfecta.

El coeficiente de contingencia C es una medida del grado de asociación entre dos 
conjuntos de atributos, estén ordenados o no, e independiente de la naturaleza de la va
riable (continua o discreta). Es un estadístico que se obtiene de la tabla de contin
gencia mediante la siguiente fórmula:

El valor de este coeficiente está entre 0 y 1, los valores más próximos a 1 indica
rían un mayor grado de interdependencia entre variables. Lógicamente, este coefi
ciente nunca puede alcanzar el valor 1, aunque haya completa asociación.

El coeficiente V de Cramer, es otro estadístico que se obtiene a partir de la yf. Su 
valor oscila entre 0 y 1, siendo 0 cuando la independencia es completa y 1 cuando se 
da una completa asociación. Se obtiene a partir de:

opuestas.

OR’ = ln (OR)

V = J   y2
\(tt*min(r - l , s - l )
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Otra medida de asociación es la Q de Yule que se calcula sobre las diferencias en
tre las frecuencias observadas (CU) y esperadas (£-). En una tabla 2 x 2 la medida Q 
de Yule se calcula a través de la siguiente expresión:

Q = ------- ^ --------
^ 11^22

donde D u = On - E n

La Q de Yule está comprendida entre -1  y 1, siendo los criterios interpretativos:

— Q = 0 independencia.
— Q > 0 asociación positiva.
— Q < 0 asociación negativa.

Ejemplo 5.17. Calcular las medidas de asociación para la tabla de contingencia 
planteada.

Diferencias en tre  las frecuencias  observadas y esperadas para las opiniones  
a favor y  en contra en función del sexo

Nivel 1 Nivel 2

Nivel X t>u = O u - E n=9 E n=On ~En =-9

Nivel 2 D21 = 0 2 l - E21=-9 D22=°22~E22= 9

En el ejemplo, OR y OR’ toman los siguientes valores:

Otf = i ? - ^  = 7 ,8 5  OR' = ln j = 2,06
10-11 U o - i i

lo cual quiere decir que los hombres muestran una opinión más favorable que las mu
jeres.

El valor del coeficiente de contingencia es igual a:

C =  f  - J -  17,91 - = 0,4277
V X + «  V17,91 + 80

lo cual indica un grado de asociación medianamente alto.
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El valor V de Cramer será de:

V = J  £------------ = = 0,4732
\ n -  m in ( / c - í , r~ í )  V 80

Y por último, la Q de Yule toma el valor:

q  = -------------— ' 9 --------------------------------------------------------= 0,74
0 u0 22- 0 n0 2l 32 -27 + 10 -11

5.13. EL TRATAMIENTO DE LAS DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES 
Y DE LA REGRESIÓN EN HOJAS DE CÁLCULO EXCEL Y EN SPSS

5.13.1. El tratamiento de las distribuciones bidimensionales 
y de la regresión en Excel

Para el tratamiento de las distribuciones bidimensionales, la hoja de cálculo Excel 
cuenta, entre otros instrumentos, con la herramienta denominada «Tablas Dinámicas», 
cuyo funcionamiento el alumno debe conocer.

Se trata de unos tipos especiales de tablas que resumen información por campos 
de una lista o base de datos. Con esta opción pueden realizarse tablas cruzadas de da
tos, en donde aparecen por filas los valores que toma un rango y por columnas los de 
otro rango. El calificativo de dinámicas se debe a que una vez hecha una tabla hay di
versas posibilidades de modificarla. Se utiliza el Asistente para Tablas Dinámicas para 
la creación de una tabla.

El Asistente de Tablas guía paso a paso la creación de la Tabla mediante cuadros 
de diálogo en 3 pasos sucesivos.

Paso 1. Se indica la fuente de datos que se va a utilizar para crear la tabla.
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P aso  2 . El rango de la ubicación de los datos fuente.

303

Asistente para tablas y  gráficos d inám icos -  paso 2  de  3

¿Dónde estén tes datos que desea usa-?

¡^ango; jsA$l:SG$8i8

(Jjj Cancelar 1 < Atrás j

3Íj Examinar... ¡ 

gguiente > j finalizar j

Paso 3. Se especifica la ubicación del informe o tabla dinámica y el diseño y op
ciones.

Respecto al diseño, se organiza la tabla arrastrando los campos de la lista a las fi
las, columnas y página.

diseño

C w is tra y a d W b fm e d e tz « a * « rt(3  
arrastrando los botones da campo de  la 

salatzoutercla.

PRÜV FLUJO fcOLUWtó
PAÍS

f'somadeVALQRl! 
fiATOSFILA

_FECĤiÍ¥S.ORI¡ 
! FLUX?

PAÍS

&
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Destacar que la opción Area Página nos permite seleccionar un campo en el 
que para cada dato la tabla mostrará el resultado del cruce de datos según los criterios 
especificados en filas y columnas, pero sólo uno cada vez.

Haciendo doble click en los campos de datos podemos modificar los tipos de aná
lisis que realizamos con los datos, donde las opciones disponibles son:

— Suma.
— Cuenta.
— Promedio.
— Máximo.
— Mínimo.
—  Producto.
— Desviación típica.
— Varianza.

Campo de la tabla dinámica t -

Campo de origen: VALORE

Nombre: jSuma de VALORE 

Restsiiirpor:

IContar números 

Mostrar datos como: —

Número...

Cpoones »

En Opciones se puede elegir una presentación en forma de valor, de porcentaje de 
fila, de columna o del total, o bien como diferencia respecto a un elemento base del 
campo.

Se muestran a continuación las opciones de presentación disponibles.
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V  Cojnbpar rá tiio s

w
J7 Mercar tosáis con «J signo'

P  
17
r
f” Actualizar esda rsmitos

talsáftte

pí 3

f "  Para valores ̂ ro n e o s , m o s tré :

J7 &j¡rdsr co/tnseñs 
í“ Cw-sdta 
f- Gptur.íarnerooria

Una vez creada la tabla dinámica, se puede modificar con las siguientes ac
ciones:

— Introducir campos de datos adicionales.
— Eliminar un campo.
— Reorganizar campos y elementos de la tabla.
— Cambiar la forma en que se calculan los datos.
— Modificar los nombres de los campos y elementos.
— Cambiar el formato.
— Ocultar y mostrar elementos de los campos.
—  Ocultar y mostrar los datos detallados.
— Agrupar elementos.
— Ordenar los elementos de un campo.
— Calcular totales o subtotales.

Destacar por último, que las tablas dinámicas una vez realizadas permiten des
plegar una barra de herramientas desde donde se realizan las acciones señaladas. 
Este menú aparece de forma automática cuando se crea una tabla.
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Por su parte, para el cálculo de covarianzas y de coeficientes de correlación y 
de regresión se utilizan las siguientes funciones:

=COVAR(matriz 1 ;matriz2)
=COEF.DE.CORREL(matrizl ;matdz2)
=ESTIMACION.LINEAL(conocido_y;conocido_x;constante;estadística) 
=ESTIMACION.LOGARrrMICA(conocido_y;conocido_x;coiistante;estadística) 
=TENDENCIA(conocido__y;conocido_x;nueva__matriz_x; constante) 
=PENDIENTE(conocido_y;conocido_x) 
=INTERSECCION.EJE(conocido_y;conocido_x)

Veamos con mayor detalle la forma en la que se realiza una estimación lineal.
La función ESTIMACION.LINEAL calcula las estadísticas de una regresión li

neal utilizando el método de «mínimos de cuadrados» y devuelve una matriz que des
cribe la línea. Puesto que esta función devuelve una matriz de valores, debe introdu
cirse como fórmula matricial.

La ecuación parala línea es: Y=  + m2X2 + ...+  mrXT¡ + b 
La matriz que devuelve ESTIMACION.LINEAL es {mn, m p ..., mv b], aunque 

ESTIMACION.LINEAL también puede devolver estadísticas de regresión adiciona
les, entre ellas el R cuadrado.

5.13.2. El tratamiento de las distribuciones bidimensionales 
y de la regresión en SPSS

Entre las múltiples posibilidades que ofrece el SPSS para el tratamiento de va
riables bidimensionales, haremos mención de tres herramientas: el asesor de estadís
tica, las tablas personalizadas y la regresión.
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&  Asesor de Estadística

SPSS dispone de una ayuda especial que denomina El Asesor de Estadística que 
nos puede ser útil. El Asesor estadístico muestra una serie de preguntas diseñadas para 
encontrar el procedimiento adecuado. La primera pregunta es simplemente «¿Qué 
quiere hacer?».

Por ejemplo, si desea realizar un contaste de la T para muestras independientes el 
Asesor de Estadística le presenta la siguiente información:
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El programa SPSS, como oíros muchos programas, puede transformar y generar 
datos utilizando operadores y funciones.

Los operadores de los que dispone son de tres tipos: aritméticos, relaciónales y ló
gicos. Algunas de los operadores que pueden ser interesantes son:

Operadores aritméticos

x+y Suma
x-y Resta
x*y Multiplicación
x/y División
x**y Potencia (Exponenciación)

Operadores relaciónales

x = y ó x EQ y Igualdad
x o y o x  = y O x  NE y Desigualdad 
x > y o x GT y Mayor que
x > y o x GE y Mayor o igual que
x < y o x LT y Menor que
x < y o x LE y Menor o igual que

Operadores lógicos

x & y ó x AND y Conjunción booleana (AND) 
x /  y ó x OR y Disyunción booleana (OR) 
—x ó NOT x Negación booleana (NOT)

Funciones exponenciales y logarítmicas

EXP(x) Exponencial de base e (2.71828)
LN(x) Logaritmo neperiano
LG 10(x) Logaritmo decimal
SQRT(x) Raíz cuadrada

Funciones numéricas

ABS(x) Valor absoluto (o módulo)
RND(x) Redondeo al entero más cercano
MOD(x;y) Resto de X/Y
TRUNC(x) Halla el menor entero mayor o igual que X
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Funciones de estadística descriptiva

SUM (A) Halla la suma de las observaciones de la variable A

SUM (A, B, C ...) Halla el vector de las sumas de las observaciones de las varia
bles A, B, C...

MEAN(A) Halla la media de la variable A

MEAN(A, B, C, ...) Halla el vector de las medias de las variables A, B, C, ...

SD(A) Halla la desviación típica de la variable A

SD(A, B, C , ...) Halla el vector de las desviaciones típicas de las variables A,
B, C, ...

VARIANCE(A) Halla la varianza de la variable A.

VARIANCE(A, B, C,) Halla el vector de las varianzas de las variables A, B, C,

CFVAR(A) Halla el coeficiente de variación de la variable A.

CFVAR(A, B, C, ...) Halla el vector de coeficientes de variación de las variables A, 
B, C, ...

MAX(A) Halla el máximo de las observaciones de la variable A.

MAX(A, B, C , ...) Halla el vector de los máximos de las observaciones de las va
riables A, B, C, ...

MIN(A) Halla el mínimo de las observaciones de la variable A.

MIN(A, B, C, ...) Halla el vector de los mínimos de las observaciones de las va
riables A, B, C, ...

LAG(numvar;n) Desplaza el comienzo de la variable numérica numvar n posi
ciones hacia adelante y sustituye las n primeras posiciones 
por valores desaparecidos, se trata de la típica variable retardo 
de orden N.

Las Tablas Personalizadas

En este apartado se muestra lo sencillo que es la realización de tablas en SPSS. Se 
trabaja con el fichero «MuestraClientes_l.sav». Una vez cargado el fichero selec
cionamos Analizar/Tablas/Tablas Personalizadas tal y como se observa en la figu
ra de la página siguiente.



310 ESTADÍSTICA PARA ADMINISTRACIÓN Y DIRECCIÓN DE EMPRESAS

M u estra  C lien te s_ l.sav  {Cnnjunl r . . tJt*../hitos 1 J -  Vililur i¡?  ihil »< SPSS

Archivo Ldctón Ver Datos Transfcrrtfr •

' J í á i á i 'Él ^jv») f a l s í a
Nombra,,, trs.jm.-.JffiS,. «k.--1--■

5 p1 4 Numérico (8:
6 Numérico 3

7 p1 S Numérico 3
8 P1 7 Numérico ja
9 Numérico I8 ’

10) Numérico I8:ff:p2_3 Numérico ¡ 8 :
12 p2_4 Numérico |8 ;
0 p2_5 Numérico ¡8:
(I p2 6 Numérico ¡8-
J§¡ p3 1 Numérico ¡8-
ít* p3 2 Numérico l8 ‘
t i p3_3 Numérico la:
ts p3 4 Numérico lo¡o
«a nR K KÍ»*m©w'ft

Am4?a- Gráficos ütéoacies 

Inforw s
EstaisÉKiíos descriptivos

Cstripa-a* .Tedies 
Kodeto tmcsocnwal ^
Kodebj tneales g en e ra^ad É  
Modelos m ato; k

CcíroleJo;*; N
Regresión §
Loglcie#
Clasificar |
Rudutctón de datas ■"
Escales r

Pruebas no paremétrices | í  
bañes temporales §;

Respuesta mftiplc *
Control de cai'dad |
Curva COR. . Í

i l in a c ió n (1,03, Bueno/a Ninguno

sfjp ivo  de |1 0 3 , Bueno/a Ninguno

ggfmaeión {1J3Q, Bueno/a Ninguno

Ip jtación  y {1 JOO. Si}... Ninguno

■ i 4  calzad {1JOO. Sí}.., Ninguno

fpjjjria y far {1.00, Si}... Ninguno

ü s  y art- (1JOO. Si}... Ninguno

t§?|los y ac O ÍD . Si}... Ninguno

PSjiroducío O ÍD , Si}... Ninguno

ffftac ión  y 'Ó ¿D ,B ueno/a Ninguno

calzad 0 ,0 3 , Bueno/a Ninguno

§ } r ia  y far (1,00, Bueno/a Ninguno

if§£s y ait. 0 ,0 3 , Bueno/a Ninguno
/1 fin Pi tonn/o KUrtfiimn

La pantalla a la que se accede es la que se muestra a continuación. En este ejem
plo se ha elegido de la variable P4, el sector Alimentación y bebidas para las filas de 
la tabla y la variable P l, sobre el trato del cliente, para visualizarla en las columnas de 
la tabla.
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En el apartado de Capas se ha incluido la variable Sexo para poder obtener las 
tres tablas que se muestran a continuación:

Sexo Total
El trato al cliente es

Bueno/a Regular Mal/a
Recuento Recuento Recuento

Alimentación Todo 78 5 1
y bebidas Casi todo 57 13 0

La mitad 26 9 0
Casi nada 11 0 0
Nada 0 0 0

Sexo Hombre
El trato al cliente es

Bueno/a Regular Mal/a
Recuento Recuento Recuento

Alimentación Todo 33 2 0
y bebidas Casi todo 34 4 0

La mitad 13 5 0
Casi nada 6 0 0
Nada 0 0 0

Sexo Mujer
El trato al cliente es

Bueno/a Regular Mal/a
Recuento Recuento Recuento

Alimentación Todo 39 3 1
y bebidas Casi todo 23 9 0

La mitad 13 4 0
Casi nada 6 0 0
Nada 0 0 0

Si accedemos al menú de Categorías y totales podemos mostrar subtotales, 
ocultar u ordenar las categorías, poner totales y otras operaciones que pueden obser
varse en el dibujo siguiente:
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Koíl'v--------------- ----------

Podemos obtener tablas con datos anidados o, si lo queremos, podemos sacar di
ferentes tablas juntas. Para ver esto utilizamos la variable Edad y la variable Sexo para 
tablas anidadas. Estas variables las trasladamos a la parte de las Columnas. De forma 
gráfica la forma de proceder y los resultados se muestran en las dos imágenes si
guientes:
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Edad

De 0-15 años De 16-64 años Más de 64 años
Sexo Sexo Sexo

Hombre Mujer Hombre Mujer Hombre Mujer
Recuento Recuento Recuento Recuento Recuento Recuento

Alimenta Todo 0 3 28 27 13 13
ción Casi todo 4 5 29 20 5 7
y bebidas La mitad 0 3 15 12 3 2

Casi nada 1 4 5 1 0 0
Nada 0 0 0 0 0 0

El trato al cliente es La iluminación de los 
escaparates es

Hombre Mujer Hombre Mujer Hombre Mujer
Recuento Recuento Recuento Recuento Recuento Recuento

Alimenta Todo 78 5 1 64 18 0
ción Casi todo 57 13 0 44 17 6
y bebidas La mitad 26 9 0 11 12 12

Casi nada 11 0 0 5 0 6
Nada 0 0 0 0 0 0

También pueden llevarse a cabo diferentes contrastes estadísticos como la com
paración de medias, proporciones y el contraste de independencia, tal y como se 
muestra en la siguiente pantalla:
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La regresión

Para la realización de análisis de regresión el SPSS dispone de un menú específi
co, el cual, cuenta con las opciones que se muestran en la figura siguiente.

Inform es

jm * 
im 1

-:-í

Tablas - .

Comparatmedias

Modelos mides 

Correlaciones

toglineal

Reducción de datos 

Escalas

Pruebas no paramétricas 
Series temporales 

Supervivencia . 
Respuesta múltiple 

Análisis de valores perdidos-

—

onst 1 status - - a l ' z  •
1.000 Hadajob Middle age [ 53,00
1,000 Hadajob Yoimg | 28,00
1,000 Had ajob Youngi 28.00
1,000 Had ajob Middle age i 35.00
1.000 Hadajob Middle age) 83,00

lineal..'...................
Estimación curvilínea...

Logística binaria-. - 

logística muttinomial, 

Ordinal...

Probit.; - 

No lineal.»

Mínimos cuadrados en  dos fases». 

Escalamiento óptimo». . . .
m  f 
im 1
jm  5.

Control de calidad ,
- Curva COR-. .. ... . 11,000 Had no job Middle age ,00 I 

_ J  1.000 Had no job Middle age ,00 !
Jm Tf 1 1 10.00 ) 1.001 1.000 Hadnoiob Middle aae .00 l

Como ejemplo, disponemos de los datos de producción y empleo de un conjunto 
de empresas. Arrastrando estas variables, o a través de los botones, especificamos la 
variable dependiente e independiente.
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en*r
^T otalpereonalenji 
^V o ta c ió n  de existe: 
^  De producios {

De oíros aprovísor. : 
^ V a ra d é n  de oeste 
^  Consumos i te r o »  ~ - 
^ V a lo r  añadido brote 
^Rem uneración del- - 
^  Sueldos y  sdasios r-^ - 
^Cotizaciones soda- 
^  Otros impuestos so1 -■ 
•^O & as s¡¿>vencione r 
^  Btcederte bnío d> 
¡^Em pleo medo anu¡^_. 
^ N ú m e ro  de em pres^

m
fiepenéenie:

Producción a prados í

Boque 1 de 1
■ Artero- ¡

a

c u

Método: iWroducr

Mariabfe de selección:

[TJ 1 ~ 1 • Rep.
Etiquetas degaso;

Ponderación MCP:

Pulsando en aceptar, obtenemos los siguientes resultados.

Resumen del modelo

Modelo R R cuadrado R cuadrado 
corregido

Error tip. de la 
estimación

1 394a ,155 ,155 1223.204.25
a Varibles predictoras (Constante). Empleo medio anual.

ANOVAb

Modelo Suma de 
cuadrados gl Media

cuadrática F Sig.

1 Regresión 
Residual 
Total

4,20E + 009 
2,28E + 010 
2,70E + 010

1
15233
15234

4,2E+009
1496228,6

2803.928 ,000a

8 Variables predictoras (Constante). Empleo medio anual. 
b Variable dependiente. Producción a precios básicos.

Coeficientes8

Modelo

Coeficientes no 
estandarizados

Coeficientes
estandarizados t Sig.

B Error tip. Beta
1 (Constante 
Empleo medio 
anual

-2786.593
2930.304

57.451
55.339 ,394

—48.504
52.952

,000
,000

b Variable dependiente. Producción a precios básicos.
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Por su parte, la estimación curvilínea, dispone de las siguientes opciones.

M
& * * « d a d p * id í>a¡ G

Descripción Afávk 

^ Q t r a s  actividades. 

^ O t r a s  actividades. 

^fiño de comienzo £ - 

& F é c h a d e  «aero de 

^ F e d ia d e c te m e d e  - 

#  Establecimientos e~ -- 

<|¡L Naturaleza jurídica 

^ S o c ie d a d  riví.cofe

Otras: asodectorie 

4^ Compras netas de 

^ C o m p ra s  netas de • 

^ C o m p ra s  netas de 

«^Trabajos realizado;

\ Reptar
I ?pj__

t'&fabie:

m i
Olían» en te  ecuación

im
EBüMetasdeeaso:

*wnrv3«i t

Hüneal
□  Losar:

□  inverso

QOiadr^co incompuesto EjCredgjenío
□ C Ü bfcs O S

O  Potenga O  Loaááico

□  Exponencial

[ j  Mostrartabta de ANOVA

Tablas de contingencia

El SPSS dispone de un submenú específico para la elaboración de tablas de con
tingencia, accesible a través del menú Analizar->Estadísticos descriptivos.

■HSlVAÉÍ.Ŵ
,L1

Owróon V.M TltóH * , C=<TOl7̂S_ 3- 1 .r ! C' I .jr
- 1 Varón *» AfSVDf Comparar medí» ' k  bpJorar-,' - - - " ' ' - 

. Medde Cocal gancal.-.> IabJ*«iJeccfltirt9«íKu~ - ... - 
Mcxtócshreles geoeralcados ' n  ftaró-n- ' o >- x ■-

~ » Mcdróesmotos- -o >■ * t' - 0**6cosP*P.-.........................

- 2 Varón Ato®? ------------------. 3 Varón Afevor
' ' 4 Varón AfeflK

5 Varón A f& & f 1
. .6 Varón A  Ía/Df

Pagrsrón > 

L«tf.r>Mi ►

- > Eittós y K

7 Vsón AÍ&C4
8 Varón Af3w
8 Varón A favor

- * 10 Varón Afgvor
-' ' 11 Varón Af3W

. . 12 Varón Atanor . Pruebas no pwamÉtaeas ► 

Seres lamparais ► 

Suparvrveoda ► 

Rw«tam«  ̂ ►

«tasmtam^n - - . • >-■ 
. Centroide ce £4*4 - ..y - . -►

' Curve CófU'' ' ....................................

- - 13 Varán A l3vor
V . « Varón Afew
' / 1$ Varón Aíavor

.16 Varón Atevnr
1 17 Varón A favor i
18 Varón Afevw '

. -19 Varón Afevor ,
'28 Varón Afenw i
21 Varón Aíaw 1

. 22 Varón Afaw ,
" ~23 Varón i A favor b

24 Varón Afert»
-25 Varón A fsvof ,
26 Varón Afssw
27 Varón Afew !

. - 28 Varón Afaw
29 Varón Afaw ►

- -30 Varón Afaw 1 ■ i |

, 31 Varón A favor
* »: VVtstatíeróstos;* visa de variables /  1 < i - ■ » !
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Tomando como referencia los datos del ejemplo 5.16, en primer lugar especifi
camos la variable fila y columna.

f

CU
Saco [Sexo]

^OpWánPtwíónl { í Cxiseis,
m

C a p a td e l

[̂ iierr3! ! [Sgjrertíe'i

n i

Lli Mostrar tos grafteos d e  t a r a s  agrupadas 

□Súpito****

Pulsando en el menú Estadísticos señalamos las siguientes opciones.

S C K -cuadrado OCoretodones
Ordinal

- § ]C to e l tc te te d e c o r to ^ n d a

S f e v i S
□ipnbdB
O C oefidertedefrjcertidutrtsre

ftem r^poriráeívsto

Q d d e ^ o in e r s  

D T a ü fc d s K e n d a i 

0 T a u - £ d e !

¡DRw *
O lo M e m a r

D&tadiáKcsdeCochr̂ ydeMstel-Hĝ ie)
Corrra:tarlasatá‘\ds•ie"fa'5< corminicua!a ..J

Por último, en Casillas solicitamos además de las frecuencias observadas, las es
peradas y la diferencia entre ambas.
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Los resultados obtenidos serían los siguientes:

Tabla de contingencia Sexo * Opinión
Opinión TotalA favor En contra

Recuento 32 11 43
Varón Frecuencia esperada 22,6 20,4 43,0

Sexo
Residuo 9,4 -9,4
Recuento 10 27 37

Mujer Frecuencia esperada 
Residuo

19,4
-9,4

17,6
9,4

37,0

Total Recuento 42 38 80
Frecuencia esperada 42,0 38,0 80,0

Pruebas de chi-cuadrado

Valor gi Sig. asintótica Sig. exacta Sig. exacta
(bilateral) (bilateral) (unilateral)

Chi-cuadrado de Pearson 17.911b 1 ,000
Corrección por continuidad3 16.061 1 ,000
Razón de verosimilitudes 18.620 1 ,000
Estadístico exacto de 
Fisher ,000 ,000
Asociación lineal por lineal 17,688 1 ,000
N de casos válidos 80
a Calculado solo para una tabla de 2 x 2.
b 0 casillas (,0%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia mínima esperada es 
17,58.
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Medidas simétricas

Valor Sig.
aproximada

Nominal por Phi ,473 ,000
nominal V de Cramer ,473 ,000

Coeficiente de ,428 ,000
contingencia

N de casos válidos 80
a Asumiendo la hipótesis alternativa.
6 Empleando el error típico asintótico basado en la hipótesis nula.
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5.14. E je r c ic io s

De distribuciones bidimensionales

 ^ -------

Ejercicio 5.1. Represente gráficamente las siguientes distribuciones de frecuencias 
bidimensionales:

a) En la tabla siguiente se indican los resultados de una encuesta realizada a 
500 personas a las que se les ha preguntado el sexo y la línea aérea de la 
cual son usuarios.

Eínca 45 2 L ínea C Línea I) Total

Varón 60 75 110 55 300
Mujer 20 45 90 45 200

Total 80 120 200 100 500

b) En la tabla siguiente se indican los resultados de una encuesta realizada a 
300 personas a las que se les ha preguntado su edad y la ciudad en la que ve
ranean.

Edad M arbella Torrcniolinos M ijas-C osla Total

20-30 35 20 5 60
30-40 30 30 10 70
40-50 25 40 15 80
50-60 20 50 20 90

Total 110 140 50 300

c) En la tabla siguiente se consignan los datos para determinar la relación entre 
los gastos de publicidad semanal y  las ventas realizadas.
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Respuesta

a)

120 

100 

80 

60 

40 

20 

o
Línea A  Línea B Línea C Línea D

ü  Varón D  Mujer

b)
50 

40 

30 

20 

10 

0

Localidad de Veraneo por Edades

Marbella Torremolinos Mijas Costa
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C)
6 0 0  - 

5 5 0  - 

50 0  

45 0  

4 0 0  - 

3 5 0  - 

3 0 0  

2 5 0  - 

200

Relación coste sobre ventas

15 2 5 35

Coste
45

—i
55

E jercicio  5.2. Con los datos del ejercicio 5.1 b):

a) Obtenga una tabla de correlación de frecuencias relativas.

b) Halle la distribución de frecuencias marginales, la moda de la variable y (ciu
dad de veraneo) y  la media de la variable x (edad).

c) Obtenga la distribución de y condicionada a x  = 35.

Respuesta

a) Sea x. las marcas de clase. Las frecuencias relativas se obtienen haciendo

i
N
naf. ü-■itj

xi MarbclJa TorremoJinos Mijas-Costa lili
25 0,12 0,07 0,02 60 0,2
35 0,1 0,1 0,03 70 0,23
45 0,08 0,13 0,05 80 0,27
55 0,07 0,17 0,07 90 0,3
n .V 110 140 50

f . 0,37 0,47 0,17
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b) Las distribuciones de frecuencias marginales son:

25 60
35 70
45 SO
55 90

t s  ss ftE íta i
Marbella
Torremolinos
Mijas-Costa

110
140
50

La moda de y  es Torremolinos y la media aritmética de x es:

x = ~ ^2 j X¡ ni• = 41,66 años

lllllts
Marbella 30
Torremolinos 30
Mijas-Costa 10

 ^

E jercic io  5.3. Dada la siguiente tabla:

-.T.T

S S t S f

N= 18

a) Calcule las distribuciones marginales de frecuencias.

b) Calcule las medias, desviaciones típicas marginales y la covarianza.

c) Calcule el coeficiente de correlación de Pearson.
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Respuesta

X.1 0 3 5

n.!• 4 6 8

1 2 3

4 5 9

b) j

2 x‘n‘-
x  ~ aio ~ N

0-4 + 3-6 + 5-8 58 29 
18 "  18 "  9

y = a 01 -
y¡n.¡ 1-4 + 2-5 + 3-9 41
N 18 18

S x  ~  m 2 0  -  a 2Q K f - N N

3,73
18 l  9 J

sx = y j x ñ  = 1,9132

— Wl02 -  #02

1¿ -4 + 2¿ -4 + 3 -9 /41

y j n_± 

2

T/«.
N N

18
_ —  * 0,422939 

1 18/

« JO,422939 = 0,65033

Cov(xy) = mu =au - a í0-a()
N

0-1-3+ 0 -2 -0  + 0-3-1 + 3-1-0 + 3-2-4 + 3-3-2 + 5-1-1 5-2-1+ 5-3-6 + -
18

1 = — - i ^  = 0,82716 
9 18J 18 162

18
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rj7= ^ = - r ^ = - - g--827i^ - = 0 ,66
sx sy ^ m 20 • m02 1,9132-0,65033

Ejercicio 5.4. Una compañía quiere realizar un estudio sobre la influencia del gas
to en I+D sobre sus ventas. Para ello dispone de los siguientes datos sobre los últimos 
años:

2006
2007
2008 
2009

3,0 
3,3 
3,8 
4,2

130
155
175
210

a) Realice-un gráfico de dispersión.

b) Obtenga un modelo lineal que permita predecir las ventas a partir de los gas
tos en I+D. Comente los resultados.

c) Prediga las ventas del 2010 sabiendo que el gasto en I+D será de 4 $  millones.

d) Juzgue la bondad del modelo estimado.

Respuesta

a ) Relación coste  sob re  ventas

2301
210-
190-
170-

tnco 1R0-r
£ 130-

110-
9 0 -
7 0 -
50-

Coste
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b) Llamaremos x  a los Gastos e y  a las Ventas, por lo tanto ajustaremos una rec
ta de Y sobre X.

x  (Gastos)
-5- v.-s ÍW.S ,■ « -v-t •*,
-i.
-> V .V. ¿ V. a  C -C' >S

r -....

3 130 9,00 16.900 390
3,3 155 10,89 24.025 511,5
3,8 175 14,44 30.625 665
4,2 210 17,64 44.100 882

14,3 670 51,97 115.650 2.448,5

14,3
= 2,86.

a02 = 23.130.

aQl = 134. 

au = 489,7. 

a20 = 10,394.

02

m2Q = 2,2144.

m02 = 5.174.

mn = 106,46.
106,46

b = ------------  = 48,076.
2,2144

El coeficiente de regresión nos da la medida en que aumentarán las ventas al au
mentar en un millón los gastos en I+D.

y  — 134 = 48,076 (x -  2,86) =*y = 48,076 x  -  3,49736 

Por lo tanto, la recta de regresión de y sobre x será:

c) Las ventas estimadas para 2010 son:

?2oio = -48’076 (4>5) -  3,49736 == 212,84 millones

d) c2
Rz = 1— ‘T  = 

S .
mii (106,46)'

m20 • m,02 (2,2144-5174)
= 0,9892

El 98,92% de la varianza de y está explicada por x, a través de la función 
ajustada yü, por lo que podemos decir que el modelo lineal es aceptable.

 ^ -------
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Ejercicio 5.5. En Mercamadrid se ha observado durante un periodo de tiempo, las 
cantidades de Kg. vendidos de un producto y el precio correspondiente en euros, ob
teniéndose los siguientes resultados:

6 6 6 6 6

x y  -  273; ^ x 2 - 1.202;

Calcule:

a) La recta de regresión de Y sobre X.

b) La varianza de Y, la varianza explicada por la regresión y la varianza residual.

c) El coeficiente de determinación.

d) ¿Qué cantidad de producto se vendería a un precio de 10 €!Kg?

Respuesta

a) aQl = 3,5. 

am ~ 1̂ * 
a n = 45 ,5^  

a2Q = 200,33. 

aü2= 15,16. 

m2o = 4,33. 
m02 = 2,9166.

« j r - 3,5.

b = ^ ¿  =-0,80798.
4,33

Esto significa que por cada euro por kilo que se aumente, las ventas se re
ducirán en 81 céntimos de euro.

y -3 ,5  = -0 ,8 0 8 0 -1 4 )  => y = - 0,808x-¡- 14,814

b) Sy -  15,16-(3,5)2 = 2,9166.
m2

S2e = - 1 1 -  0,08965.
02

S% =S*-S*  = 2,82695.
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c) La varianza de la variable endógena (y) y la varianza explicada por la regre
sión (yft.) están muy aproximadas. Esto significa que al calcular el coeficiente 
de determinación el valor esté muy próximo a 1.

.0 .9662
S2y 2,9166

El 96,62% de la varianza de la variable endógena está explicada por la 
variable dependiente a través de la función ajustada. El modelo lineal es 
aceptable.

d) S i x  = 10 €/Kg.

y  = -0,808 • (10) -  14,814 => y = 6,734 Kg.

E jercic io  5.6. Se dispone de la siguiente información relativa a dos variables:

2 y¡= 186,95; *55; ^ y f  = 4.144,07; = 385;

2 ^ = 1 - 2 5 8 , 4 .

a) Ajuste los coeficientes de la recta de regresión utilizando las fórmulas mínimo 
cuadráticas.

b) ¿Qué tanto por ciento de la variabilidad de y  es explicada por la regresión?

c) Obtenga la predicción del valor de y  para x = 12.

Respuesta

a) Ajustaremos la recta de regresión de Y sobre X

y ~ a m = b ( x - a ¡0)

10 N

aoi ~ N
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y .* *
N

N

, - I *
202 N

mn = an ~ aio ' aoi 
m = a , n- ( a m)220 20 '-10' 

m02 ~ ai)2 ~ (a0l)

m,
b = ‘11

m20

Observamos que falta el dato de la frecuencia total, por lo tanto hagamos 
que N  sea igual a JO.

55 << am -  —  = 5,5.io  1Q

186’95 iQ<ü<
a°1 = “ io ~  =

1.258,4au = ------------ 125,84.
n 10

4.144,07 
aoi ~ = 414,407.

385 QO C0 2 0  -  —  = 38,5.

mu = 125,84 -  (5,5 • 18,695) = 23,0175.

m2Q = 38,5 -  (5,5)2 = 8,25.

m02 = 414,407 -  (18,695)2 = 64,904.

23 0175 
■ ,U -  2,79.

8,25

y -  18,695 = 2,79(x -  5,5) => y = 2,79x + 3,35.
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b) El coeficiente de determinación es:

mn _  . mn

R¿ = 1— — \ —

\2

2 m02-------  m02- m 02 +
<X M 20 m.
Sy W02 OT02 W02 ’ m2Q

(23,0175)2
= 0,9894

64,904-8,25

El 98,94% de varianza es explicada por la regresión.

c) Si x = 12

y = 2,19- 12 + 3,35 = 36,83. 

 ^ -----

Ejercicio 5.7. Una empresa dedicada al catering presenta los siguientes datos 
referidos a los valores mensuales de los costes totales en miles de euros y al total de 
bandejas producidas en miles de unidades durante los últimos doce meses:

Suma del total de bandejas en miles 512

Suma de los costes en miles de Euros 2.275

Suma del cuadrado de la variable explicativa 24.290

Suma del producto entre la variable explicativa y la variable no 
explicada 106.941

Suma de la variación total no explicada 343,1729

Coeficiente de determinación 0,9989

A partir de dichos datos:

a) Calcule el valor del coste en miles de euros cuando la cantidad de bandejas 
producida es de 25.000.

b) Comente la naturaleza de la relación, según señala la ecuación de regresión.

Respuesta

A partir de los datos anteriores y sabiendo que la variable endógena es y, coste de 
producción, la cual viene explicada por el número de bandejas producido, x, tenemos 
que:



DISTRIBUCIÓN d e  f r e c u e n c ia s  b id im e n s io n a l e s 331

a) ,  N J . x‘ y‘ - y . x‘y.y< (l2-106.94l)-(512-2.275)
(12-24.290)-(512)2

a = y -  bx -  -  4,039 ■ —  -  17,2527
12 12

Luego la relación entre los costes de producción y las bandejas producidas es: 

y  = 17,2527 + 4,039 - x  

Por tanto, para x  = 25 se obtiene:

17,2527 + 4,039 • 25 = 118,2277

b) Se verifica una relación directa, es decir, a medida que aumenta la producción, 
los costes aumentan. En nuestro caso, el valor 4,039 para b significa que la 
cantidad de bandejas van a variar, según la estimación en 4,039 y en el mismo 
sentido que los costes.

 <0--------

E jercic io  5.8. Supongamos que se posee la siguiente información sobre el coste 
promedio anual por alumno universitario (y) en miles de euros y  el número de alum
nos (X) correspondiente a 20 universidades.

Universidad Cantidad de 
estudiantes (jc) ;;UH¡vérsitíadt Cantidad de 

estudiantes (x)

3 0,11 1.564 11 1,21 9.578
2 0,56 3.790 12 1,58 13.489
3 1,56 11.383 13 1,92 16.545
4 0,69 5.340 14 0,18 1.149
5 1,03 8.028 15 0,25 4.045
6 0,49 2.841 16 0,31 5.105
7 1,51 13.744 17 0,36 2.102
8 1,58 12.421 18 0,17 2.660
9 0,54 4.348 19 0,29 2.754

10 0,93 7.128 20 0,22 2.475

a) Realice un gráfico de dispersión de los datos.

b) Estime la recta de regresión utilizando los datos del ejemplo referido a una 
muestra de 20 universidades.
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Respuesta

a)

1,5-

S  1 -  o

0,5 -

Relación coste sobre cantidad de alumnos

♦ ♦

5000 10000

Cantidad de alumnos

15000

b) En cada universidad se han registrado los valores de dos variables:

y = coste promedio mensual por alumno. 
x  = cantidad de alumnos inscriptos.

Vamos a construir una tabla apropiada para facilitar los cálculos.

■« v . . '  a  *  -8‘
S l l p í l
* *»- „  '  , '  *  *= ^  ^  N.

0,11 1.564 0,0121 2.446.096 172,04
0,56 3.790 0,3136 14.364.100 2.122,40
1,56 11.383 2,4336 129.572.689 17.757,48
0,69 5.340 0,4761 28.515.600 3.684,60
1,03 8.02S 1,0609 64.448.784 8.268,84
0,49 2.841 0,2401 8.071.281 1.392,09
1,51 13.744 2,2801 188.897.536 20.753,44
1,58 12.421 2,4964 154.281.241 19.625,18
0,54 4.348 0,2916 18.905.104 2.347,92
0,93 7.128 0,8649 50.808.384 6.629,04
1,21 9.578 1,4641 91.738.084 11.589,38
1,58 13.489 2,4964 181.953.121 21.312,62
1,92 16.545 3,6864 273.737.025 31.766,40

(Continúa)
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{Continuación)

y¡ X.
A .;  - -r. ’r. >1- .̂

*.2l x. • y.i Ji
0,18 1.149 0,0324 1.320.201 206,82
0,25 4.045 0,0625 16.362.025 1.011,25
0,31 5.105 0,0961 26.061.025 1.582,55
0,36 2.102 0,1296 4.418.404 756,72
0,17 2.660 0,0289 7.075.600 452,20
0,29 2.754 0,0841 7.584.516 798,66
0,22 2.475 0,0484 6.125.625 544,50

15,49 130.489 185983 1.276.686.441 152.774,13

y = 0,7745. 

x  = 6.524,45.

S2 = 3 ^ ^ _ ( o , 7 7 4 5 ) 2 = 0,9299-0,5998 = 0,3301.

í  = “ . N 4 5 r  =
20 y ’ i

= 63.834.322,05-4.268.447,80 = 21.265.874,25 

S =0,5745.

5 =4.611,49.
X  7

Calculamos la varianza entre x z y :

, x y .*,-?/ _ _cov i ,  y j =    x • y
V ' N  7

coV( ^  y)= .l -2- ™ ’13 -0,7745-6.524,45 =
20

= 7.638,7065-5.053,1865 = 2.585,52.

Con lo que ya podemos calcular el valor de b:

b = 2,585,52 = 0,0001216.
2.126.587,25
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A continuación calculamos el valor de a: 

a = 0,7745 -  0,0001216 ■ 6524,45 = 0,7745 -  0,793 = -0,0185. 

La recta de regresión estimada es, entonces:

y  = -0,0185 + 0,0001216*

 ^ -------

E jercic io  5.9. Supongamos que un administrador de un complejo turístico en un 
balneario posee la siguiente información referente a 6 veranos consecutivos:

i  x. «'■'«••vi, \  %

25 6,5
27 7,0
30 9,0
28 8,5
31 9,0
30 8,2

Donde x es la temperatura media durante el verano e y es el rendimiento del com
plejo en cientos de miles de euros.

A partir de los datos:

a) Grafique los datos utilizando un diagrama de dispersión.

b) Estime la recta de regresión poblacional.

R e sp u e s ta

a)
10 i

Relación tem peratura sobre rendimiento

7 -

6 -

23 25 27 29 31 33

Tem peratura
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b) x -  ~ y x ¡  =28,5. n '

y = 1 ^ =  8,03. 
n

^  je,2 =4.899

(ni)2
$xx -  25,5.

' 2 x i yí =1.384,5

( S * 0  ( S ^ ) _ 171-48,2 
N  6

/3 - }X¥
3XK

0,42

á  = y -  f tx  -  -4,04

Y  = _4,04 + 0,42x.

E jercic io  5.10. Dada la siguiente tabla:

X 5 10 15 20

Y
12,4 16,5 20,2 18,7

15,2 19,1 21,3

Se pide:

a) Represente estos datos en un diagrama de dispersión y observe si es razonable 
suponer que existe una relación lineal entre X e Y.

b) Plantee el modelo lineal y  estime los parámetros por el método de mínimos 
cuadrados.

c) Utilice la recta estimada para predecir el valor de Y sabiendo que x = 12.
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Respuesta

a)
23 -i 
21  -  

19 - 
17 - 
15 - 
13 - 
11 -

Relación X-Y

♦

♦

12 17 22

b) X = — V i, .  = 12,143. 
nx L t

y=^ 2 > =17’6285- 

2  nf *? = 1.275

( s ^ r  (g5)2
= 242,857.

-1.597

85-123,4
5w -98,571.

6 = ^  = 0,4058
} x x

a  -  y  —  b x  = 12,7
y  = 12,7 + 0,406*.

el y  = 12,7 + 0 ,406-12=  17,5694

❖

Ejercicio 5.11. I-oí d a t o s  s i g u i e n t e s  c o r r e s p o n d e n  a  l a  f r e c u e n c i a  d e  e n t r a d a s  d e  

p e r s o n a s  e n  u n  e s p e c t á c u l o  t o m a d a s  e n  i n t e r v a l o s  d e  t i e m p o  t  d e  5  m i n u t o s .



d is t r ib u c ió n  d e  f r e c u e n c ia s  b id im e n s io n a l e s 337

t (minutos) 5 10 15 20 25

Y (personas) 72 65 70 62 64

Se pide:

a) El diagrama de dispersión.

b) El modelo lineal y  los parámetros estimados por mínimos cuadrados.

Respuesta

a) Entradas por intervalos de tiem po
7 4 - 

7 2 - 

7 0 -  

c 68-
I  66-

6 4 -

6 2 -

60
0 10 15

Tiempo

b) -  1 y
X  =  —  >  X; =  15 

n**  '

- 17-6285

2 > .2- 1275 

G  *1) (85)2
242,857

2 x íyí -4910

(2 *)  75x334
5 ^ = -1 0 0

P = ^ L  = _0,4 c

á  = y -  (3 x = 72,8

T  = 72 ,8 -0 ,4  x 

 ❖ -----

20 25 30
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E jercicio  5.12. Consideremos la siguiente tabla:

X 0 20 40 60 80 100

y
2,8 7,0 14,8 25,4 38,0 56,1

3,9 8,2 13,6 24,2 39,5 57,5

Teniendo en cuenta el diagrama de dispersión, verifique que esta curva no sigue 
un modelo lineal. Busque el modelo que la ajuste y  estime los parámetros.

Respuesta

Realicemos el diagrama de dispersión de los datos:

Relación en tre  las va riab le  X  e Y
7 0 - 

6 0 - 

5 0 - 

4 0 - 

3 0 -  

20- 

1 0 -  

0
o 50 100 150

Observamos que la curva a ajustar podría ser una parábola de la forma:

^ c c  + p * 2

Para aplicar las fórmulas correspondientes, debemos realizar el cambio de varia
bles u. = xf  tal que:

U -  = xf 0 400 1.600 3.600 6.400 10.000

y
2,8 7,0 14,8 25,4 38,0 56,1

3,9 8,2 13,6 24,2 39,5 57,5
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u = - i -  ^  u¡ -  3. nu ¿ j
666,67.

_ 1 2  *  = 24,25.

^  niUf  = 313.280.000 

(44.000)2
12

S,u, = 151.946.666,7.

^  u¡yi = 1.862.080

44.000-291
12

Sw  = 795.080.

p  = ~ 0,005233
>uu

á  = y -  ¡3x = 5,06

Y = 5,06 + 0,005w = 5,06 + 0, 005jc"

Veamos ahora el diagrama de dispersión para los datos modificados:

>-

70 -

60 -

50 -

40 -

30 -

20-
1 0 -

0

Relación en tre  las va riab les  u e Y

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
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E jercicio  5.13. Dada la siguiente tabla se pide:

X 6 18 30 42 54

Y

30,0 8,9 4,1 3,8 0,8

28,6 8,0 4,6 2,6 0,6

28,5 10,8 4,7 2,2 1,0

a) Realice un diagrama de dispersión y compruebe que el modelo lineal no es co
rrecto.

b) Ajuste al modelo ln Y = a  + |3x. Realice un diagrama de dispersión con los 
datos modificados.

c) Utilizando la recta hallada en el punto anterior, calcule el valor de Y para 
x = 35.

Respuesta

a)

>

3 5 -
3 0 -
2 5 -
20
15 -
10
5 -
0 0

Relación entre las variables X e  Y

10 20 30
X

40 50 60

b) X 6 18 30 42 54

3,4 2,19 1,41 0,59 -0,22

lny = V 3,35 2,08 1,53 0,96 -0,51

3,35 2,38 1,55 0,79 0

_ 1 
X  - — y x¡ =3o.
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V  y  V - 1,52.
n„

^  «,.^=17.820

R, X; (450f
15

Sxx = 4.320.

2  ^-V;.-1.862.080

450-22,85
15

Syy =311,64.

= ^  = 0,072
JXX

á  = V - f i x  = 3,6

V  = 3,68-0,072* => l n F - 3,68-0,072*.

Veamos ahora el diagrama de dispersión para los datos modificados:

Relación e n tre  las va riab les  X e InY

>

4.00

3.00-

2.00

1.00- 

0,00

- 1 ,0 0  J

10 20 30
X

40 50 t 60

c) ln Y  = 3 ,68 -0 ,072-35  = 1,16 => Y = e hi6 = 3,19.





Capítulo 6 

NÚMEROS ÍNDICES

6.1. INTRODUCCIÓN

Hasta ahora hemos trabajado con variables, que hemos tratado de forma estadís
tica para conocer descriptivamente sus características, pero existen valores referidos a 
variables económicas (precios, cantidades producidas, costes, ingresos,...) que cam
bian con el tiempo.

Cuando para una de esta variables, tomamos una serie de valores correspondien
tes a diferentes momentos de tiempo, tenemos una «serie temporal»; en este capítulo 
y en el siguiente estudiaremos un conjunto de instrumentos estadísticos para tratar este 
tipo de valores.

El primer grupo de instrumentos, tratado en este capítulo, es el genéricamente de
nominado como «números índice», que permiten medir y comparar de forma sencilla 
los cambios sufridos por la variable a lo largo del tiempo.

El segundo, el tratamiento de «series temporales», lo abordamos en el capítulo si
guiente.

Un Número Indice es una medida estadística diseñada para, poner de manifiesto 
los cambios en una variable (o grupo de variables relacionadas) con respecto a una 
determinada característica (generalmente, el tiempo).

Se utilizan para efectuar comparaciones en diferentes momentos o periodos, res
pecto de una variable.

Cada índice es un número que indica una variación; el número índice 105 co
rrespondiente a 2010, se interpreta como que «la variable en cuestión creció en un 5% 
respecto a un período anterior, el período que se ha tomado como referencia».

Los números índices se elaboran tanto con precios (p) como con cantidades (q). El 
año en que se inicia el cálculo de un número índice se denomina año base y se deno
tan por pQ y q0 los precios y las cantidades de dicho año. A los precios y las cantidades 
de los años sucesivos los anotamos como p; y qr Si trabajamos con diferentes tipos de 
mercancías, utilizamos los subíndices (i) para referimos a un tipo de mercancía, de 
modo que usamos los símbolos pu o qu o para señalar el precio o la cantidad de la 
mercancía i en el período t. Si hubiese Ñ  mercancías el valor total de la cesta de pro
ductos durante el periodo t se expresa:

H
Valor total durante el período t = pu qit
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Los números índices se clasifican en ponderados y no ponderados. Los números 
índices no ponderados son los más sencillos de calcular, pero deben de utilizarse con 
especial cuidado.

Los números índices ponderados requieren que definamos previamente a su cons
trucción los criterios de ponderación o de peso. Una vez definida una ponderación 
debe de respetarse, en general, en los sucesivos períodos. En este apartado estudiare
mos los índices ponderados que son de aplicación común.

Así, por ejemplo, un número índice ponderado es el Indice de Precios Hoteleros 
en España; este índice es una medida estadística de la evolución mensual del conjunto 
de las principales tarifas de precios que los empresarios aplican a sus clientes.

Para su obtención se utiliza la Encuesta de Ocupación en Alojamientos Turísticos, 
en la que, mensualmente, se recoge información sobre la ocupación hotelera (viajeros 
entrados, pernoctaciones, grado de ocupación etc.), su estructura (plazas, personal, 
etc.) y demás variables de interés, con una amplia desagregación geográfica y por ca
tegorías de los establecimientos. En el cuestionario, se les pide, entre otras variables, 
el ADR (Average Daily Rate) o tarifas promedio diarias aplicadas a distintos tipos de 
clientes por una habitación doble con baño. Esos precios se desglosan según el tipo de 
cliente al que se le ha aplicado: Tour operador tradicional, Agencia de viajes tradi
cional (incluyendo bonos y talones de hoteles), Empresas, Particulares, Grupos, Con
tratación directa en la Web del hotel y/o de la cadena hotelera, Tour operador on-line, 
Agencia de viajes on-line y Otros.

Cada tarifa pondera de forma diferente cada mes, en función del uso real que los 
hoteles han dado a la misma; integradas, conforman el índice general, que tiene una 
presentación del siguiente tipo10:

índice general nacional y desglose por tarifas

7 7*; 7 ; 71  ̂' v * * 'V ov x<\ C <> 7 7 7 7 7 7 '7 7
M es de enero de 2010 índ ice Tasa de variación  

lnternnual

Total categorías 91,1 -6,0
Cinco estrellas de oro 86,0 -7,9
Cuatro estrellas de oro 89,8 -6,7
Tres estrellas de oro 93,3 -5,6
Dos estrellas de oro 97,3 -1,7
Una estrella de oro 97,1 -3,1
Tres y dos estrellas de plata 95,4 -2,2
Una estrella de plata 98,9 -1,9

10 La metodología de esta Encuesta puede verse con detalle en la Web: http://www.ine.es/ 
daco/daco42/prechote/metoiphpl.htm; la información puede extraerse desde la Web: http://www.ine.es/ineb- 
menu/mnu_hosteleria.htm.

http://www.ine.es/
http://www.ine.es/ineb-
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La interpretación es la siguiente: en el mes de enero de 2010, y en relación con el 
año base, 2008, los precios (todas las categorías) se habían reducido un 8,9 %, los de 
los hoteles de 5 estrellas de oro un 14 %, etc.

Del mismo modo, en la última columna, se indica el crecimiento o tasa de varia' 
ción anual con el mismo mes del año anterior (Enero de 2009), en el que se pone de 
manifiesto, según el INE, una bajada de todas las tarifas, en porcentajes que oscilan 
entre el 1,7% y el 7,9%.

6.2. PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS ÍNDICES

Los números Indice tienen las siguientes propiedades:

a) Existencia: Todo número índice ha de tener un valor finito distinto de cero.
b) Identidad: Si se hacen coincidir el período base y el período actual el valor 

del índice tiene que ser igual a la unidad (o a 100 si se elabora en porcentajes); 
en la notación habitual: : I n -  100.

n

Un ejemplo de número índice que cumple esta propiedad es el índice 
simple:

/ ; =  ^s-lOO => /" = 100

c) Inversión: El valor del índice ha de ser invertible al intercambiar los períodos 
entre sí. Es decir:

1  j n  1  , n  T i

/ r° = — , obien - í - ,  obien -----^ —  1
rQ ioo j \ _  ioo íoo

100

Es decir, que el índice del año o calculado con la base del año t, ha de ser
igual al inverso del índice del año t calculado en base del año 0.

d) Proporcionalidad: Si en el período actual todas las magnitudes experimentan 
una variación proporcional, el número índice tiene que experimentar también 
dicha variación.

e) Homogeneidad: Un número índice no puede estar afectado por los cambios 
que se realicen en las unidades de medida.

f )  Propiedad cíclica o circular: Determina una relación de igualdad entre un nú
mero índice construido con periodos base sucesivos y otro elaborado a partir 
del periodo inicial como base y el último periodo como periodo de estudio. Si 
se toma la relación que surge de tres periodos.
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g) Propiedad cíclica o circular modificada: Se desprende de las propiedades cí
clica y de inversión temporal. Si se toma la relación que surge de tres periodos, 
se obtiene:

r b  j e  r e

a  . b  _  i a  

100 100 100

6.3. NÚMEROS ÍNDICES SIMPLES Y COMPLEJOS

Los números índices simples son los más elementales; se elaboran a partir de la 
razón de precios (precios relativos) o cantidades (cantidades relativas) respecto a su 
valor en el período base.

4  = — • 100 
Y  
A i o

En el siguiente período el índice simple sería:

j  — . i noV )  -  x  1UU
i0

Al comparar los números índice I.¡ e /  +1) se obtiene el incremento del precio de 
dicho producto en cuestión.

Ejemplo 6.1. Con los siguientes datos, elaborar un Indice de los Precios Medios de 
Alojamiento aplicados por un determinado hotel a las habitaciones dobles.

T T1-*- 3 , y. ‘ Precio  M edio  del A lojam iento  
*, „ en  habitación doble «^

2009 50 €
2010 51 €

Tomando como base la media de precios aplicados en el año 2009 (50 euros por 
habitación doble) tendríamos, expresado en porcentajes:
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Indicativo de que los precios habrían aumentado un 2%, o lo que es lo mismo: nú
mero índice = 102%

Obsérvese que la operación realizada equivale a una simple regla de tres; sí 50 €

equivalen a un índice 100, 51 €  equivaldrán a x, dónde * = ^  ^  = 102 •
50

Ejemplo 6.2. Con los siguientes datos:

Años Precio

2005 150
2006 158
2007 168
2008 175
2009 183
2010 196

Elaborar un índice de los precios con base año 2005 = 100 y obtener el incre
mento porcentual anual.

Años Precio índice 201)5 = 100 Increm ento anual

2005 150 100,00%
2006 158 105,33% 5,33%
2007 168 112,00% 12,00%
2008 175 116,67% 16,67%
2009 183 122,00% 22,00%
2010 196 130,67% 30,67%

Cuando lo que se desea es estudiar la variación de una serie de variables, sinteti
zándola en un sólo índice, se habrán de usar índices complejos. Los dos tipos princi
pales: son los índices complejos con ponderación y sin ponderación.

6.3.1. Números índices complejos de precios sin ponderación

Los índices simples pueden agregarse de diferentes formas; a dichas agregaciones 
se les conoce como índices complejos. Sí en la agregación no se utilizan elementos es
peciales de ponderación, tendremos Números índices complejos sin ponderación.
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Ejemplo 6.3. Disponemos de las notas medias de los alumnos aprobados en diversos 
exámenes de Estadística en los centros asociados de la UNED.

M adrid Córdoba Palcncin Sevilla M érida

Junio 2009 5,3 5,3 6,5 6 7

Septiembre 2009 5,6 5,2 5,2 6,3 6,8

Junio 2010 7,3 5,3 5,3 6,3 5,2

Septiembre 2010 6,1 5,5 5,5 6,4 4,1
Junio 2011 6,3 5,7 5,7 5,7 3,6

Septiembre 2011 5,8 5,2 5,2 6,9 8

Podríamos obtener para cada centro los índices de evolución del período, con base 
Junio de 2009 igual a 100, obteniendo:

p S iS H f S l f P P ifpJfeiKaá'í: I fS e v illa M érida

Junio 2009 100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 100,0%
Septiembre 2009 105,7% 98,1% 80,0% 105,0% 97,1%
Junio 2010 137,7% 100,0% 81,5% 105,0% 74,3%

Septiembre 2010 115,1% 103,8% 84,6% 106,7% 58,6%
Junio 2011 118,9% 107,5% 87,7% 95,0% 51,4%

Septiembre 2011 109,4% 98,1% 80,0% 115,0% 314,3%

Sin embargo, estos índices tan sólo nos pueden indicar la variación de la nota me
dia de cada uno de lo centros por separado; sí deseáramos sintetizar en un sólo índice 
esta información tendríamos que obtener un índice complejo, en el que consideráse
mos, por ejemplo, la media de evolución de los índices obtenidos en los diversos cen
tros; tendríamos así:

S S & S S Í S S
 ̂ ^ - i- ...

• W í a w s s 1"* ín d ice m edio de evolución

Junio 2009 6,02 100,0%
Septiembre 2009 5,82 96,7%
Junio 2010 5,88 97,7%
Septiembre 2010 5,52 91,7%
Junio 2011 5,4 89,7%
Septiembre 2011 6,22 103,3%
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Si suponemos que tenemos TV diferentes productos, podemos obtener los si
guientes índices complejos:

— Indice media aritmética de índices simples:

¿V

V h / 2 + / 3 +.. .  + /* ^
/V TV

Este índice también se denomina índice de Sauerbeck. 

— Indice media geométrica de índices simples :

I  -  ^//j I2 ' T3 ' If

Indice media armónica de índices simples:

TV N/  =
i + l + . . .+ 2  v i  

/ 2 /„ 2 / , .

y

Indice media agregativa de índices simples :

N
J . Xit

!=  . 1Q0 = TM—— . iQQ
1̂0 + X20 + -̂ 30 + • • • + XN0 ’V'

■W °

Este índice se denomina índice de Bradstreet-Dutot.

6.3.2. Números índices de precios complejos ponderados

Con el objeto de reducir las desventajas que representa usar índices que otorgan 
igual importancia a cada variable, se generan índices ponderados. De esta manera, se 
asigna un peso o ponderación w. que indica la importancia relativa de la variable en el 
índice total.

Ejemplo 6.4. Supongamos, que durante el año 2005 un hotel aplicó un precio medio 
de 52 euros teniendo un 97% de ocupación y durante 2004 el precio medio fue de 50 
euros y la ocupación del 99%; podemos construir un índice, precio-cantidad, del 
tipo:
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;  =  # 2 0 0 5  ’_ g i 2 p o 5  .  1 Q Q  =  .  1 0 0  =  1 0 1 9

P i2 004 ’ <7/2004 50*99

Indicativo de que la evolución de los ingresos ha tenido un incremento del 1,9% 
en el período; estamos hablando en este caso de un índice complejo ponderado por 
cantidades.

La ponderación de los índices complejos se hace imprescindible cuando se dis
pone de diversos índices simples con diferente importancia cada uno; por ejemplo, 
para establecer un índice general de precios o de ingresos de una cadena hotelera, pa
rece apropiado considerar por separado las diferentes grupos tarifarios, lo que nos per
mitiría hacer un seguimiento de la evolución de cada uno de los precios aplicados a 
cada grupo; sin embargo, para integrar el índice general, hay que tener en cuenta que 
cada grupo tiene una importancia diferente en la estructura de la ocupación y de los 
ingresos de la cadena hotelera y en consecuencia a cada índice de grupo hay que dar
le una importancia diferente en la elaboración de un índice general; esta importancia 
viene determinada por un ponderador y se denomina ponderación.

Para elaborar un ponderador hay que considerar una magnitud que sea comparable 
entre los diferentes tipos de productos utilizados. En el ejemplo del hotel se podría con
siderar para ponderar el número de habitaciones ocupadas por cada grupo tarifario en 
un período concreto o los ingresos totales obtenidos en la contratación de cada uno de 
los grupos. Para evitar los problemas de homogeneización que tienen las magnitudes fí
sicas se suele acudir a las valoraciones monetarias para obtener los ponderadores.

Ejemplo 6.5. Elaborar un ponderador para los grupos tarifarios aplicados por una ca
dena hotelera teniendo en cuenta que los ingresos que le aporta cada grupo tarifario, 
en miles de euros/año, son los siguientes;

G rupos tarifarios Ingresos

Tour-operadores 300
Clientes individuales 125
Empresas concertadas 45

Total 470

Haciendo 470 = 100, tendríamos los siguientes ponderadores:

G rupos tarifarios Ponderador

Tour-operadores 63,8%
Clientes individuales 26,6%
Empresas concertadas 9,6%

Total 100%
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U na vez obtenidos los ponderadores se calculan  los índices com plejos ponderados 
u tilizando  las s igu ien tes fórm ulas alternativas:

1. I n d i c e  m e d i a  a r i t m é t i c a  p o n d e r a d a  d e  í n d i c e s  s i m p l e s :

N

y / , w , .
I 3 w 3 + . . .  +  I n w N  t íJ = h  Wi + I2 W2 +

Wl+ W 2 +W3 + . ..  + w n N

W;

2. I n d i c e  m e d i a  g e o m é t r i c a  p o n d e r a d a  d e  í n d i c e s  s i m p l e s :

i = ^ / r  -i? -i? ■-■17  =  f  f p ,

N
w N  
N

7 = r

3. I n d i c e  m e d i a  a r m ó n i c a  p o n d e r a d a  d e  í n d i c e s  s i m p l e s :

J _  w1 + w 2 +. . .  + w„________ ^
1 1  1 » l

- w ,  + T W2 + . . .  + — Wn X - W :

h  h  h  Zj I : '

4 .  I n d i c e  m e d i a  a g r e g a t i v a  p o n d e r a d a  d e  í n d i c e s  s i m p l e s :

/  = '■ 2 t ' v 2 3 / ' kNtryN
X^Wi + x*,nw-, + XwW, + ...+  x„ nw

100 =

‘'2 0  2 30 3 N O  N

, w

*10W1

100

A l defin ir e l po n d erad o r en  ta n to  p o r  uno , e l p roced im ien to  d e  cá lcu lo  de lo s  ín 
d ices p onderados se s im p lifica  no tab lem ente .

Ejemplo 6.6. C on  los sigu ien tes datos correspondien tes a  la  n o ta  m ed ia  de u n a  asig 
n a tu ra  en  d istin tos exám enes y cen tro s de estudio:
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r :1 + v A + t m m Á z r n■» -<5

Junio 2009 5,1 5,3 6,5 6 7

Septiembre 2009 5,2 5,2 6,3 5,3 6,3

Junio 2010 5,3 5,3 5,5 7,3 6,3

Septiembre 2010 5,4 5,5 5,4 5,3 6,4

Junio 2011 5,8 5,7 5,8 6,3 5,7

Septiembre 2011 5,9 5,2 6,3 5,3 6,9

O btener, m ed ian te  u n a  m ed ia  aritm é tica  p o n d era d a  d e  índ ices sim ples, la  evo lu 
ción de l índice d e  no tas d e  la  asignatura , ten iendo  en  cuen ta  que e l núm ero  de alum 
nos d e  cada centro se distribuye en  la  siguiente form a: M adrid: 50% , Tarrasa 20% , Cá
diz, C ó rd o b a  y  L as P alm as 10%.

T enem os:

■ --i c« ’■? * •» C' ^* E *■' ¿ i  * t *'
S l l M S S 9 Ü I + C ádiz Córdoba Las Palm as

Junio 2009 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

Septiembre 2009 101,96 98,11 96,92 88,33 90,00

Junio 2010 103,92 100,00 84,62 121,67 90,00

Septiembre 2010 105,88 103,77 83,08 88,33 91,43

Junio 2011 113,73 107,55 89,23 105,00 81,43

Septiembre 2011 115,69 98,11 96,92 88,33 98,57

A plicando  la  fo rm u lac ión

/  =
/ ] W l+ /2 W 2 + /3W 3 + ... + / f,W„

w ¡ + w 2 + w3 + . . .  + wn

I¡w¡

W:

en  e l segundo  periodo , sep tiem bre de 2009 , se obtiene:

101,96 • 0 ,5  +  98,11 ■ 0 ,2  +  96 ,92  - 0,1 +  88,33 - 0,1
/  =

0 ,5 +  0 ,2 +  0 ,1 +  0,1
=  98,1

A p licando  la  m ism a ex p resión  p ara  e l res to  de los períodos, se o b ten d rá  la  se
gunda  co lu m n a de l sigu ien te  cuadro:
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Indice m edio ponderado ín d ice  m edio sin ponderar

Junio 2009 100,0 100,00
Septiembre 2009 98,1 95,07
Junio 2010 101,6 100,04
Septiembre 2010 100,0 94,50
Junio 2011 105,9 99,39
Septiembre 2011 105,8 99,53

L a  m ejo r evo lución  d e  M adrid , que p e sa  o p o n d era  un 50%  en  e l co lec tivo  de 
alum nos, hace  q u e  e l índ ice ponderado  te n g a  u n a  evo lución  m ás positiva q u e  e l índ i
ce sin  ponderar. D igam os, finalm en te , q u e  la  d ec is ió n  d e  o to rgar u n  50%  d e  peso  a 
M adrid , aunque  p o d ría  ser arb itra ria , debe es ta r m o tiv ad a  p o r a lg ú n  criterio  objetivo 
de m ed ic ión  d e  la  im portancia  rela tiva de ca d a  sub índice; en  es te  caso , p o r ejem plo, 
p o r e l núm ero  to tal d e  alum nos q u e  tiene  e l cen tro  d e  M adrid .

6.4. ÍNDICES DE PRECIOS COMPUESTOS PONDERADOS

L os ín d ices  d e  p rec io s m ás com unes se elaboran  u tilizando  índices com plejos 
ponderados; e l m ás em pleado  es e l denom inado  In d ice  d e  L aspeyres, p e ro  existen  
o tros, que tam b ién  verem os a  continuación:

1. índice de Laspeyres

Se tra ta  d e  un  tip o  particu lar de ín d ice  com puesto  o  agregativo ponderado. 
P ara  ob tener u n  índice de precios d e  L aspeyres, se  debe valorar el consum o del 
año  base  a  p rec ios de l año  en  es tud io  (en el num erado r) y a  p rec io s d e l año 
base  (en  e l denom inador).

E l Ind ice  d e  L aspeyres es, pues, u n a  m ed ia  aritm ética  p onderada d e  índ i
ces sim ples, cuyo  criterio  d e  p o n derac ión  es: w. = p .Q • q  Q.

L a  fó rm u la  que define e l Ind ice d e  Laspeyres, expresada en  porcentaje , es 
la  siguiente:

L p =  100 siendo  /, = & -

Í m , o  Pi0
i=i ¡=i

O tra  n o tac ió n  a lternativa  es:
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^ g ^ - io o
¿ P o ' %

Se suele u tilizar esté; ín d ice  a  la  h o ra  de e laborar los índices de p rec ios por 
cuestiones p rác ticas  y a  q u e  ún icam en te  req u ie re  investigar e n  e l año  b ase  el 
valor d e  los ponderadores, que es la  p arte  m as costosa d e  la  e laboración del ín
d ice  (téngase en  cuen ta  que en  e l IP C  se rea liza  u n a  en cu esta  d e  presupuestos 
fam iliares en  los años b ase  q u e  req u ie re  u n a  m u estra  d e  ap rox im adam ente  
20 .000  hogares). U na  v ez  determ inados los ponderado res e l índ ice  d e  L as- 
pey res ún icam en te  req u ie re  que se  investigue en  lo s  sucesivos p erío d o s  la  
evo lución  de los p recios.

2. ín d ic e  d e  P a a s c h e

T am bién es u n a  m ed ia  aritm ética  p o nderada  d e  los ín d ic es  sim ples, pero  
u tilizando  co m o  coefic ien te  p o n d era d o r w. = p  • q  ; p o r  tan to  su  defin ición , 
exp resada  en  po rcen ta je , q u ed a  com o:

N  N

2 / >w >
P  = J=1------------_ _ h ! ---------------- 1 0 0
r p  N  N  i u u

í= 1 1=1

C om o no tac ió n  a lternativa  otros au tores u tilizan  la  sigu ien te :

L a  d ife ren c ia  en tre  e l ín d ic e  P aasche  y e l ín d ice  L asp ey res  es q u e  ex ige 
ca lcu lar las ponderaciones p a ra  ca d a  p eriodo  corrien te  t, h ac ien d o  su  cálcu lo  
estad ístico  m ás laborioso . A dem ás p resen ta  e l inconvenien te d e  que só lo  p er
m ite  co m p arar la  evo lución  de l p rec io  d e  cada  año  co n  e l d e l año  base , dado 
que las  pon d erac io n es v arían  d e  p e río d o  en  período . A m b as razones h a n  d e
te rm inado  que e s te  índ ice  sea m ás inusua l q u e  e l anterior.

3. ín d ic e  d e  F is h e r

E l ín d ice  d e  F ish er e s  la  m ed ia  geom étrica  d e  los Ind ices d e  L aspey res y 
P aasche, es decir:
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F inalm ente , aunque m enos u tilizados en  la  p rác tica , cabe  d es tacar los s i
gu ien tes ín d ices  d e  p rec ios y  cantidades:

4. índice de Drovisch-Bowley

1 DB ~

5. índice de Edgeworth-Marshall

6. índice de Walch

100
EMO  V '  /  ^

J p w n = gtj -100

¿ P o w ^ )

Ejemplo 6.7. E laborar los índ ices de Laspeyres, Paasche y F isher para la  siguiente in
fo rm ación  sobre p rec ios y  ocupación  d e  u n a  cadena ho te lera.

Tarifa A 

Tarifa B 

Tarifa C 

Tarifa D

39

40 

45 

50

3.000

2.500

2.000

1.500

37

45

50

55

3.000

2.500

1.700

1.200

40

47

58

60

2.400

2.500

2.000

1.750
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1. I n d i c e  d e  p r e c i o s  d e  L a s p e y r e s

a )  Año 2008.

En este caso n = 2008; multiplicamos en la primera 
columna y en la segunda los precios de 2008 por las 
ocupaciones de 2008:

117.000 117.000

100.000

90.000

100.000

90.000
IP L l Pn% • 100 -  382 '000 ■ 100 100 

o 382.000

75.000 75.000

382.000 382.000

b )  Año 2009 con base en 2008.

En este caso n  = 2009; multiplicamos en la  primera
columna los precios del año 2009 por las ocupacio

111.000 117.000 nes 2008 y en la segunda los precios de 2008 por las
ocupaciones de 2008:

112.500 100.000

100.000 90.000 ooIIO2
oop

IIo0c

x
u111

82.500 75.000 2 > o ? o  382.000

406.000 382.000

c )  Año 2010 con base en 2008.

120.000

117.500 

116.000

90.000

443.500

117.000

100.000

90.000

75.000 

382.000

En este caso n  = 2010; multiplicamos en la primera 
columna los precios del año 2010 por las ocupacio
nes 2008 y en la segunda los precios de 2008 por las 
ocupaciones de 2008:

IP L l = l í P -  • 100 = 4 4 3 •50°  ■ 100 = 100
2  A#o 382.000
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2. In d ice  d e  p rec io s  d e  P aasche

a) A ño  2008 .

J'l SlffeíÁití. J ¡"t A) J': En este caso 0 = 2008 y n = 2008; multiplicamos en 
la primera y en la segunda columna los precios de 
2008 por las ocupaciones de 2008:117.000 117.000

100.000

90.000

100.000

90.000
i p p ;  = . io o  = 3 8 2 0 0 0 . io o  _  ioo

2 P&n 382 -000
75.000 75.000

382.000 382.000

b) A ño  2009  co n  b ase  en  2008.

i m ¡ i s l l i s f g En este caso 0 = 2008 y n = 2009; multiplicamos en 
la primera columna los precios y las ocupaciones 
del año 2009 y en la segunda los precios de 2008 por 
las ocupaciones de 2009:

111.000

112.500

117.000

100.000

85.000

66.000

76.500

60.000
IPP0* -  2 ^ "  -100 374 -500 ■ 100 -1 0 5 ,9 4  

353 -500

374.500 353.500

c) A ño 2010  co n  base  en  2008.

_________
96.000

117.500 

116.000 

105.000

434.500

A - * .  

______

93.600

100.000

90.000

87.500

371.100

En este caso 0 = 2008 y n = 2010; multiplicamos en 
la primera columna los precios del año 2010 por las 
ocupaciones de 2010 y en la segunda los precios de 
2008 por las ocupaciones de 2010:

IPP¿ =
2 a A .100= 434;500.1()0 = 117j()8

371.100



358 ESTADÍSTICA PARA ADMINISTRACIÓN Y DIRECCIÓN DE EMPRESAS

3. In d ice  d e  F isher con  base en  2008 ,

iÍÜ ¡¡ftI

2008

2009

2010

Fp = VlOO ■ 100 

Fp =V *06,22-105,94 

Fp = V U 6 , M 1 7 ,0 8

100,0

106,1

116,6

6.5. ENLACE Y CAMBIO DE PERÍODO BASE EN LOS NÚMEROS ÍNDICES

E l ín d ic e  d e  L asp ey res , que es e l m ás u tilizado , y  en  general todos los índ ices 
p onderados que u tilizan  u n  año  b ase  in ic ia l, tienen  co m o  p rincipal p ro b lem a su  p ér
d id a  d e  rep resen ta tiv id ad  a  m ed id a  q u e  los dato s se a le jan  del periodo  base.

P eriód icam en te , es necesa rio , en  consecuencia , cam bia r e l año  b ase  a  fin  d e  h a 
ce rlo  m ás rep resen ta tiv o ; as í, p o r  e jem p lo , e l IN E  cam b ia  p e rió d icam en te  e l año 
base  de l ín d ic e  d e  P recios a l C onsum o; a l cam bia r e l año  b ase , sue le  tam b ién  cam 
b ia rse  la  m etodología , d e  fo rm a q u e  los dos índices son esencialm ente d istin tos, y  p or 
lo  tanto  no  se pueden  com parar a  p rio ri en tre  sí. E l p rocedim iento  a  través del cua l h a 
cem os com parab les núm eros índ ices ob ten idos con  bases  d istin tas es lo  que se deno 
m in a  E nlace.

Si consideram os q u e  P v  P 2, P v  . . . ,  rep resen tan  p rec io s co rrespond ien tes a  in 
te rva lo s sucesivos d e  tiem p o , llam am os re laciones d e  en lace  a  / 52, / 23, / 34, . . . , ,  e l d e
nom inado  coefic ien te  leg a l de en lace , e l cua l v iene d ad o  p o r la  expresión :

r°tO _ l 0
l h ~  jh

*0

D icho  coefic ien te  se basa  en  la  p rop iedad  d e  la  inversión  d e  los núm eros índ ices, 
ta l que:

E s ta  p ro p ied ad  garan tiza  q u e  podam os in te rcam biar índ ices ca lcu lados co n  d is
tin tas  bases.

A sí, p o r  e jem p lo , el IN E  p u b lica  las tab las de en laces p ara  e l cam b io  d e  b ase  del 
ín d ic e  de P recios a l C onsum o  d e  b ase  2001 a  b ase  2006; en  e s te  caso , p o r  g rupos de 
IP C , son  la s  siguientes:
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General. Base 2001 0,740268
Alimentos y Bebidas No Alcohólicas 0,780515
Bebidas Alcohólicas y Tabaco 0,546851
Vestido y Calzado 0,843242
Vivienda 0,701667
Menaje 0,78033
Medicina 0,766029
Transporte 0,712176
Comunicaciones 0,825968
Ocio y Cultura 0,753008
Enseñanza 0,575517
Hoteles, Cafés y Restaurantes 0,681374
Otros Bienes y Servicios 0,70226

Fuente: Instituto Nacional de Estadística.

C on  es te  p roced im ien to , en  e l m om en to  d e  transic ión  d e  un  s is tem a  a  otro  (d i
c iem bre d e  2005  a  enero  d e  2006) se adop ta  la  variación  ca lcu lad a  con  e l n uevo  
S istem a. L as series en lazadas se  ca lcu lan  m u ltip licando  ca d a  uno  d e  los índ ices en  
b ase  2001 p o r  es to s  coeficien tes d e  enlace.

A  veces no  d isponem os de l coefic ien te  d e  en lace  p e ro  s í d isponem os d e  los dos 
valores del índ ice  e n  e l año  d e  cam bio  d e  base; en  este  caso  operam os co n  una sim ple 
reg la  d e  tres.

Ejemplo 6.8. C om pletar la  sigu ien te  se rie  d e  índices:

Año ín d ice base 1988 ín d ice  base 1993 ín d ice  base 1997

1988 100
1999 150
1990 145
1991 154
1992 132
1993 165 100
1994 112
1995 106
1996 122
1997 140 100
1998 112
1999 114
2000 116
2001 118
2002 144
2003 155
2004 160
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L a  serie  com ple tada  se ría  la  siguiente:

1‘̂Z, , - 4
w * * .v AH O *>< * \J V í*. ^ i a a » i i S « l í í | 5 | g ! g | g j ^ | |

1988 100 60,61 43,29
1989 150 90,91 64,94
1990 145 87,88 62,77
1991 154 93,33 66,67
1992 132 80,00 57,14
1993 165 100 71,43
1994 184,80 112 80,00
1995 174,90 106 75,71
1996 201,30 122 87,14
1997 231,00 140 100
1998 258,72 156,80 112
19 99 263,34 159,60 114
2000 267,96 162,40 116
2001 272,58 165,20 118
2002 332,64 201,60 144
2003 358,05 217,00 155
2004 369,60 224,00 160

E n  la  que e l valo r del índ ice p a ra  1994, con  base  1988, se ob tiene a  p a rtir  del h e 
ch o  d e  conocer, q u e  p a ra  1993 tenem os dos dato s equivalen tes (165 en  b ase  1988 
equ ivale  a  100 en  base  1993); p o r  ello:

£ _ U 2 ± « _ 185: 5 e t o .

88 100 88 100

D el m ism o  m odo  sabem os q u e  p a ra  e l año  1997 la  base  100 equivale a  140 en  
base  1993, etc.

6.6. DEFLACTACfÓN DE SERIES

L a  u tilidad  m ás im portan te  q u e  tienen  los índ ices d e  p recios, a  p a rte  de describ ir 
el com portam iento  d e  los precios durante un  período  concreto, es la  de deflactar series 
crono lóg icas o tem porales valo radas en  u n idades m onetarias.

D eflac ta r e s  e lim in a r e l co m p o n en te  d e  sub ida  d e  p rec io s que es in h e ren te  a  
to d a  serie tem pora l que v iene  re fe rid a  a  u n  v a lo r m one tario  (ven tas d e  u n a  em presa, 
lo s depósitos y créd ito s bancario s, etc...).

L as ventas de u n a  em presa, p o r  ejem plo , se  increm entan de u n  año a  otro  (ó  d e  un  
m es a  otro), b ien  p o r  haber aum entado  e l núm ero  de ped idos que rea lizan  los clientes
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o b ien  p o r que la  em presa o e l m ercado  haya decidido u n a  subida e n  los precios d e  los 
artícu los ped idos. S i noso tros valo ram os e l núm ero  d e  ped idos d e l año  actual u tili
zando  los p rec io s v igen tes e l e jerc ic io  pasado , d ispondríam os de u n  e lem en to  co m 
para tivo  co n  resp ec to  al e jerc ic io  an terio r que no s señalaría  de m a n e ra  inequ ívoca si 
nuestro  volum en d e  negocio  se h a  increm entado con  independencia d e  lo  ocurrido  con 
los p rec ios, y  este  análisis se  a lcanza deflactando  la  serie d e  ventas d e  d icha em presa  
p o r u n  índ ice  d e  p rec ios adecuado.

E n  consecuencia, cuando utilizam os una serie tem poral co n  referenc ia  p ara  su  va
lo rac ió n  e l p rec io  que r ig e  en  u n  p erío d o  determ inado  (un  año  b ase), u tilizam os una 
«valoración  a  p rec ios constantes» , en  tan to  q u e  cuando  d ic h a  serie e s tá  valorada a  los 
p rec io s v igen tes en  ca d a  p eríodo  tend ría  su  v a lo r  a  «precios corrien tes» .

E n  la  p rác tica , p a ra  p asa r d e  u n a  serie  e n  m oneda  corrien te  a  o tra  en  m oneda  
constan te  se  p ro ced e  d iv id iendo  la  p rim era  p o r  u n  índ ice d e  p rec io s adecuado . E ste  
procedim iento  recibe e l nom bre d e  deflactación y  al índice d e  precios elegido se le  de
n o m in a  deflactor.

N o  obstante, hay  que señalar que, cuando utilizam os com o deflacto r un  ín d ic e  de 
L aspeyres:

N o  p asam o s ex ac tam en te  va lo re s  co rrien tes  a  va lo re s  co n s tan tes , co sa  q u e  sí 
ocu rre  co n  e l ín d ic e  d e  P aasche . C u ando  es u tiliza d o  co m o  d e f la c to r  la  ex p resión  
queda:

n n

n

n

E je m p lo  6.9 . S upon iendo  u n  in flac ión  anual constan te  de l 3% d u ran te  el período  
2006-2010 , deflac ta r la  sigu ien te serie  de ven tas d e  u n a  em presa:
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2006 30
2007 34
2008 38
2009 40
2010 46

E l resu ltado  buscado  se ría  e l siguiente:

3 ^ *
*  A

». ->3 3k34** *+ ̂  SJ(-'a."*

SSfiBSñf
ÍKfí

2006 30 1,0000 30,00
2007 34 1,0300 33,01
2008 38 1,0609 35,82
2009 40 1,0927 36,61
2010 46 1,1255 40,87

P ara  ob tener e l d eflac to r d e  cada  año  tenem os que op era r de la  sigu ien te  form a:

2006 1,0000

2007 1,0000-(1 + 0 ,0 3 )=  1,03

2008 1,03-(1 + 0 ,0 3 )=  1,0609

2009 1,0609-(1 + 0 ,0 3 )=  1,0927

2010 1,0927-ü + 0 ,0 3 )=  1,1255
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6 .7 . E je r c ic io s

Sobre números índices

 ^ -------

Ejercicio 6.1. A  c o n t i n u a c i ó n  s e  d e t a l l a n  l a s  v e n t a s ,  e n  m i l l o n e s  d e  u n i d a d e s ,  d e  

u n a  d e t e r m i n a d a  e m p r e s a :

Aun l‘W7 l ‘MS l'JW 20110 20MI

Ventas 23 16 22 24 15 13

a) C a l c u l e  u n  í n d i c e  s i m p l e  p a r a  c a d a  p e r i o d o ,  t o m a n d o  c o m o  a ñ o  b a s e  1 9 9 9 .

b) C a l c u l e  l a  v a r i a c i ó n  p o r c e n t u a l  d e  v e n t a s  e n t r e  l o s  a ñ o s  2 0 0 1  y  1 9 9 9 .

R e sp u e s ta

a) P ara  ca lcu lar e l índice sim ple, debem os rea lizar e l cocien te entre las ventas de 
ca d a  año  y la  can tidad  co rrespond ien te  al año  base  (1999).

=* I ¡ ¡ =  104,55.

=> / 9998 =  72 ,73.

=> / 99 = 100.

=> 4 o = 1 0 9 ,0 9 .

=> 4 = 6 8 , 1 8 .

I¡¡ = —  -100
22

98 —— • 1 00
22

/99 m —  00
9 22

/0° = — .io o  
99 22
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í  t i  t i  i  t v ' p Í | l r g i | e | ^ | Í |

1997 23 104,55
1998 16 72,73
1999 22 100,00
2000 24 109,09
2001 15 68,18
2002 13 59,09

b )  P ara  ca lcu lar la  v ariación  porcen tual d e  las ven tas so licitada, a l índ ice  corres
pond ien te  a l año  2001 co n  base  1999, se le  d eb e  re s ta r  e l valo r de 100.

VP ^  = 6 8 ,1 8 - 1 0 0  => V P ^  = -3 1 ,8 1 8 2 %

S e p rodu jo  u n a  ca íd a  en  las ventas de l 31,82% .

Ejercicio 6.2. A  c o n t i n u a c i ó n  s e  d e t a l l a n  l o s  p r e c i o s  m í n i m o s ,  e n  e u r o s ,  p o r  r e 

s e r v a s  d e  p a s a j e s  e f e c t u a d a s  a  u n  d e s t i n o  p r o m o c i o n a l  e n t r e  l o s  m e s e s  d e  N o v i e m b r e  

d e  2 0 0 9  y  A a b r i l  d e  2 0 1 0 .

Noviembre 130

Diciembre 160

Enero 200

Febrero 180

Marzo 175

Abril 165

a) C a l c u l e  e l  i n c r e m e n t o  d e  l o s  p r e c i o s  d e  M a r z o  r e s p e c t o  a  E n e r o .

b) C a l c u l e  e l  i n c r e m e n t o  d e  l o s  p r e c i o s  d e  M a r z o  r e s p e c t o  a  F e b r e r o .

c) O b t e n g a  u n  í n d i c e  d e  p r e c i o s  s i m p l e  c u y a  b a s e  s e a  E n e r o .

d) O b t e n g a  u n  í n d i c e  d e  p r e c i o s  s i m p l e  c u y a  b a s e  s e a  F e b r e r o .
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Respuesta

a) S e d eb e  ap lica r la  fó rm u la  d e  increm en to  o variación  porcen tual.

1 7 5

= ° “ 100 ^  v p ^ - - n , 5 %

b) V 7£S  = ^ * 1 0 0 - 1 0 0  =* = -2,78%

c) Los núm eros índice de cada m es, con b ase  E nero, se obtienen a  partir de los si
gu ien tes cálculos:

130
c r ”“ = ^ ' 1 0 0  =65

/ “ " “ 'loo  =80

C ™  = — 'i o o  = i o o  
6,1610 200

1 Oí]
/ S r  = — -100 =90

200

C r = | ^ ' 1 0 0  =87,5

^ »  = ^ ' 1 0 0  =82,5

d) L os núm eros índ ice de cada  m es, con  base  Febrero , se  ob tienen  a  partir d e  los 
s igu ien tes cálculos:

130
/•noviembre _  1 1 f i n  — OO 0 0
febrero “  j g Q  ' i U U  _

/diciembre _  1 6 0  ^ „  
^febrero “  ^ g Q  i U U

C ™  = ~ - i o o  . =  111,11
1 8 0

1 8 0

1 8 0

1 80
C S -  —  ‘100 = 1 0 0
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175rm arzo _ _ _ _ _ .  i  Q A  = 9 7  22
'febrero  j g Q  1 U U  y  I

rabril 165
180

100 = 91 ,6 7

Ejercicio 6.3. U n a  e m p r e s a  v e n d e  s u s  p r o d u c t o s  e n  4  r e g i o n e s .  E l  v o l u m e n  d e  v e n 

t a s  p a r a  l o s  m e s e s  d e  D i c i e m b r e ,  E n e r o ,  F e b r e r o  y  M a r z o  d e l  2 0 1 0  r e s u l t a r o n  s e r  l o s  

s i g u i e n t e s :

M es Diciem bre Enero Febrero M arzo

Región 1 1.500 1.300 1.200 1.000

Región 2 1.450 1.550 1.260 1.050

Región 3 1.600 1.460 1.620 990

Región 4 1.300 1.390 1.400 1.160

a) O b t e n g a  u n  í n d i c e  a g r e g a t i v o  s i m p l e ,  s o b r e  l a  b a s e  d e  D i c i e m b r e  p a r a  e l  

m e s  d e  F e b r e r o .

b) C a l c u l e  e l  i n c r e m e n t o  q u e  s e  h a  p r o d u c i d o  e n t r e  D i c i e m b r e  y  M a r z o .

Respuesta

a )  P ara  ob ten er e l índ ice  agregativo  sim ple ped ido , se sum an  los valores d e  v o 
lúm enes de v en ta  co rrespond ien tes a  F ebrero  (periodo  en  estud io ) y  los co 
rrespondien tes a  D iciem bre (periodo  base). L uego  se efec túa  e l coc ien te  entre 
la  sum a del año en  estudio y la  sum a del año base. F inalm ente, e l resultado ob
ten ido  se  m u ltip lica  p o r  100.

« XM es
11 •Si®’*1!3'i"**"*

Destino 1 1.500 1.300 1.200

Destino 2 1.450 1.550 1.260

Destino 3 1.600 1.460 1.620

Destino 4 1.300 1.390 1.400

Sumas 5.850 5.700 5.480
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/ J Í E L .  =  ^ ^ * 1 0 0  =  9 3 ,6 7 5 2diciembre 5 g5()

E l índice agregativo  sim ple p ara  e l m es de feb rero , co n  base  en  d ic iem bre 
de l 2 0 0 2  es 9 3 ,6 7 5 2 .

b )  93 ,6752 -1 0 0  = -<¡,325%

L a  variac ió n  ex p erim en tad a  en tre  los m eses d e  D iciem bre y  M arzo  fue
u n a  ca íd a  de l 6 ,325% .

 -------

Ejercicio 6.4. U n a  c o m p a ñ í a  d e  t r a n s p o r t e  o f r e c e  u n  p a q u e t e  t u r í s t i c o  h a c i a  t r e s  

d e s t i n o s  d i s t i n t o s .  S e  d e t a l l a  e n  e l  s i g u i e n t e  c u a d r o  l a  c a n t i d a d  d e  r e s e r v a s  r e a l i z a d a s  

a  c a d a  d e s t i n o  e n  e l  p e r i o d o  c o m p r e n d i d o  e n t r e  1 9 9 9  y  2 0 0 2 :

Año Londres Iterlín

1999 8.500 9.000 10.000

2000 10.800 9.500 11.300

2001 9.000 10.000 9.800

2002 9.100 11.000 12.000

E n  b a s e  a  l o s  d a t o s  a n t e r i o r e s ,  c a l c u l e  l o s  s i g u i e n t e s  í n d i c e s  p o n d e r a d o s :

a) M e d i a  A r i t m é t i c a .

b) M e d i a  G e o m é t r i c a .

c) M e d i a  A r m ó n i c a .

d) M e d i a  A g r e g a t i v a .

T o m a n d o  c o m o  a ñ o  b a s e  1 9 9 9  y  c o m o  c o e f i c i e n t e  d e  p o n d e r a c i ó n  p a r a  c a d a  

d e s t i n o :

L o n d r e s :  1  

B e r l í n :  2  

P a r í s :  3 .
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Respuesta

L os índ ices sim ples p a ra  L o n d res  son:

IÜ1  = -100 => IÚ1 = 100
^ 9 8 .500  99

IL% = ■ 100 => IL™ = 127,06
99 8 .500  99

IL% = • 100 IL% = 105,88
99 8 .500 99

/Z!29 = — ■ 100 =̂ > IL% = 107,06
99 8 .500  99

S e m u ltip lica  p o r la  co rrespond ien te  p o nderac ión  y  se  ob tienen  los valo res resu 
m idos en  e l s igu ien te cuad ro  ju n to  co n  los índ ices de B erlín  y  París.

Base:
1999 8.500 9.000 10.000

Ponderación

3 2 1

P i f a
v' T a* ■->.  ̂** 'fe' !#p5á£ íl i is S i i  *

1999 100,00 100,00 100,00 300,00 200,00 100,00

2000 127,06 105,56 113,00 381,18 211,11 113,00

2001 105,88 111,11 98,00 317,65 222,22 98,00

2002 107,06 122,22 120,00 321,18 244,44 120,00

C on estos datos pod em o s ca lcu lar lo s índ ices ped idos.

a )  L a  m ed ia  a ritm ética  p o n d era d a  p a ra  ca d a  año  se o b tiene  m ed ian te  lo s  s i
gu ien tes cálculos:

, 99 100-3+ 100 *2+ 100-1 1AA , 99 1AA
/ maoo =  100 => /  ma** «  100

99 100-3+ 100-2 +100-1 99

r oo 127,06-3 + 105,56-2 + 113-1 1AA r 00 11F7„
/m ago*---------------------------------------100 => /mago -  117,55

99 100-3 + 100-2 + 100-1 99
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r 01 105,883*3 + 111,11-2 + 98*1 01
/m a 99   100 => /m a qg = 106,31

99 1 0 0 -3 +  100-2  + 100-1 99

r 02 107,06-3 + 122,22-2  + 120-1 m
/ m a g  !   100 =* /m a jo  =114,27

99 100-3 + 100-2  + 100-1 99

b) L a m ed ia  geom étrica  de cada  año  será:

I m g l l  = ^ ÍO O M O O M O O 1 => 7m g99 = 100

/m g “  = 2 7 ,063 -105,562 • 1131 => /m g “  =  117,13

/m g 99 = -y/l05,883 -111,l l 2 -981 => /m g g  = 106,22

/m g 99 = ^ 1 0 7 ,063 -122 ,222 -1201 => /mg™  = 114,04

c) L a  m ed ia  a rm ó n ica  de ca d a  año  se ca lcu la  com o sigue:

T 99 0 QQ
/  mar99 = — -------   —  => /m arnQ = 1 0 0

100 + 100 + 100

/mar™  = — ^------------   => /mar™  = 116,71
+  +

127,06 105,56 113

6
/m a r9 9  ^     => /m ar9°9‘ = 106,12

+  + —
105,88 111,11

/m a r9°9 = —  ----------^ ----------   /m ar99 = 11 3 ,8 1

107^06 + 122 ,22  + 120

d) P o r ú ltim o, ob tenem os la  m ed ia  agregativa:

t  99 3 -8 .500  + 2 -9 .0 0 0  + 1-10.000
Im a g rZ   ---------------------------------------------100 = 100

3 -8 .500  + 2 -9 .0 0 0  + 1-10.000
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oo 3 • 10.800 + 2 • 9.500 +1 • 11.300
Im a g r£  = ------------------------------------------

3-8.500 +2-9 .000  + 1-10.000
100 = 117,20

oí 3 -9 .000  + 2 -1 0 .0 0 0  + 1-9 .800lmagrQa = --------------------------------------------
99 3 • 8.500 + 2 • 9.000 +1 • 10.000

100 = 106,17

99 3 -9 .100  + 2-11 .000  + 1-12.000Im£Zi?rQ0 = --------------------------------------------
3 -8 .500  + 2 -9 .000  + 1-10.000

100 = 114,58

Conclusión

Aritmética Geométrica Armónica Agregativa

1999 100,00 100,00 100,00 100,00

2000 117,55 117,13 116,71 117,20

2001 106,31 106,22 106,12 106,17
2002 114,27 114,04 113,81 114,58

Ejercicio 6.5. L o s  p r e c i o s  p r o m e d i o s  y  n i v e l e s  d e  d e m a n d a  d e  t r e s  e m p r e s a s  p a r a  

u n  d e t e r m i n a d o  s e r v i c i o  d u r a n t e  l o s  a ñ o s  2 0 0 8  y  2 0 1 0  f u e r o n  l o s  s i g u i e n t e s :

S í S S í i ^ E | g | § : | i l l S S 5 ® K J i S i S S

P r e c ió ^ :’
; y ̂  ?

Precio Demanda 
en m iles

E-I 600 80 650 83

E-II 750 75 775 95

E -m 620 92 630 110

a) O b t e n g a  l o s  í n d i c e s  d e  P a a s c h e ,  L a s p e y r e s ,  F i s h e r ,  D r o v i s c h - B o w l e y ,  E d g e -  

w o r t h - M a r s h a l l  y  W a l c h  c o n  b a s e  e n  e l  a ñ o  2 0 0 8 .

b) C a l c u l e  e l  i n c r e m e n t o  e n  c a d a  c a s o .
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Respuesta

—  ín d ic e  d e  p rec ios d e  Laspeyres.

X. 4-. •« a
* s ¿ J vx * *1 * C ,5 i ';

52.000

58.125

57.960

48.000

56.250

57.040

Suma 168.085 161.290

I P I Ü L  =  1 6 8 ,0 8 5  • 1 0 0  =*■ I P I ™ .  - 1 0 4 , 2 1 2 9
08 1 6 1 .2 9 0  08

V a r i a c i ó n  =  1 0 4 , 2 1 2 9 - 1 0 0  => V a r i a c i ó n  = 4 ,2 1 2 9 %

—  ín d ice  de p rec io s de P aasche.

m o ) - f í d « ) P(©8) ■ 6(08)

53.950 49.800

73.625 71.250

69.300 68.200

Suma 196.875 189.250

I P P ”  =  í 9 6 -8 7 5 - 1 0 0  => I P P "  = 1 0 4 ,0 2 9 1
0 1 8 9 .2 5 0  0

V a r i a c i ó n  =  1 0 4 ,0 2 9 1  - 1 0 0  V a r i a c i ó n  =  4 ,0 2 9 1 %

ín d ic e  d e  p rec io s d e  F ish er

I P F q s  -  V l 0 4 , 2 1 2 9 - 1 0 4 ,0 2 9 1  => I P F ™  -  1 0 4 ,1 2 0 9 4

V a r i a c i ó n  =  4 ,0 1 2 0 9 4 %
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—  ín d ice  d e  D rov isch-B ow ley

g o ^ o . m 2 1 ^ 1 0 4 , 0 2 9 1  ^  IP D B ^  = i  04 ,12099

Variación = 4 ,12099%

—  ín d ice  d e  E dgew orth -M arshall

105.950 97.800

131.750 127.500

127.260 125.240

Suma 364.960 350.540

I P E M ™  = — - - - • 100 =̂ > I P E M f ,  = 104,113645
350.540  08

Variación: 4 ,1136 %

—  Ind ice  d e  W alch

P(l®) • 0 (08 ) * 6(10) PÍ08) • 0 0 8 )  • 0 1 0 )

4.316.000 3.984.000

5.521.875 5.343.750

6.375.600 6.274.400

Suma 16.213.475 15.602.150

I P W ^  = - - 2 1 ? -415  • 100 => IPW™  = 103,91821
08 15 .602.150 08

Variación: 3,91821 %



NÚMEROS ÍNDICES 373

Ejercicio 6.6. E n  la sigu ien te  tab la  se  agrupan  los ingresos sem a n a les  p rom ed io  
en euros d e  tres em presas:

211,11

i B Q S ; C antidadrm >• u*

E-I 105,6 120 110,25 140 190,12 150
E -n 140,8 200 135,26 230 220,36 225
E -m 75,2 60 68,69 70 120,20 100

E n  base a  los da to s an teriores se  p id e  ca lcu lar:

A

a) In d ice  d e  p rec io s  d e  L aspeyres y  su  variación.

b) In d ice  de p rec io s  d e  P aasche y  su  variación.

c) In d ice  d e  p rec io s  d e  F isher y  su  variación.

d) C om probar s i se  cum ple  la  p ro p ied a d  de inversión tem pora l p a ra  cada  índice  
calculado.

Tom ando com o base e l a ño  2 009  y  com o año d e  estudio  e l año  2010 .

Respuesta

a ) ín d ic e  de L aspeyres. B ase  2009.

7*610) 0(09) S ® l | j í S B E í

26.616,80

50.682,80

8.414,00

15.435,00

31.109,80

4.808,30

Suma 85.713,60 51.353,10

IPL l¿  = 8 5 '713’6 - lo o  ¡PE™ = 166,91
09 51.353,1 09

Variación  = 166,91 - 1 0 0  => Variación  = 66,91 %
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b) ín d ic e  d e  P aasche. B ase  2009.

i*.*
l l i ü ü l

28.518.00

49.581.00

12.020.00

16.537.50

30.433.50 

6.869,00

Suma 90.119,00 53.840,00

09 53.840

Variación -  167,383 - 1 0 0

IPPtÍ°  = 167,383

Variación  = 67 ,383%

c) ín d ic e  d e  F isher. B ase  2009.

IPFq® = ^166 ,91*167 ,383  

Variación  = 167,1465 - 1 0 0

IPF™ = 167,1465 

Variación  = 67,1465%

d) Se cum ple la  p rop iedad  d e  inversión tem poral en  e l caso  que se verifique la  si
g u ien te  relación :

7 10 709
I Q9 . 7 10 _  j

100 100

P ara  h a lla r es ta  re lac ión  debem os ob ten er los correspondien tes índ ices d e  
L aspeyres, P aasche  y  F ish er co n  b ase  2010.

ín d ice  de L aspeyres. B ase  2010.

P(09) fí(lO)

16.537.50

30.433.50 

6.869,00

28.518.00

49.581.00

12.020.00

Suma 53.840,00 90.119,00
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os =  5 1 8 4 0  ^  ^9  = 59 432
i° 9 0 1 1 9  io

—  ín d ic e  d e  P aasche. B ase  2010

P(09) 0(09) /»(!()) ■ 0(09)

15.435,00 26.616,80

31.109,80 50.682,80

4.808,30 8.414,00

Suma 51.353,10 85.713,60

09 = 51.353,10 . 100 = 59 9124
10 85.713,6

—  ín d ic e  d e  F isher. B ase  2010

IPF™ = V 59,7432* 59,9124 = 59,82777

C on  estos resu ltados, y a  estam os en  condiciones d e  verificar la  p rop iedad  
d e  inversión  tem pora l p a ra  cada  índice.

—  Inversión  tem pora l p a ra  índ ice  d e  L aspeyres:

I P L l  IPL% _  166,9102742 59,7432284 Q nn7175S63 
100 100 100 100

P or lo  tan to  se  co n c lu y e  q u e  no  se verifica  e s ta  p ro p ied ad  para  e l ín 
d ice  d e  L aspeyres.

—  Inversión  tem pora l p ara  índ ice  d e  Paasche:

IP P *  W P S  167,3829866 59,9124293 x 002o32135
100 100 100 100

P or lo  tanto  se concluye q ue no  se verifica esta propiedad para  e l índice d e  Paasche.
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—  Inversión  tem poral p a ra  índ ice  d e  F isher:

1PF™ 1 P F 167,1464633 59,82776903 1 
100 100 ~  100 100

E l índ ice  d e  F ish er siem pre sa tisface la  inversión  tem poral. E s te  es un  
ejem plo  donde  se p u ed e  verificar e s ta  p rop iedad .

 ^ ---------

Ejercicio 6.7. C alcu le  los sigu ien tes índ ices d e  p rec io s  p a ra  lo s  a rtícu lo s  d e ta 
llados en  la  tabla:

a) A grega tivo  Sim ple.

b) Laspeyres.

c) Paasche.

d) Fisher.

e) D rovisch-B ow ley.

f) E dgew orth -M arsha ll.

g) W alch.

P ara  ello , u tilice  com o  año  base  1999.

A rtículos
SSill5111IIM5líí!!IS

Euros Cantidad Euros Cantidad

Leche 1,3 1.500 1,1 1.050

Yogurt 2 1.300 1,7 2.000
Manteca 3 300 3,5 300

Queso 4 500 5,2 400

Respuesta

a ) A gregativo  S im ple

l l l l t i í f í

1,3 1,1
2 1,7
3 3,5
4 5,2

Suma 10,30 11,50
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11,5

b) ín d ice  d e  L aspeyres

* £  = — ?■ 100 = 89,5652

P(02) 0 (9 9 )

1.365,00 1.155,00

4.000,00 3.400,00

900,00 1.050,00

1.600,00 2.080,00

Sum a 7.865,00 7.685,00

m 7.865
99 = 7 6 8 5 '100 = 102,34

c) ín d ice  d e  P aasche

P (0 2 ) 0 (0 2 ) | | Í | | g ¡ ^ ^ I I

1.950,00 1.650,00

2.600,00 2.210,00

900,00 1.050,00

2.000,00 2.600,00

Sum a 7.450,00 7.510,00

m 7.450 
^  7 5 1 0 '100 = 99,2010

d ) ín d ic e  de F ish er

IP F g  = a/102, 3422-99,201 = 100,7594

e) ín d ic e  d e  D rov isch-B ow ley

102322 + 9*2010 = ,0 0 , 7 7 1 6 5
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f )  ín d ic e  d e  E dgew orth -M arshall

/>(»2) • [0(99) + 0(02)] /*(99)-10(99) +fi(02)l

331.500 280.500

660.000 561.000

180.000 210.000

360.000 468.000

Suma 1.531.500 1.519.500

IP E M tl = -1- - 3— ° ° . • 100 = 100,7897 
99 1.519.500

g ) ín d ic e  d e  W alch

f 'Hl ’ i ■ ( J i W i • / ' i W»  • 0 « ' » .  ■

2.047.500 1.732.500
5.200.000 4.420.000

270.000 315.000
800.000 1.040.000

Suma 8.317.500 7.507.500

IP W  f  = 8 3 17-500 -100 => I P W g  = 110,7892
99 7.507.500

 ^ ---------

Ejercicio 6.8. A  con tinuación  se de ta llan  los costes d e  cu ltivo  en  los que ha  incu
rrido una determ inada em presa agrícola. Se deta llan  las hectáreas cultivadas y  las d i
versas espec ies agríco las:
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l\s |uvics

2007

fu s te  lia . U'M llllli'S.1

2IHIS

t'u-íh Ha. (<•11 lllllis)

200')

to s te l ! ; ! . . 'd i  niile*.)

Trigo 80 6 106 10 115 13

Cebada 90 10 100 9 106 10
Avena 105 13,5 116 12 125 15

Centeno 72 8,6 80 5 82 7
Tomate 115 15,9 112 16 120 19
Pimiento 95 18,2 91 9 98 11
Judías verdes 100 9,25 100 8,5 112 10,6

Lechugas 86 9,68 85,6 13 90,5 15
Alcachofa 104 7,2 116 7 119 10

Coliflor 89 5 91 6 105 8

C alcu le  e l índice d e  coste  (Laspeyres) p a ra  e l a ñ o  2 009  con  base 2 0 0 8  y  e l ín d i
ce  ca n tid a d  (P aasche) d e  hec táreas cu ltivadas p a ra  e l año  2 0 0 9  con  b a se  2007.

R e sp u e s ta

P ara  reso lver e l e jerc ic io  u tilizarem os e l esquem a de p rec io -can tidad  v isto  en  los 
puntos anteriores. P ara  e llo  considerarem os al coste com o el p rec io  y al núm ero  de d e  
h ec táreas com o la  can tidad .

S um as p a ra  e l ín d ice  de p rec io s d e  L aspeyres

S g lfS ilis lf! nO 8 )-0 (O 8 )

1.150,00 1.060,00
954,00 900,00

1.500,00 1.392,00
410,00 400,00

1.920,00 1.792,00
882,00 819,00
952,00 850,00

1.176,50 1.112,80
833,00 812,00
630,00 546,00

Suma 10.407,50 9.683,80
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ín d ic e  d e  p rec io s d e  L aspeyres:

IP L Z  = 1 0 M 1 ’5 0 - 100 = 107,47 
08 9.683,8

S um as p a ra  e l índ ice  d e  can tidades d e  P aasche

■í ^sirñnx-'
t  S ~ y r »

1.495.00
1.060.00
1.875.00

574.00
2.280.00
1.078.00 
1.187,20 
1.357,50
1.190.00

840.00

** i *

690.00 
1.060,00 
1.687,50

705,20
1.908.00 
1.783,60
1.036.00 

876,04 
856,80
525.00

Suma 12.936,70 11.128,14

ín d ic e  d e  can tidades d e  Paasche

I Q P o i  -  Á  • 1 0 0  = > I Q P o7  ~ r - 7 - 1 0 0 ^  IQ P ¡¡1 = 116,2521

Ejercicio 6.9. Para un conjunto  de servicios que brinda una empresa, se  tienen dos  
series  d e  núm eros índ ices d e  p rec io s  d e  L aspeyres con  d is tin ta s  bases.

H a lle  e l coeficiente d e  en lace y  rea lice e l en lace correspondiente, tom ando com o  
b ase  e l año  1998.

í t í S a s e  2 9 9 8 t 'í

1995 113
1996 120
1997 114
1998 109 100
1999 115
2000 118
2001 117
2002 120
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Respuesta

E l coefic ien te  d e  en lace  es:

/¡gas = ^988 = 12^  = o 9174
1998 /,1998 1 09 ’

E l en lace  resu lta  d e  los sigu ien tes cálculos:

I¡¡ =  I¡¡ • ^  - 113 ■ 0,9174 = 103,6662
•̂ 88

I ¡ ¡  =  120 -0,9174 = 110,09 

/ ” «114 -0,9174 = 104,59 

I ¡ ¡ =  109 -0,9174 = 100

E l nuevo  con jun to  d e  índ ices actua lizados a  la  n ueva base  es, p o r tanto :

Años liase 1998

1995 103,67

1996 110,09

1997 104,59

1998 100

1999 115

2000 118
2001 117

2002 120

Ejercicio 6.10. E n  l a  s i g u i e n t e  s e r i e  d e  n ú m e r o s  í n d i c e ,  e f e c t ú e  u n  c a m b i o  d e  b a s e  

d e s d e  2 0 0 6  a  2 0 0 8 .

Años ín d ices hase 2006

2006 100

2007 117,6

2008 135,6

2009 154,3

2010 210,5
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Respuesta

E l coefic ien te  d e  transfo rm ac ión  es:

i 2Z Í  = -  0,7375
2008 135,6

E l cam b io  d e  b ase  se e fec tú a  d e  la  sigu ien te m anera:

í  -  -C  ■ 0,7375 = 100* 0,7375 = 73,75 

4 7 = 117,6-0,7375 = 86,73 

/ 0°®= 135,6-0,7375 = 100 

c  =154,3-0,7375 = 113,796 

=210,5-0 ,7375 = 155,24

El resu ltado  de l cam bio  d e  base  es , p o r  tanto:

ü l l l l f
2006 73,75
2007 86,73
2008 100
2009 113,79
2010 155,24



Capítulo 7 

SERIES TEMPORALES

7.1. INTRODUCCIÓN

U na serie tem poral, tam bién  llam ada serie cronológica o  h istórica, se define se de
fine com o u n a  su cesió n  de observaciones de u n a  variable e n  d is tin to s  m o m en to s  del 
tiem p o ;  hab itua lm en te  estas observaciones se  p resen tan  en  in te rv a lo s  re g u la res  de  
tie m p o  y  o rden a d a s c ro n o ló g ica m en te .

L a  serie  tem poral p u ed e  es ta r generada co n  datos con tinuos o d iscre tos, flu jo s  o 
s tocks” , valorados en  un idades m onetarias o  en  m agn itudes fís icas, con  period icidad  
diaria, sem anal, m ensual, trim estral, anual, b ianual, etc. p e ro  lo  que caracteriza a  la  se
rie  tem pora l es la  p rese n c ia  de u n a  re fe ren c ia  c ro n o ló g ica  co n c re ta  y  determ inada.

E l análisis es tad ístico  d e  series tem porales se u tiliza ac tua lm en te  en  m últip les ra 
m as d e  la  c ien c ia  (m edicina , física, ingen iería , m e teoro log ía , e tc .), y  m uy esp ec ia l
m en te , en  econom ía.

E ste  an á lis is  tiene com o objetivo  p rinc ipa l la  p red icc ió n  de com portam ien tos fu
turos de la  variable en  función  del com portam iento  pasado  d e  la  m ism a (serie). S e  tra
ta , en  consecuencia, d e  ana lizar la  serie con  e l fin  de ex traer regularidades o patrones 
de  com portam ien to  q u e  se h ay an  p roducido  en  e l p asado  y  que e n  co n secu en cia  se 
p u ed a  p reverse q u e  se v an  a  rep ro d u c ir en  e l futuro.

E l es tud io  estad ístico  d e  la s  series tem porales se  h a  llevado a  cabo h is tó rica 
m en te  m ed ian te  tres en foques d iferen tes p e ro  re lacionados en tre  sí:

—  E l denom inado  « tratam iento  o  m odelado clásico d e  series tem porales», q u e  se 
b a sa  en  la  d escom posic ión  d e  la  serie  en  los d iversos com ponen tes q u e  estu 
d iarem os m ás tarde: la  tendencia, las variaciones estacionales y  los ciclos. Su 
en foque  es em inen tem en te  descrip tivo  o  d e  p red icc ió n  a  co rto  plazo.

11 Son datos flujo datos generados en un período determinado de tiempo: un día, un mes, un año, 
etc., y datos stock los referidos a una fecha determinada: 31 de diciembre de cada año.

Un ejemplo de datos flujos son las ventas de una empresa, ya que tendrán un valor si se toma al cabo 
de un día, una semana, un mes 6  un año; sin embargo, el valor de las acciones en la bolsa solo puede ser re
gistrado a una fecha determinada por ejemplo a 31 de diciembre. Nótese que con datos stock también se 
puede tomar una serie diaria, semanal, mensual o anual, lo que dependerá de la frecuencia con la que re
gistremos el dato, si lo hacemos cuando cierra la jomada de la bolsa generaremos una serie diaria, si lo ha
cemos únicamente un día determinado de la semana estaremos generando una serie semanal, si fuera a de
terminada fecha de cada mes, una mensual o si lo hacemos al finalizar el año, una serie anual.
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—  L os m odelos A R IM A , tam bién  conocidos com o m odelos B ox-Jenkins, en  h o 
n o r a  sus c reado res52. A dem ás d e  la  descom posic ión  d e  la  serie , com o m o d e
los q u e  son, se  o rien tan  a  la  p red icción , siendo  n ecesario  en  es te  caso  un  n ú 
m ero  m ín im o d e  observaciones (en tre  60  a  100 según los au to res) y, en  todo  
caso , d icho  núm ero  tam b ién  dependerá  d e  la  com ple jidad  de l m o d e lo  g en e
rado.

—  E l denom inado  análisis espectra l. S e cen tra especialm ente en  e l análisis d e  la  
com ponen te  estac ional, u tilizando  p ara  e llo  los denom inados arm ón icos de 
frecuencia , q u e  son  funciones que dependen  de l tiem po  expresadas en  fo rm a 
de  senos y cosenos.

E n  este  lib ro  só lo  abordarem os e l p rim ero  de estos enfoques; e l alum no  in teresa
do  en  p ro fund izar sob re  e s ta  m a teria  p u ed e  estud iar otros m anuales espec ia lizados13.

7.2. REPRESENTACIÓN GRÁFICA

L a  represen tación  gráfica d e  las series es bastante sim ple; en  la  m ás habitual se in 
d ica  e n  e l e je  ca rtesiano  d e  abscisas los datos tem porales (años, tr im estres, m eses, 
d ías, e tc .) y  en  e l d e  o rdenadas los datos d e  la  variable.

U n  ejem plo  tip o  es e l siguiente:

Gráfico 7.1.

12 G.E.P. Box, profesor de Estadística de la Universidad de Wisconsin, y G.M. Jenkins, profesor de In
geniería de Sistemas de la Universidad de Lancaster, publicaron en 1976 su trabajo Time Seríes Analysis: 
Forecasting and Control, que dio origen a este nuevo enfoque muy utilizado en los años 80 y 9 0  en los más 
diversos campos de la predicción temporal.

13 Puede verse, por ejemplo, Uriel, E. (1 99 5). Análisis de Datos: Seríes Temporales y Análisis de la 
Varianza. AC, Madrid o Gujarati, Damodar N. (1 99 7 ). Econometría. Tercera Edición. McGrawHill.
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El p rim er paso  ob ligatorio  p a ra  ana lizar u n a  serie tem poral es presen tar un  gráfi
co de la  evolución  de la  variable a  lo  largo de l tiem po p a ra  tratar d e  encon trar v isu a l
m en te algún  patrón  o regularidad.

7.3. COMPONENTES DE UNA SERIE TEMPORAL

E l análisis o m odelado tradicional de una serie tem poral se  basa  e n  considerar que 
la  m ism a  p u ed e  d iv id irse  en  cua tro  com ponen tes d iferenciadas, llam adas tendencia  
(:T), fluctuación  cíc lica  (C ), variación  estac ional (5) y  m ov im ien tos irregu lares (7).

L a  tendencia d e  u n a  serie tem poral es e l com ponente que ind ica la  d irección en  la 
q u e  se m ueve la  serie  en  e l largo  plazo.

L a  estacionalidad recoge las oscilaciones a  corto  p lazo , en tend iendo  com o tales 
aquellas cuya duración es igual o in ferior a  un  año; la  estacionalidad se produce p o r el 
efecto  de algún  periodo  d e  tiem po q u e  influye e n  la  serie (estaciones del año, d ías de 
la  sem ana, etc.); las razones de la  estacionalidad son de tipo  físico-natural (tiem po m e
teo ro lóg ico , c ic los b io lóg icos, e tc .) o  d e  tip o  in stituc ional (vacaciones esco lares, 
fiestas, ho rarios com ercia les, etc.).

E l factor cíclico reco g e  las oscilaciones d e  ca rácter p eriód ico , p e ro  no  regular, y 
a  m ed io  p lazo; se  considera  que e l periodo  d e  ca d a  c ic lo  siem pre e s  superior a l año; 
este  com ponen te  es frecuen te  encon trarlo  en  las series económ icas y  se debe a  los 
cam bios en  la  ac tiv idad  económ ica.

L as fluctuaciones irregulares se p roducen  con  m otivo  de u n  acontecim iento  
especial y  ocasional concreto ; u n a  v ez  extraídos los anterio res com ponentes (tenden 
cia, e s tac ionalidad  y ciclo) suele q u ed a r este  com ponen te  derivado  d e  m ovim ientos 
irregulares, ocasionales o  aleatorios.

S i tom am os com o ejem plo  u n a  serie m ensual con la  evolución  de l núm ero d e  tu
ristas en  u n a  determ inada ciudad , tendrem os p robab lem en te  variaciones estacionales 
(m eses d e  verano, invierno, etc.), cíclicas (períodos de crisis) o irregulares (con m otivo 
de un  acontecim iento  especial y  ocasional concreto), a isladas todas ellas, la  tendencia 
nos d irá  s í  a  la rgo  p lazo  e l turism o de la  ciudad  está  estabilizado, crece  o d ism inuye a 
un  determ inado  ritm o.

L a  aso c iac ió n  d e  las cuatro  com ponen tes e n  la  se rie  tem pora l (Y) d an  co m o  re
su ltado  e l dato  observado; esta  asociación  d e  com ponen tes puede ser:

Aditiva: y  = T  + C  + S  + I

E n  es te  caso  e l valo r d e  la  serie  en  cada  instan te  es igua l a  la  sum a co rrespon
d ien te  a  los cua tro  com ponentes.

Multiplicativa: y  =  T  • C  • S  • /

E n  es te  caso  e l valo r d e  la  serie  en  cada  instan te  es igua l a l p roducto  co rrespon 
d ien te a  los cua tro  com ponentes.

L a  razó n  d e  u tiliza r u n a  d e  estas dos h ipó tesis , en  lu g a r  de o tras m ás com plejas, 
rad ica  fundam en talm en te  en  la  sencillez  y  en  la  opera tiv idad  de las m ism as.
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T am bién p uede suponerse u n  e s q u e m a  m ix to , com o com binac ión  d e  am bas, por 
ejem plo : y  - T  ■ C  • S  + 1, y  = T -  C  + S  + I ,  etc.

P o r o tra  p arte , es n ecesario  señ a la r q u e  en  u n a  serie  concre ta  n o  tienen  p o r  qué 
darse  los cua tro  com ponen tes. D e  hecho , u n a  serie  co n  p erio d ic id ad  anual carece de 
estacionalidad .

7.4. CÁLCULO Y ANÁLISIS DE LA TENDENCIA

L a  tendenc ia  es la  com ponen te  de la  serie tem poral que rep resen ta  la  evolución a  
largo  p lazo  d e  la  m ism a. L a  tendencia se asocia a l m ovim iento  un iform e o regular ob
servado  en  la  serie  d u ran te  u n  p eríodo  d e  tiem po  extenso.

L a  tendencia  es  la  in fo rm ac ión  m ás relevante d e  la  serie  tem pora l y a  q u e  es el 
com ponen te  fu n d a m e n ta l p a ra  rea lizar p red icc io n es  sobre e l com portam ien to  futuro 
d e  la  serie.

Los m edios m ás utilizados pa ra  detectar y elim inar la  tendencia d e  u n a  serie se ba
san  en  la  ap licac ión  d e  filtros a  los datos. Un fil tro  no  es m ás que una  fu n c ió n  m a te
m á tica  q u e  ap licada  a  los va lores d e  la  serie  p ro d u ce  una nueva  se r ie  con  unas ca
rac terísticas determ inadas. E n tre  esos filtros encon tram os las m ed ias m óviles.

L os m étodos c lásicos d e  análisis d e  la  tendencia  son  tres: lo s sem iprom edios, los 
ajustes d e  u n a  función  p o r  m ín im os cuad rados y  e l m étodo  d e  los p ro m ed io s (o m e
d ias) m óviles.

E l m étodo d e  los sem iprom edios sólo es válido p ara  los ajustes d e  tipo lineal. Res
pec to  a  los ajustes p o r m ín im os cuadrados, las funciones d e  tiem po  h an  d e  se r con ti
nuas y  d iferenc iab les; la s  funciones d e  ten d en c ia  m ás u tilizadas son:

—  L ineal.
—  Polinóm ica.
—  E xponencial.
—  M odelo  au torregresivo.
—  F un ció n  log ística.
—  C urva d e  G om pertz .
—  M odelo  logarítm ico  rec íp roco .

7.4.1. Cálculo de la tendencia por el método de los semipromedios

E l m étodo  d e  los sem iprom edios e s  la  fo r m a  m ás ráp ida  d e  estim ar una  línea  de  
tendencia  recta. E l m étodo  requ ie re  d iv id ir la  serie d e  datos en  dos m itades y  calcular 
e l p rom edio  d e  ca d a  m itad  q u e  se cen tra  e n  e l pun to  m ed io . L a  rec ta  que u n a  am bas 
m ed ias (o  sem iprom edios) se ría  la  l ín e a  d e  ten d en c ia  estim ada.

E je m p lo  7 .1 . U tilizando  la  serie  c ro n o ló g ica  d e l co s te  labo ra l p o r  trab a jad o r en  E s
paña , rea liza r u n  a juste  d e  u n a  ten d en c ia  b asad a  en  e l m étodo  d e  sem iprom edios:
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E volución del coste total por trabajador (euros) 
en E spaña, periodo 2005-2008

t p a S P R i » ü i S g l
2005 1 2.063,93
2005 2 2.141,24
2005 3 2.055,75
2005 4 2.251,93
2006 1 2.154,32
2006 2 2.254,38
2006 3 2.152,88
2006 4 2.358,85
2007 1 2.239,53
2007 2 2.339,64
2007 3 2.242,03
2007 4 2.459,71
2008 1 2.342,28
2008 2 2.451,40
2008 3 2.350,17
2008 4 2.583,82

Fuente: Encuesta Trimestral de Coste Laboral. ENE

D ividim os la  serie  en  dos m itades, cada  una d e  8 trim estres y  calcu lam os los p ro 
m ed ios d e  cada  m itad .

.. 2 .063,93  +  2.141,24 + 2 .055 ,75  + 2.251,93 + 2 .1 5 4 ,3 2  + 2 .254 ,38  + 2 .152 ,88  + 2.358,85
P rom edio  = ----------:------------------:----------------------------------------------------- :-------------=--------------------:--------------------------*2 .1 7 9 ,1 6

2 .239 ,53  + 2 .339 ,64  + 2.242,03  + 2.459,71 + 2 .342 ,28  + 2.451,40 + 2.350,17 + 2.583,82  
P rom edio  = ---------------------------------------------------------------------------  = 2.376,07

E l p rim er sem ip rom ed io  se cen tra  en tre  e l cu arto  trim estre  de 2005  y  e l p rim ero  
de 2006  y  e l segundo  en tre  e l cuarto  d e  2007  y e l p rim ero  d e  2008.

L a  tendenc ia  se ob tiene ca lcu lando  u n a  lín ea  recta:

y t -  a  + b x t

D onde los valores d e  x t se  elaboran  a  partir d e  u n a  sucesión  d e  puntuaciones c o n 
secutivas, que van desde un  m ín im o 1 en  el p rim er trim estre d e  2005 h as ta  un  m áxim o 
de 16 e n  e l cuarto  d e  2008; e l coefic ien te  de la  pend ien te  d e  la  rec ta  b  rep resen taría  
p o r tan to  e l increm en to  trim estra l d e  la  tendencia, d ispon iendo  p ara  es tim ar los p a rá 
m etros a  y  b  d e  los pun tos co rrespond ien tes a  los sem iprom edios, es decir:

*r =  4 ,5  y =  2 .179 ,16
jc( = 1 2 ,5  y  = 2 3 1 6 ,0 1
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E l coeficien te  b  se  ca lcu la  a  p a rtir  d e  los dos sem iprom edios de l s igu ien te modo:

2 .3 7 6 ,0 7 -2 .1 7 9 ,1 6  ^
b  =  -------------------------------- -  24,61

8

E stim ando, p o r tanto, un  increm ento  m edio  del coste laboral d e  24,61 euros a l tri
m estre. E l valor d e  a  se  puede ob tener considerando cualquiera d e  am bos puntos; con
siderando  e l p rim er sem iprom edio :

a  = 2 .179 ,16  -  4 ,5  - 24,61 =  2 .068 ,40

S i consideram os e l segundo:

a = 2 .376 ,07  -  12,5 • 24,61 =  2 .068 ,40

S iendo  p o r tan to  la  ecuac ión  d e  tendencia:

y t = 2 .068 ,40  +  2 4 ,6 l x ¡ c o n x ^  1, 2 , . . . ,  16

S e m u estra  en  la  sigu ien te tab la  la  lín ea  de ten d en c ia  calcu lada.

¡Trim estre S e rié  Ó^igiñálEuTos j f r i | d f n g á » j s :

2005 2.063,93 i 2.093,01
2005 2 2.141,24 2 2.117,62
2005 3 2.055,75 3 2.142,24
2005 4 2.251,93 4 2.166,85
2006 1 2.154,32 5 2.191,47
2006 2 2.254,38 6 2.216,08
2006 3 2.152,88 7 2.240,70
2006 4 2.358,85 8 2.265,31
2007 2.239,53 9 2.289,92
2007 2 2.339,64 10 2.314,54
2007 3 2.242,03 11 2.339,15
2007 4 2.459,71 12 2.363,77
2008 1 2.342,28 13 2.388,38
2008 2 2.451,40 14 2.412,99
2008 3 2.350,17 15 2.437,61
2008 4 2.583,82 16 2.462,22

R epresen tam os a  con tinuación  g ráficam en te  la  serie  o rig ina l y la  lín e a  de te n 
denc ia  obtenida:
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7.4.2. Cálculo de la tendencia por el método de los mínimos 
cuadrados

E l m étodo  d e  m ín im os cuadrados es e l q ue m ás se utiliza p a ra  a justar tendencias. 
E ste  m étodo  y a  fu e  exp licado  en  los ep íg rafes 5.8 a  5 .11, p o r  lo  q u e  n o  nos ex ten d e
rem os nuevam ente  sobre e l m ism o.

7.4.3. Cálculo de la tendencia por el método de las Medias Móviles

Si querem os calcular tendencias sin  tener que ajustam os a  una función  p revia, de
bem os u tilizar la  té cn ica  de las m ed ia s  m óviles. U na  m ed ia  m óvil e s  u n  p rom ed io  de 
un  núm ero  determ inado  d e  datos, u  orden de la media móvil, que se  im puta siem pre 
a  la  fecha central si se elige un  núm ero  im par d e  datos; s í e l núm ero  es par, lo  m ás co
rrecto  es im putarlo  a  la  p rim era  referenc ia de la s  dos fechas centrales. L a  ven ta ja  que 
tiene  la  m ed ia  m ó vil es la  fle x ib ilid a d  y  la  fa c ilid a d  d e  cálculo .

F ren te  a  estas ven ta jas tiene, s in  em bargo , dos inconvenien tes a  tener en  cuenta:

—  La pérdida de información; uno  d e  los p rin c ip a les  inconven ien tes d e  la 
m ed ia  m óvil es que se p ierde in form ación  de la  tendencia en  los ejercicios in i
c ia l y fina l (en  e l caso  d e  m ed ia  m ó v il con  period ic idad  d e  tres té rm inos se 
h an  perd ido  dos datos, e l p rim ero  y e l ú ltim o, p e ro  en  e l ca so  de m ed ias m ó
v iles co n  m ay o r period ic idad  perderíam os m ás in fo rm ación).

— La decisión, que es relativamente arbitraria, del número de periodos 
utilizados para calcularla y  la variabilidad que ello conlleva, y a  que los da-
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tos obtenidos con una m ed ia  m óvil d e  3 períodos son  bastan te d iferentes de la 
m ed ia  p a ra  la  m ism a serie  pero  co n  5 períodos de cálculo.

E je m p lo  7 .2 . A justa r u n a  ten d en c ia  p o r  e l m étodo  d e  las m ed ias m óv iles a  la  serie 
co rrespond ien te  a l n úm ero  d e  v isados d e  d irección  d e  obra, o b ra  nueva, d e  viviendas 
p o r  m eses en  E sp añ a  du ran te  e l p e rio d o  2 006  a  2009.

A justarem os dos lín eas  d e  tendencia , u n a  d e  o rden  3 (3 m eses) y  o tra  d e  o rden  9 
(9 m eses). L os resu ltados son  los siguientes:

m m m ? Urden 3 í
2006 Enero 17.056
2006 Febrero 19.097 18.772
2006 Marzo 20.163 18.062
2006 Abril 14.925 18.081
2006 Mayo 19.155 17.810 18.870
2006 Junio 19.351 19.387 18.615
2006 Julio 19.654 17.831 17.980
2006 Agosto 14.487 20.029 17.048
2006 Septiembre 25.945 18.398 16.765
2006 Octubre 14.761 18.028 16.089
2006 Noviembre 13.378 13.306 16.071
2006 Diciembre 11.780 12.510 15.051
2007 Enero 12.373 12.409 14.820
2007 Febrero 13.075 14.879 13.244
2007 Marzo 19.189 14.245 12.997
2007 Abril 10.470 14.023 12.358
2007 Mayo 12.409 11.548 12.090
2007 Junio 11.764 12.235 11.833
2007 Julio 12.532 10.642 11.403
2007 Agosto 7.630 9.842 10.114
2007 Septiembre 9.365 9.018 9.779
2007 i Octubre 10.060 9.543 9.204
2007 Noviembre 9.205 8.951 8.625
2007 Diciembre 7.587 8.083 8.163
2008 Enero 7.456 7.428 7.994
2008 Febrero 7.241 7.083 7.588
2008 Marzo 6.551 7.387 7.099
2008 Abril 8.369 7.009 6.388
2008 Mayo 6.108 6.729 6.022
2008 Junio 5.711 5.828 5.702
2008 1 Julio 5.665 4.727 5.329
2008 Agosto 2.805 4.255 4.960
2008 Septiembre 4.294 3.892 4.338
2008 Octubre 4.576 4.250 3.979
2008 Noviembre 3.880 3.897 3.692
2008 Diciembre 3.236 3.294 3.397

(Continúa)
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(Continúa)

Año M edia m óvil orden 3 M edia m óvil orden 9

2009 Enero 2.765 2.960 3.387
2009 Febrero 2.880 2.924 3.205
2009 Marzo 3.127 3.005 3.038
2009 Abril 3.008 2.951 2.799
2009 Mayo 2.719 2.792 2.694
2009 Junio 2.650 2.817 2.676
2009 Julio 3.081 2.485 2.625
2009 Agosto 1.725 2.367 2.534
2009 Septiembre 2.294 2.206
2009 Octubre 2.599 2.439
2009 Noviembre 2.425 2.442
2009 Diciembre 2.303

F u e n t e : Ministerio d e  Fomento.

L a  rep resen tac ión  g ráfica  d e  los datos orig inales y  las m edias m óv iles calcu ladas 
sería  la  siguiente.

Visados de dirección de obra. Obra nueva. Años 2006-2009

C om o p u ed e  observarse  en  e l gráfico , a  m ed id a  que aum entam os e l o rden  d e  la  
m ed ia  m óvil, irem os ob ten iendo  u n a  tendencia  m ás c lara  (o  m ás suavizada), p e ro  en 
contraposición aum entam os la  pérd ida  d e  inform ación; dos m eses en  e l caso de la  m e
d ia  m óvil de o rden  tres, u n o  a l p rincip io  y  otro  a l final, y 8 m eses e n  la  de o rden  n u e
ve, cu a tro  al p rin c ip io  y  cua tro  a l final.
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7.5. ANÁLISIS DE LAS VARIACIONES ESTACIONALES

E ntendem os por variaciones estacionales los ciclos regulares d e  duración inferior 
al año. L as variaciones o  c ic los estac ionales son  m uy  frecuentes en  las series tem po
rales sea cual sea su naturaleza, pueden  presen tar un  esquem a horario , diario , sem anal, 
m ensual, trim estra l o  inc lu so  sem estra l, n o  siendo  n ecesario  que tengan alguna  re la
c ión  con  las estac iones del año. L o  verdaderam ente  im portan te  d e  los c ic los estac io 
nales es su tem poralidad  o repetición  regular. P recisam ente la  p rác tica  to ta lidad  de las 
series que tienen  com o referenc ia  a l sector tu rístico  se ven  fuertem en te  afectadas por 
los ciclos estacionales (afluencia de turistas, gasto turístico , clientes d e  u n a  agencia de 
v ia jes, etc.).

E l p roced im ien to  d e  d esco n ta r los efectos q u e  p rovoca la  ex is tenc ia  d e  u n  ciclo  
estacional se  llam a d esesta c io n a liza c ió n . E x is ten  d iferen tes p roced im ien to s p ara  re 
a lizar u n  a juste  es tac ional e n  las series tem porales cu y a  so luc ión  req u ie re  d e  u n  cá l
cu lo  m atem ático  rela tivam ente com plejo , aq u í ú n icam en te  estud iarem os los dos p ro 
cedim ientos de desestacionalización m ás sencillos: e l m étodo del porcen taje  p rom edio  
y e l m étodo  del po rcen ta je  p rom ed io  m óvil.

C on ca rác ter p rev io  conviene, n o  obstan te , ap lica r un  te s t p ara  d e term inar si una 
serie tem poral p resen ta variaciones estacionales de relevancia; p ara  e llo  se u tilizan  a l
gunas herram ien tas cuyo  deta lle  no  verem os en  este  tex to  (análisis d e  la  varianza del 
com ponen te  es tac ional d e  la  serie  y  e l es tad ístico  denom inado  F  d e  Snedecor, cuyo  
valor, com parado con e l denom inado valor crítico, nos perm ite determ inar si tiene sig
n ificación  e l fac to r tem poral p ara  exp licar la  v arianza d e  la  serie; si e l te s t n os resu lta  
positivo  in d icaría  q u e  los m ovim ien tos estacionales d e  la  serie  son  lo  su ficien tem en
te  determ inantes com o p ara  p roceder a  su desestacionalización posterior, m ientras que 
en  caso  con trario  debem os d esp rec ia r e l com ponen te  estacional.

L os cálcu los m anuales p a ra  llevar a  cabo  este  tipo  de análisis suelen  se r com ple
jo s  y ex igen  la  d ispon ib ilidad  d e  u n a  tab la  es tad ís tica  p ara  la  c itad a  F  d e  Snedecor, 
deb iendo  acud irse n o rm alm en te  a  p ro g ram as in fo rm áticos com o la  H o ja  d e  C álcu lo  
E X C E L , e l S PSS, etc.

7.5.1. Cálculo de la variación estacional por el método del porcentaje 
promedio

El m étodo  del porcen taje  p rom edio  es u n  p rocedim iento  ráp ido  y sim ple para e la
b o ra r un  índ ice  estac ional, q u e  perm ite  v a lo ra r y  v isua lizar m ejo r  e l g rad o  d e  esta - 
c ionalidad  d e  d icha  serie . E l índ ice  es tac ional se  supone de ca rácter m ultip licativo .

S e p rocede de la  s ig u ien te  form a:

—  S e ob tien en  los p rom ed ios anuales.
—  S e ob tienen  los p o rcen ta jes  d e  las cifras m ensuales en  re lac ión  a l p rom ed io  

anual.
—  S e e lab o ra  un  índ ice  es tac ional p a ra  cada  m es, con  e l p rom ed io  d e  las can ti

dades ob ten idas en  e l paso  anterior.



SERIES TEMPORALES 393

Ejemplo 7.3. E lab o ra r u n  índ ice  d e  es tac io n alid ad  p o r  e l m étodo  de l po rcen ta je  
p rom ed io  p ara  la  sigu ien te  serie tem poral, co rrespond ien te  al vo lum en  de ex p o rta
ciones españo las du ran te  e l periodo  2 002  a  2 009  y  d esestac ionalizar la  serie.

Vo lum en  de  exportaciones españolas (m illones de euros). Años 2002-2009

2002 2003 2004 2005 2006 2007 200$ 2009

Enero 10 .139,2 10.319,9 10.698,8 10.904,6 12.753,0 13.968,5 14.928,3 11 .092,4

Febrero 10.802,2 11.211,9 11.528,1 12.141,3 13.992,1 14.859,7 16 .621,4 12 .4 00 ,6

Marzo 11.061,1 12.249,8 13.079,6 12.884,6 15.449,7 16.301,8 15.881,6 13 .714,2

Abril 11.409,6 12.273,5 12.361,0 13.405,2 13.161,2 14.399,1 17.963,8 13.192,1

Mayo 11.151,1 12.356,6 12.702,3 13.307,2 15.471,5 16.018,8 16.621,3 12 .893,4

Junio 10.700,4 11.679,9 13.084,4 13.581,1 15.192,1 16.109,7 15 .464,0 13 .895,9

Julio 11 .159,6 11.430,9 12.880,6 12.799,6 13.596,9 15.321,8 17.188,9 14 .474,7

Agosto 8 .77 7,3 8 .26 8 ,2 8.891 ,0 9.92 0 ,4 11.264,4 12.125,7 12.121,8 10.072,3

Septiembre 10.520,8 11.707,8 12.103,0 13.516,0 14.092,5 14.903,1 17 .290,4 13.871,1

Octubre 12.610,3 13.068,7 13.002,1 13.215,8 15.263,5 16.706,6 16.671,5 1 4 .918,2

Noviembre 11.863,9 11.674,8 13.779,2 14.592,6 15.096,8 16.568,1 14.288,9 14 .067,7

Diciembre 10.618,5 11.573,1 12.350,2 13.290,6 14.538,1 14.195,6 13.142,3 13.663,5

F u e n t e : Boletín Mensual de Estadística INE.

L os to ta les y p rom ed ios anuales serían:

2002 2003 2004 2005 2006 2007 200$ 2009

Total 130.814,1 137.815,3 146.460 ,4 153.559,0 169.871,9 181.478,5 188.184,3 158.254 ,3

Media 10.901,2 11.484,6 12.205,0 12.796,6 14.156,0 15.123,2 15.682,0 13.187,9

S e m uestra  en  la  sigu ien te tab la  los porcen tajes de ca d a  m es co n  respecto  a l p ro 
m ed io  anual. A sí, p a ra  e l m es 1 (enero  d e  2002), operam os d e  la  sigu ien te  form a:

10 139 2
P rom edioene2002 =  — -  93,01e n e 2002

y  as í su cesiv am en te ,...,

Prom edio , m9  = = 103,59
dic 2009 1 3 > 1 8 7 ? 9

O bteniendo e l índice estacional com o el p rom edio  de los porcen tajes de cada m es.
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Í 8 5 I 1 Í j j l l t j - ; f j i & f j ' ' 5 3 8 8 1 ^ tac ib iia f

Enero 93,01 89,86 87,66 85,21 90,09 92,36 95,19 84,11 89,69

Febrero 99,09 97,63 94,45 94,88 98,84 98,26 105,99 94,03 97,90

Marzo 101,47 106,66 107,17 100,69 109,14 107,79 101,27 103,99 104,77

Abril 104,66 106,87 101,28 104,76 92,97 95,21 114,55 100,03 102,54

Mayo 102,29 107,59 104,07 103,99 109,29 105,92 105,99 97,77 104,62

Junio 98,16 101,70 107,20 106,13 107,32 106,52 98,61 105,37 103,88

Julio 102,37 99,53 105,53 100,02 96,05 101,31 109,61 109,76 103,02

Agosto 80,52 71,99 72,85 77,52 79,57 80,18 77,30 76,38 77,04

Septiembre 96,51 101,94 99,16 105,62 99,55 98,54 110,26 105,18 102,10

Octubre 115,68 113,79 106,53 103,28 107,82 110,47 106,31 113,12 109,63

Noviembre 108,83 101,66 112,90 114,04 106,65 109,55 91,12 106,67 106,43

Diciembre 97,41 100,77 101,19 103,86 102,70 93,87 83,80 103,59 98,40

P ara  ob tener la  serie  d e  las exportaciones a justada estac ionalm en te , e s to  es d es
con tando  e l efec to  q u e  p rovoca  el c ic lo  estacional, se  d iv id iría  e l v a lo r d e  cada  m es 
p o r e l co rrespondien te índ ice  es tac ional y  se m ultip licaría  p o r  100, ob ten iendo  los s i
gu ien tes resu ltados.

Volum en d e  exportaciones esp añolas (m illones de euros). A ños 2002-2009  
Seríes desestacionalizada

2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

Enero 11.305,1 11.506,5 11.928,9 12.158,4 14.219,4 15.574,7 16.644,7 12.367,8

Febrero 11.034,4 11.452,8 11.775,8 12.402,2 14.292,8 15.179,0 16.978,6 12.667,0

Marzo 10.557,2 11.691,8 12.483,8 12.297,7 14.746,0 15.559,3 15.158,2 13.089,5

Abril 11.126,8 11.969,3 12.054,6 13.072,9 12.834,9 14.042,1 17.518,5 12.865,1

Mayo 10.659,1 11.811,5 12.142,0 12.720,1 14.789,0 15.312,1 15.888,0 12.324,6

Junio 10.301,0 11.244,0 12.596,0 13.074,2 14.625,1 15.508,5 14.886,9 13.377,3

Julio 10.832,1 11.095,4 12.502,5 12.423,9 13.197,8 14.872,0 16.684,4 14.049,9

Agosto 11.393,5 10.732,5 11.541,0 12.877,1 14.621,8 15.739,8 15.734,8 13.074,4

Septiembre 10.304,7 11.467,3 11.854,5 13.238,4 13.803,1 14.597,1 16.935,4 13.586,3

Octubre 11.503,1 11.921,3 11.860,5 12.055,4 13.923,3 15.239,8 15.207,8 13.608,3

Noviembre 11.147,5 10.969,9 12.947,2 13.711,5 14.185,2 15.567,7 13.426,1 13.218,3

Diciembre 10.791,3 11.761,5 12.551,2 13.506,9 14.774,7 14.426,6 13.356,1 13.883,8
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7.5.2. Cálculo de la variación estacional por el método del porcentaje 
promedio móvil

E l m é to d o  de l p o rcen ta je  de l p rom edio  m ó v il es uno  d e  los m étodos m ás usados 
p ara  la  m ed ic ión  d e  la  variación  estac ional. Su cálcu lo  es tam b ién  bas tan te  sencillo:

1. S e ob tiene un  p rom edio  m ó v il de doce m eses d e  la  serie  de dato s orig inales (o 
d e  cu a tro  trim estres si se u tilizan  los dato s trim estrales).

2. S e calcu la (con n  =  2) e l p rom edio  m óvil de los datos ca lculados en  el p aso  an
terior, con  e l fin  d e  cen trar conven ien tem ente d ichos datos, a l q u e  se le  d en o 
m in a  p rom ed io  m ó v il cen trado  de d o ce  m eses (o  d e  cua tro  trim estres).

3. F inalm ente se obtiene e l índice divid iendo los datos originales p o r e l p rom edio  
m óv il cen trado  d e  doce m eses.

D ado  e l p roced im ien to  señalado, los prom edios m óviles cen trados constituyen  en 
es te  caso  la  serie  desestacionalizada.

E je m p lo  7 .4 . E lab o ra r u n  índ ice  d e  es tac ionalidad  p o r  e l m é to d o  de l po rcen ta je  
p rom ed io  m ó v il p ara  los dos ú ltim os años de la  serie  del ejem plo  anterior.

L os resu ltados finalm en te  ob ten idos son  lo s  siguientes:

:.s . ¥ 'A I I U ,- 5 ,  »

2008
-̂ n í r i :  

Enero 

Febrero 

Marzo 

Abril 

Mayo 

Junio

Julio

Agosto

Septiembre

Octubre

Noviembre

Diciembre

14.928.3
16.621.4 
15.881,6 
17.963,8 
16.621,3 
15.464,0

17.188.9 

12.121,8

17.290.4

16.671.5

14.288.9 

13.142,3

15.682.0

15.362.4

15.010.6

14.830.0

14.432.4

14.121.7

13.991.1

Porpentajesbhre~

15.522.2 

15.186,5

14.920.3 

14.631,2 

14.277,1

14.056.4

110,74

79,82

115,89

113,95

100,08

93,50

(Continúa)
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( Continuación )

Datos Media móvil Media móvil 
centrada

^ P orc^tajfe^breíí 
i  í  media móyil s

2009 Enero 11.092,4
13.764,9

13.878,0 79,93

Febrero 12.400,6
13.594,1

13.679,5 90,65

Marzo 13.714,2
13.309,1

13.451,6 101,95

Abril 13.192,1
13.163,0

13.236,1 99,67

Mayo 12.893,4
13.144,6

13.153,8 98,02

Junio 13.895,9
13.187,9

13.166,2 105,54

Julio 14.474,7

Agosto 10.072,3

Septiembre 13.871,1

Octubre 14.918,2

Noviembre 14.067,7

Diciembre 13.661,5

C om o p u ed e  observarse , a l u tiliza rse  m edias m óviles, se  p ro d u ce  u n a  p érd id a  de 
in fo rm ación  correspondien te a l n úm ero  de periodos p o r año  considerados, en  nuestro  
caso , seis en  e l in icio  d e  la  serie y  seis e n  e l final (en e l caso  trim estral dos en  el inicio 
y  dos en  e l final).

7.6. ANÁLISIS DE LAS VARIACIONES CÍCLICAS E IRREGULARES

A unque los dos com ponentes an teriores constituyen  los fundam entales en  e l aná
lis is de las series d e  tiem po, debem os h acer a lguna referencia  a l com ponen te  cíclico, 
fundam ental en  e l análisis de determ inadas series tem porales d e  ca rácter económ ico, 
y  al com ponen te  irregular.

S e en tiende  p o r  com ponen te  o variación  cíc lica  las variaciones regu la res que se 
p roducen  en  las series tem porales con  periodo  superio r a  un  año. D e  hecho  u n a  serie 
tem poral puede estar orig inada p o r  diversos ciclos: u n  ciclo  de m edio  plazo, o tro  ciclo 
de  la rgo  p lazo , etc.

U n  ciclo  tiene dos com ponentes básicos: la  am plitud  o  la  d istanc ia  q u e  m ed ia  en 
tre  e l cero  y  e l m áx im o  v a lo r q u e  a lcanza e l c ic lo , y e l periodo  o el tiem po  q u e  ta rda  
en  ocu rrir u n  c ic lo  com pleto .



SERIES TEMPORALES 397

E n  teoría , cabe en tender u n a  serie  tem poral com o u n a  su m a d e  u n  n ú m ero  inde
term inado d e  ciclos d e  am plitud  y  período  diferentes, y  puede dem ostrarse q u e  la  va
rianza que m u estra  en  e l tiem po  u n a  serie  tem pora l se  ob tiene a  partir de la  sum a de 
las am plitudes de los d iferentes ciclos en  q u e  se descom pone la  serie tem poral. El tra
tam iento de los ciclos es bastante com plejo y no  vam os a  considerarlo  en  e s te  libro; en 
los e jerc ic ios que siguen  a  con tin u ac ió n  hem os efec tuado , n o  obstan te (E jercicio  
7.11) un  ejem plo  de algunos de los tratam ientos m ás elem entales que suelen realizarse 
en  e l análisis d e  c ic lo s14.

L as variaciones irregulares d e  una serie  tem poral son  m ovim ientos ocasionales 
que tienen  g eneralm en te  u n  ca rác ter im predecib le  o aleatorio . N o  obstan te , a  veces, 
hay circunstancias com prensib les que determ inan  d ic h a  irregu laridad  y q u e  perm iten 
co rreg ir p rev iam en te  los dato s iniciales.

E ste  tipo  d e  eventos o  circunstancias p a ra  las q u e  se p u ed e  arb itra r u n a  solución 
son los denom inados efectos calendario  (festiv idades, vacaciones, etc...), la s  huelgas, 
los paros, las regulaciones d e  em pleo , etc... .L a fo rm a  m ás sencilla  d e  com pensar es
tas variaciones es m ultip licar la  serie o rig inal de datos p o r la  sigu ien te razón: días (la
borales y /o  tu rísticos) de un  m es en  un  m es determ inado  en  u n  p rom edio  d e  años /  
días efectivos en  e l m es dado.

P o r lo  general, p ara  elim inar las variaciones se sue le  u tiliza r u n a  m ed ia  m óvil de 
pocos periodos (3 ó 5 periodos).

7.7. LA SUAVIZACIÓN EXPONENCIAL

L as técn icas u tilizadas h as ta  aho ra  p ertenecen  a l ám bito  em inen tem en te  descrip
tivo; tra tam os en  es te  apartado  un  nuevo m étodo  denom inado  Suavización  E xponen 
cial o  A lisa d o  E xponencia l.

E l p ropósito  del A lisa d o  E xp o n en c ia l es e lim inar la  fluctuación  aleatoria. Esto 
perm ite cap ta r cua lqu ie r «patrón»  d e  co n d u c ta  que sea  ev idente en  la  serie  tem poral 
observada, y  usar ese patrón p ara  p redecir los nuevos valores. Estudiam os aq u í las téc
n icas m ás im portan tes d e  es te  m étodo.

7.7.1. Suavizado exponencial simple

C uando la  serie p resen ta  u n  com portam ien to  estac ionario , es decir, no  tien e  ten 
d enc ia  y  p u ed e  ser m ode lizada  com o:

X; =  a + u t con  t =  1, 2, . . . ,  T

14 Los alumnos interesados en el tratamiento de los ciclos pueden estudiar los siguientes textos:
—  Á l v a r e z  V á z q u e z , N. (1999): Introducción a la Econometría. Ediciones Académicas, Madrid, 

2006; temas 3 y 4.
—  Á l v a r e z  V á z q u e z , , N. J. (2001): Econometría II. Ediciones Académicas, Madrid; capítulo 7.
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D o n d e u¡ es un  té rm ino  de pertu rbac ión  alea to rio  (fluc tuación  irregu lar), co n  va
lor esperado cero y  varianza constante p ara  todo t, e  independiente de X  para todo  t, el 
m étodo  d e  p red icción  adecuado  es e l Alisado Exponencial Simple (A E S ). E ste  m é
todo estim a p ara  cada período  t  e l parám etro  a  com o sum a ponderada d e  todas las ob
servaciones an terio res, d ando  m a y o r im portanc ia  a  las observaciones m ás recientes 
q u e  a  las m ás an tiguas. L a  p o nderac ión  decrece exponencialm en te , d e  ah í e l nom bre 
d e  és te  m étodo .

L a  exp resión  d e  cá lcu lo  d e  la  e s tim ación  d e l p arám etro  a  e n  e l periodo  t  es:

a t = S =  a X t +  (1 -  a )

D onde S es la  estim ación  d e  a  ob ten ida en  e l período  t- 1 y  a  es la  constan te de 
alisado  q u e  to m a  valo res en tre  0  y  1.

L a  p red icc ió n  en  e l periodo  t  se obtiene:

* ,  =  A i

C om o se observa , e l A E S  ac tua liza  período  a  período  las estim aciones d e  a  in
co rpo rando  la  n ueva in form ación .

L a  e lección  d e  la  constan te  d e  alisado  determ ina las características operativas del 
A ES, y a  que la  rap idez con  que se adaptan las p redicciones a  los posib les cam bios ex
perim entados p o r e l valo r d e  a  depende d e  a .  S i a  es g rande  (próxim o a  1) e l A E S se 
adapta ráp idam ente a  los cam bios experim entados en e l valor de a  y, en  consecuencia, 
deb erá  escogerse  u n  v a lo r g rande  d e  a  cuando  a  es poco  estable.

P o r e l contrario , si la  serie es m uy  estab le, e l valo r d e  a  d eb erá  se r p equeño  p ara  
consegu ir elim inar a l m áx im o las fluctuaciones aleatorias deb idas al té rm ino  d e  per
tu rbac ión  y  consegu ir u n  m e jo r alisado.

A lterna tivam ente, se  puede se lecc ionar aquel v a lo r de a  p a ra  e l q u e  se ob tenga

u n a  R a íz  de l E rro r C uadrá tico  M edio  - ] j '^ (X r m en o r e n  la  p red icc ió n  del

período  m uestral (esto  es factible hacerlo  con  e l SPSS), si b ien  en  general, parece  que 
u n  valo r d e  a  igual a  0 ,2  e s  ap rop iado  en  la  m ay o r p arte  d e  los casos.

R espec to  a  la  asignac ión  de l p rim er valo r S 0, se suelen  h a c e r  es to s  supuestos: 
cuando  la  serie tiene m uchas oscilaciones se to m a  S 0 = X ¿  p o r e l con trario , cuando  la  
serie  tiene u n a  c ie rta  e s tab ilidad  se hace  S Q = X .

L a  p red icc ió n  d e l v a lo r de X t p a ra  los períodos T + l ,  T +2,... en  b ase  a  los T  p e 
rio d o s de la  serie  observada, será:

y  — y  — C
A r + i / r  T+21T... t

Ejemplo 7.5. S e m u estra  en  la  sigu ien te  tab la  las ven tas de u n a  em p resa  en  los ú lti
m o s 20  años. O b ten e r la  p red icción  d e  las ven tas p a ra  e l año  2010 , u tilizando  e l 
A E S.
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 ̂ -<• < 

¡'««-■Si-.-* xi,.* ¿2
1990 646 2000 641
1991 513 2001 535
1992 656 2002 688
1993 659 2003 -525
1994 674 2004 622
1995 693 2005 503
1996 526 2006 659
1997 622 2007 593
1998 652 2008 690
1999 591 2009 632

C om o constan te  d e  alisado  vam os a  considerar a  =  0,1 y co m o  in icio  d e  la  serie 
suav izada S0 = X  cuyo  v a lo r es igua l a:

T

D e e s ta  m anera  irem os generando  la  se rie  suav izada com o:

SQ = X  = 615,90

5, = 0,2X, + 0,8S0 -  0,2 ■ 646 + 0,8 • 615,90 = 621,92 

S 2 -  0 ,2X 2 + 0,85, = 0,2- 513 + 0,8 • 621,92 = 600,14 

S20 = 0 ,2X M + 0,85,9 = 0,2 - 632 + 0,8 ■ 617,09 = 620,07

S e m uestra  en  la  sigu ien te tab la  la  serie orig inal, la  alisada y  e l error com etido  en 
la  estim ación , e s  decir, e = X  -  S  en  v a lo r abso lu to  y porcen taje .

\n n
Nenias ¡miles 

de eunM
Serie alisada 

•miles d«- euroxi
K m ir  ■ miles

de eiintsi
! I |||§ S |

1990 646 615,90 30,10 4,66

1991 *2 513 s 1 621,92 -108,92 -21,23

1992 *3 656 S2 600,14 55,86 8,52

1993 659 S3 611,31 47,69 7,24

1994 *5 674 S4 620,85 53,15 7,89

1995 *6 693 S5 631,48 61,52 8,88

(Continúa)
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(Continuación)

\ l l l l
N e n i a s  >m i l e s

<l< i ' i i n > s i

S e r i e  a l i s a d a  

■ m i l e s  d e  c m  i M

L m i r  n u i l e s  

« le  e i i m s i

1996 * 7 526 643,78 -117,78 -22,39
1997 622 *7 620,23 1,77 0,29
3998 * 9 652 s * 620,58 31,42 4,82
1999 X í0 591 s g 626,86 -35,86 -6,07
2000 * n 641 S Í0 619,69 21,31 3,32
2001 * 1 2 535 S u 623,95 -88,95 -16,63
2002 * , 3 688 S¡2 606,16 81,84 11,89
2003 * , 4 525 s 13 622,53 -97,53 -18,58
2004 *,5 622 603,02 18,98 3,05
2005 501 *15 606,82 -105,82 -21,12
2006 * 1 7 659 585,66 73,34 11,13
2007 593 s 17 600,32 -7,32 -1,24
2008 x 19 690 598,86 91,14 13,21
2009 * 2o 632 617,09 14,91 2,36
2010 ^20 620,07

L as ven tas p red ichas p a ra  2010  (y  posterio res) son  de 620,07 m iles  d e  euros. Se 
rep resen ta  en  e l sigu ien te  g ráfico  la  serie  orig inal y e l alisado  realizado .
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7.7.2. Suavizado exponencial de Holt

C uando la  serie p resen ta  tendencia lineal, creciente o  decreciente, y  puede se r m o- 
delizada  com o

D onde m sería  la  fluctuación  irregular, un  m étodo  d e  p red icc ió n  adecuado  e s  el 
p ropuesto  p o r  H o lt (,S u a v iza d o  E x p o n e n c ia l d e  H olt); e s te  m éto d o  h a  dado  m uy 
buenos resu ltados en  la  p rev isión  d e  d istin tas áreas de la  eco n o m ía  em presaria l: ges
tió n  de stocks, f inanciac ión , ven tas, etc. E l p roced im ien to  se  b asa  en  dos ecuaciones 
d e  alisado:

L a  p rim era  de las ecuac iones p ro p o rc io n a  u n a  es tim ación  del n ive l de la  se rie  en 
el período  t  y  la  segunda perm ite ob tener una estim ación d e  la  pendien te de la  rec ta  de 
tendenc ia  p a ra  e l período  t.

L as constan tes d e  alisado  a  y  (3 tom an  valo res com prendidos en tre  0 y 1. C uanto  
m enores sean  estas constan tes m ás alisada se rá  la  serie  d e  p red icciones. A l igual 
que en  e l caso  an terio r y en  e l siguiente, el p rogram a inform ático  SPS S  perm ite hacer 
u n a  búsqueda en  re jilla  y  se leccionar aquellas que p resen ten  la  m e n o r R aíz de l E rro r 
C uadrá tico  M ed io  d e  p red icc ió n  e n  los periodos observados de la  serie .

F inalm ente , la  p red icción  p a ra  e l periodo  t  se ob tiene a  p artir de:

O tra opción alternativa sería considerar SQ = X l y  bQ la  pendien te obtenida del ajus
te  p o r m ínim os cuadrados de la  serie observada, tom ando com o valores explicativos la 
variab le fo rm ada  p o r los sub índ ices d e  tiem po , es decir, 1, 2 , . . . ,  T.

L a  p red icción  p a ra  los períodos fu turos 74-1, ....T+k, cond icionada a  los T  p erio 
dos observados es:

X t =  a  + b t + ut con  t =  1, 2, . . . ,  T

6, = P ( S , - S ,  J  + í l - P í i ,

R especto  a  los valores in ic ia les, valores apropiados se rían 15:

X-T + k/T -  ST + k - b T

15 Estos valores iniciales son ios que considera el programa SPSS.
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E je m p lo  7 .6 . U tilizando los datos de l ejercicio 7 .1 , realizar un  alisado exponencial de 
H o lt p a ra  p red ec ir la  evo lución  de l coste  labo ra l en  2009 , supon iendo  a  =  p =  0 ,1 .

P ara  calcular los valores iniciales d e  las ecuaciones d e  alisado, tom am os la  opción 
considerada  en  e l S P S S , e s  decir:

b = 2-583,82-2.063,93 = 6 g  = 2 Q63 93 _ 3 ^ 6 6  = 2 Q46 6Q
0 15 2

S iendo  p o r  tan to  la  p red icc ió n  d e  la  serie  suav izada p ara  e l p rim er periodo:

= SQ + bQ = 2.046,60 + 34,66 = 2.081,26

P ara  e l segundo  periodo  se o p era  d e  la  sigu ien te m anera:

5, = aX, + (1 - a ) ( S 0 + bQ) = a X l + (l - a ) X ,  = 0,1 - 2.063,93 + 0,9 • 2.081,26 = 2.079,53 

\  = p(S, -  S0) + (1 -  P )b0 = 0,1 • (2.079,53 -  2.046,60) + 0,9 ■ 34,66 = 34,49 

K  = Si + b, = 2.079,53 + 34,49 = 2.114,01

Y  así sucesivam ente. L os resu ltados ob ten idos pa ra  todos los periodos son  los si
gu ien tes.

Evolución del coste total por trabajador (euros) 
en España, periodo 2005-2008

ü ü i i t s I P i
AEuroS'-s h i .te**; l i t t l t f í

*<< < ^0¿:
í S I S < ^ A . * -H. >>••& ̂  ;<

2005 1 2.063,93 S0 2.046,60 k 34,66 S o + k 2.08136 -17,33 -0,84

2005 2 2.141,24 s, 2.079,53 k 34,49 S i + h 2.114,01 2733 137

2005 3 2.055,75 s 2 2.116,74 k 34,76 s 2+ k 2.151,49 -95,74 -4,66

2005 4 2.251,93 s3 2.141,92 k 33,80 S3 + ¿3 2.175,72 7631 3,38

2006 1 2.154,32 S4 2.183,34 k 3436 s4+k 2.217,90 -63,58 -2,95

2006 2 2.25438 S, 2.211,55 k 33,93 Ss + k 2.245,47 8,91 0,40

2006 3 2.152,88 S6 2.24636 k 34,02 s6+k 2.28038 -12730 -5,92

2006 4 2.358,85 S7 2.267,63 k 32,74 S i  +  k 2.300,37 58,48 2,48

2007 1 2.239,53 Sg 2.306,22 k 33,33 S s + b & 2.339,54 -100,01 -4,47

2007 2 2.339,64 S9 2.329,54 k 32,33 s 9+ k 2.361,87 -22,23 -0,95

(Continúa)
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(Continúa)

l í S S ü e S *

l i l i l í
/-'Erroî /::
.vi?

2007 3 2 .242,03 ^10 2.359,65 K 3 2 ,1 0 Î0 + ̂ 10 2 .3 9 1 ,7 5 - 1 4 9 ,7 2 -6 ,6 8

2007 4 2.459,71 sa 2.376,78 K 30,61 2 .4 0 7 ,3 8 5 2 3 3 2,13

2008 1 2.342,28 sa 2 .4 1 2 ,6 2 K 31,13 S l2 + ba 2 .44 3 ,75 -1 0 1 ,4 7 -4 ,3 3

2008 2 2 .45 1 ,4 0 S» 2 .43 3 ,60 bn 30,11 *»  + *, 3 2.463,71 -1 2 ,3 1 - 0 5 0

2008 3 2 .35 0 ,1 7 Su 2 .46 2 ,48 K 29 ,9 9 S0+*u 2 .4 9 2 ,4 8 -1 4 2 ,3 1 -6 ,0 6

2008 4 2 .58 3 ,82 sa 2 .4 7 8 ,2 4 K 2 8 5 7 S0 + b15 2.506,81 77,01 2,98

sK 2.514,51 K 29 ,3 4 So + b l6 2.54 3 ,8 5

L as p red icciones p a ra  e l año  2009 se ca lcu lan  d e l sigu ien te m odo:

P rim er trim estre  d e  2009: X t + i / t  = ST + b T  == 2.514,51 + 29,34 = 2.543,85

Segundo  trim estre  d e  2009: X T+yT -  ST + 2bT = 2.514,51 + 2 -2 9 ,3 4  = 2.573,19

T ercer trim estre  d e  2009: X TiyT = ST + 3bT = 2.514,51 + 3 • 29,34 = 2.602,53

C uarto  trim estre  d e  2009: ^ r+ 4/r - S T  + 4 b T  = 2 .514 ,51  + 4 -2 9 ,3 4  = 2.631,87

P o r ú ltim o , e l g ráfico  con  la  serie  o rig ina l y  la  a lisad a  sería  la  siguiente.

Alisado exponencial de Holt a  = 0,1 / p = 0,1 del 
coste laboral en España

♦  S erie  o rig inal S e r ie  a lisada
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Tal com o se observa en  e l gráfico, la  serie presen ta un  claro  patrón  estacional, con 
valores in feriores en  e l p rim er y  cuarto  trim estre, deb ido  seguram ente a  la  generación 
d e  un  em pleo  d e  ca rác ter es tac ional m enos rem unerado  en  los periodos correspon
d ien tes a  las fiestas d e  N av idad  y  a  las vacaciones d e  verano , generando  en  conse
cuencia  erro res d e  p red icc ió n  m ás elevados, en  espec ia l en  e l te rce r trim estre.

E n  e l sigu ien te apartado , es tud iarem os com o te n er en  cuen ta  las variaciones e s
tacionales en  las ecuac iones del alisado  exponencia l y  m ejo rar as í e l m odelo  ob te
n iendo  p red icciones m ás adecuadas.

7.7.3. Suavizado exponencial de Winters

U na serie  con  tendenc ia  lineal y p a tró n  estacional m ultip licativo  puede m odeli- 
za rse  com o:

X ¡ =  (a  + b j  c f + u¡ co n  t  = 1, 2 , T

D onde cf es el índ ice estacional correspondien te a l período  t. L as estim aciones de 
b, Y c¡ v ien en  dadas por:

at = S, = a  + (1 - a ) Í S M +
C i - S

í,= p (sr- s M) + ( i -p ) íM 

£ , “ Y ~  + ( 1 - yR _ s
¿I

D onde S  es la  p erio d ic id ad  d e  la  serie.
Las constantes d e  alisado a ,  J3 y y  deben  satisfacer únicam ente la  condición  d e  to 

m ar valores com prend idos en tre  0  y  1.
L a  p red icción  p a ra  e l p eriodo  t  se  ob tien e  a  p artir de:

R espec to  a  los valo res in ic ia les , señalam os co m o  valo res ap ro p iad o s los que 
to m a  com o referenc ia  e l S P S S , los cua les son:

b° = l ¡ T I } ?  0 1  2 °

S iendo  n  el núm ero  d e  años d e  la  serie.
L os fac to res estac ionales in ic ia les pueden  ser ob ten idos a  p artir d e  cua lqu iera  de 

los dos m étodos estud iados en  e l apartado  co rrespond ien te  al estud io  d e  las variacio 
n es c íclicas o  d e  cua lqu ie r otro.
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L a  p red icción  p ara  los períodos fu turos T + 1 , T+k ob ten ida  en  e l período  T  es:

X-T+k/T = (^V + ^ ' ^r)^T+£-s

E je m p lo  7.7. U tilizando los datos de l ejercicio 7.1, realizar u n  alisado exponencial de 
W inters p ara predecir la  evolución del coste laboral en  2009, suponiendo a  =  (3=y  =  0,1 
y u tilizando  e l m étodo  de l po rcen ta je  p rom edio  p a ra  la  ob tención  d e  los fac to res e s
tacionales in ic ia les.

C alcu lam os en  p rim er lugar e l coste  labo ra l m edio  an u a l p a ra  ca d a  uno d e  los 
años considerados. Así:

4

y , X :  Á-J ! q ci 9 oc
P r o m e d io ^  = X ,=  -*=*-----------   ’ = 2.128,21

4 4

8

y x ,
_ _  j L i  '  Q  Q20 43

P r om edio2mfl =-----------------  :-------- 2.230,112 °°6  2 4  4

12

y x ,
— "  9 280 91

P r om edio2007 = X 3 -  = ' * = 2.320,23

16

í x_  á j  '  a  727 67 
P r o m ^ o 2üüí{ = X 4 = ^  ■ = 2.431,92

S e m uestran  en  la  sigu ien te ta b la  los porcen ta jes d e  ca d a  trim estre  respecto  a  su 
m edia anual, y  e l factor estacional in ic ia l considerado, calculado com o m edia d e  todos 
los porcen ta jes d e  cada  trim estre  en  lo s  d istin tos años considerados.

2005 2006 2007 2008 índice
estacional

Trimestre 1 

Trimestre 2 

Trimestre 3 

Trimestre 4

96,980

100,612

96,595

105,813

96,602

101,088

96,537

105,773

96,522

100,837

96,630

106,012

96,314

100,801

96,639

106,246

96,604

100,835

96,600

105,961
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L uego  consideram os:

„ 96,604 „ _  100,835 „ 96,600 ¿ _ 105,961
c_3 ío o  c_2_ ío o  ° 100

C onsiderando  com o estim aciones in ic ia les las de l S PSS, ob tenem os p a ra  e l nivel 
y  la  pendien te :

" X n - X ,  X4 - X , 2.431,92-2.128,21 nc01
0 ( n - l ) S  ( 4 - 1 ) - 4  12

s o = “ f  4  -  2.128,21-2*25,31 = 2.077,60

U na vez calculados los valores iniciales y a  estam os en  condiciones de in ic iar el al
goritm o. A sí, la  p rim era  p red icc ió n  d e  la  serie  sería:

4  = (5o + 4)^-3 “  (2.077,60 + 25,31) * 96¡ ^  = 2.031,50

P ara  e l segundo periodo:

A - s ,  , a + ( i _ a )(c + b.) = 0,1 • 2~063’93 + 0 9 .(2.077,60 + 25,31) = 2.106,26 
“i i c_3 v A 0 0 / ’ 0,96604 v 7

b¡ = p (S, -  50) + (1 -  p ) 4  = 0,1 • (2.106,26 -  2.077,60) + 0,9 - 25,31 = 25,64

c. =v — + ( l - v ) c ,  = 0,1* -2 -063’93 + 0,9 • 0,96604 = 0,96743 
1 S i  v 7-3 2.106,26

O bten iendo  p o r tan to  la  sigu ien te  pred icción .

X 2 = (SL + 4 )c _2 = (2.106,26 + 25,64)* = 2.149,70

P ara  e l te rcer periodo:

x  2 141 24
a  = s , = a - r -  +  (1 -  a )  (S, +  bt) = 0,1 •  ----- —  + 0,9 • (2.106 + 25,64) =  2.131,07

2 2  c2 ' V i i ' »  1,00835

4  = P ( S 2 - S , )  + ( l - P ) 4  = 0 ,l '(2 .1 3 1 ,0 7 -2 .1 0 6 ,26) + 0,9 -2 5 ,6 4  = 25,56

Y 2 141 24
c, = y —  + (l -  y )c 2 = 0,1 • - — —  + 0,9 * 1,00835 = 1,00799 

2 r 5 , 7-2  2.131,07
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Y la  p red icc ió n  to m a el valor.

X 3 = (ó 2 + 4 ) ¿ - i  = (2.131,07 + 2 5 ,5 6 )-0 ,96600 = 2.083,30

O perando  h as ta  e l fina l ob tenem os la  sigu ien te  tabla:

i%^ibd» Z'& ; S l f Í diente
Factor estac.

alisada I § 3

2005-1 2:063,93 s0 2077,60 k 25,31

k 3

C-2

¿-1

¿o

96.60 

100,83

96.60 

105,96 2031,50 32,43 1,57

2005-2 2.141,24 k 2106,26 k 25,64 96,74 2149,70 -8,46 -0,40

2005-3 2.055,75 2131,07 k 25,56 c, 100,80 2083,30 -27,55 -1,34

2005-4 2.251,93 S, 2153,78 k 25,28 ¿3 96,48 2308,94 -57,01 -2,53

2006-1 2.154,32 s4 2173,67 k 24,74 k 105,72 2126,80 27,52 1,28

2006-2 2.254,38 55 2201,25 k 25,02 k 96,86 2244,06 10,32 0,46

2006-3 2.152,88 2227,30 k 25,12 k 100,84 2173,25 -20,37 -0,95

2006-4 2.358,85 2250,31 k 24,91 k 96,40 2405,48 -46,63 -1,98

2007-1 2.239,53 2270,81 k 24,47 k 105,54 2223,11 16,42 0,73

2007-2 2.339,64 S9 2296,98 k 24,64 k 96,92 2341,14 -1,50 -0,06

2007-3 2.242,03 S10 2321,47 k ü 24,63 k o 100,83 2261,72 -19,69 -0,88

2007-4 2.459,71 s„ 2344,06 K 24,42 ¿n 96,33 2499,70 -39,99 -1,63

2008-1 2.342,28 s ia 2364,69 K 24,04 ¿i2 105,39 2315,16 27,12 1,16

2008-2 2.451,40 S,3 2391,53 S13 24,32 ¿13 97,02 2436,02 15,38 0,63

2008-3 2.350,17 2417,38 K 24,48 ?14 100,89 2352,19 -2,02 -0,09

2008-4 2.583,82 s !5 2441,65 K 24,45 ¿15 96,32 2598,97 -15,15 -0,59

S16 2464,66 K 24,31 ¿16 105,33 2414,85

L as p red icc iones p a ra  e l año 2009  se ca lcu lan  del sigu ien te m odo:

P rim er trim estre  d e  2009:

X t . vt = (St + 4 ) ^ - 3  = (2.464,66 + 2 ■ 24,31) ■ = 2.414,85

S egundo trim estre  d e  2009:

X T^ T = ( s r  + 2  bT )cr _2 = (2.464,66 + 2 - 24 ,31) ■ = 2.535,71
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T ercer trim estre  de 2009:

X T+3/T = (ST + 3 b1T )cT_¡ = (2 .464,66 + 3 ■ 2 4 ,3 1) - -  2.444,23

C uarto  trim estre  d e  2009:

105 33
X T ± * / T  =  ( S T  +  4 ¿ u ) c r  -  (2 .464 ,66+4 • 24,31)- =  2.698.53

P o r ú ltim o, se rep resen ta  e n  e l g ráfico  sigu ien te la  serie o rig ina l y  la  alisada.
C om o  vem os, e l a lisado  rep roduce  perfec tam en te  la  serie  observada, co n  lo  cua l po
dem os considerar com o buenas la s  p red icciones ob ten idas p a ra  2009.

Alisado exponencial de Winters 
a  = 0,1, |3 = 0,1 

y = 0,1 del coste  laboral en  España (euros)

♦  S e r ie  o rig inal ■ '■ ■■■ S e r ie  a lisad a

7.8. SUAVIZACIÓN EXPONENCIAL DE SERIES TEMPORALES 
CON SPSS

E l análisis de series tem porales en  SPSS requ iere la  defin ición prev ia de variables 
fechas, lo  cua l está  accesib le  en  e l m enú  D atos -> D efin ir fechas. L a  p an ta lla  asocia
d a  a  este  m en ú  es la  siguiente:
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Los casos son:

Años

Años, meses 
Años, trimestre 
Oías
Semanas, días 
Sem., días laborables® 
San., días laborables® 
Horas :
Días, horas

hora laborable® "
Fechas actuales: 
Años|2íK®t»sr t̂resa:4)

§  primerease es:

Año:

! Ti

Periocfictdada 
reve! sipertor

Cancelar

En ella especificamos el tipo de periodicidad de los datos, así como el año y el 
mes de inicio de la serie, en nuestro caso consideramos la serie ajustada en el ejerci
cio anterior.

Una vez hecho esto, para obtener predicciones mediante el AES la secuencia en 
SPSS es:

Analizar —> Series Temporales —» Suavizado exponencial

j¡ YEAR, not petiodic {VI 
{QUARTER, period 4 ft

Cancelar

Penodddad actual:

En el cuadro de diálogo Suavizado exponencial está activado por defecto el mé
todo AES que corresponde al Modelo Simple. Señalamos la opción correspondiente al 
modelo de Winters que, como se ha visto, es el más indicado para esta serie temporal. 
Se indica la serie que se quiere predecir en la ventana Variables. Con el botón Pará
metros se abre el siguiente cuadro de diálogo en el que se puede modificar la elección 
del valor de las constantes de alisado:
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S u a rda ,vp on enc ia i/P a rám .tro s

Tendencia: Ijrca i
Componerte estacional: Muftip&cstivo

Genera! (M s)

O  Valor: ;T ~

# )  Búsqueda en 
W dar Parar:_ Por:

Estaciona! p e la )

¡:i I

h o a r  Paren Per
0  ~  1 , 0 5

TefKÍencia (Gamma) 

O  Vite [ r j  
( #  Búsqueda « i  r^#a: 

Iniciar Parar. Pon 

0  "  1 . 0 5  ’

de tendencia (PN)

a:cr. 1.1 I

Búsgueca en teia-
ir.icié;: c'3;a;: Poi. ..

g ]  Mostrar sólo los 10 mejores modelos efe la búsqueda en

Cancelar

Valores Wcsales 
Automático

O  Personalizado:

ír-rio. >

Por defecto está activada para Alfa la opción Valor: 0,1 el la primera y 0,2 en res
to. Con la opción Búsqueda en rejilla se puede especificar un intervalo de valores para 
cada una de las constantes de alisado, Alfa, Gama y Delta, entre los cuales el sistema 
determinará aquellos que optimicen la predicción, seleccionando aquellos que pro
porcionen menor suma de cuadrados de los errores de estimación (SSE). La búsque
da puede afinarse tanto como se quiera modificando en la casilla Por el valor de in
cremento. Si se mantiene seleccionada la opción Mostrar sólo los 10 mejores modelos 
de la búsqueda en rejilla se muestran sólo en el visor de resultados los valores de los 
parámetros y las SSE para los 10 valores de a  con menor error de estimación. En caso 
contrario, aparecen todos los modelos probados.

El valor inicial del alisado, por defecto, lo calcula el sistema automáticamente (tal 
como se ha comentado anteriormente) a partir de la serie observada. Con la opción Va
lores iniciales: Personalizado se puede fijar el valor de inicio que se desee.

El botón Guardar, del cuadro de diálogo Suavizado Exponencial, permite modi
ficar las opciones relacionadas con la creación de nuevas variables y con la predicción: 

Con respecto a la creación de nuevas variables con los resultados del alisado, la 
opción activada por defecto es Añadir al archivo con la que se añaden a la base de da
tos activa la serie alisada y los errores de predicción. La opción Sustituir las existen
tes guarda sólo las variables del último procedimiento sustituyéndolas si en el archivo 
activo ya existían. Por último, la opción No crear indica que no se desea guardar nin
guna variable de resultados.

Con respecto a las predicciones, en Pronosticar casos, por defecto, está activada 
la opción Desde el período de estimación hasta el último caso que proporciona los va
lores alisados (S ) únicamente para los períodos observados. La opción Pronosticar 
hasta permite generar predicciones para valores futuros de la variable hasta el perío
do indicado en Observación.
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El resultado final obtenido sería el siguiente:

E s ta d o  d e  s u a v iz a d o  i n i c i a l

D a to s

ín d i c e s 9 8 ,1 4 0 3 5
e s t a c i o n a l e s 10 1 ,5 5 5 8 4

9 6 ,0 9 3 9 6
1 0 4 ,2 0 9 8 4

N iv e l 2 0 7 7 ,5 9 5
T e n d e n c ia 2 5 ,3 0 8 7 5

Sumas m e n o re s  d e  l o s  e r r o r e s  c u a d r á t i c o s

S e r i e Rango d e l  
m o d e lo

A lp h a  
( n i v e l )

Gamma 
{t e n d e n c i a )

D e l t a
( e s t a c i ó n )

Sumas de 
lo s  e r r o r e s  
c u a d r á t i c o s

D a to s 1 ,9 5 0 0 0 ,0000 ,3 5 0 0 0 7 4 9 ,7 1 5 9 4
2 ,9 5 0 0 0 ,0000 ,4 0 0 0 0 7 4 9 ,7 2 4 8 9
3 ,9 5 0 0 0 ,0000 .3 0 0 0 0 7 4 9 ,7 5 7 2 2
4 ,9 5 0 0 0 ,0000 .4 5 0 0 0 7 4 9 ,7 8 3 0 0
5 ,9 5 0 0 0 ,0000 .2 5 0 0 0 7 4 9 ,8 4 9 8 2
6 ,9 5 0 0 0 ,0000 ,5 0 0 0 0 7 4 9 ,8 8 9 2 3
7 ,9 5 0 0 0 ,0000 ,20000 7 4 9 ,9 9 4 8 5
8 ,9 5 0 0 0 ,0000 ,5 5 0 0 0 7 5 0 ,0 4 2 5 6
9 ,9 5 0 0 0 ,0000 ,1 5 0 0 0 7 5 0 ,1 9 3 4 6

10 ,9 5 0 0 0 ,0000 ,6 0 0 0 0 7 5 0 ,2 4 1 9 9
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Parámetros del suavizado

Serie
Alpha
(nivel)

Gamma
(tendencia)

Delta
(estación)

Sumas de 
los errores 
cuadráticos

gl error

Datos ,95000 ,0000 ,35000 749,71594 11

A continuación, se muestran los parámetros con las sumas menores de errores 
cuadráticos. Estos parámetros se utilizan para pronosticar.

Se muestra en el siguiente gráfico la serie temporal y la suavizada obtenida.

Alisado exponencial de Winters 
a  = 0,95, p = 0 

y =  0,35 del coste laboral en España (euros)

♦  S e r i e  o r ig in a l  S e r i e  a l i s a d a
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7 .9 . E je r c ic io s

Sobre series temporales 

 ^ -------

Ejercicio 7.1. La siguiente serie muestra la cantidad de reservas efectuadas por 
una agencia de viajes a un destino particular, durante el verano del año 2001.

Semanas P e r i o á ^ ^ j

Julio 1 1 90
2 2 95
3 3 100
4 4 125

Agosto 1 5 150
2 6 175
3 7 155
4 S 147

Septiembre 1 9 145
2 10 143
3 11 150
4 12 160

Utilice los diferentes métodos estudiados durante el curso para realizar los grá
ficos a partir de una misma serie de datos históricos de un determinado periodo.

Respuesta

N o ta :  De la simple observación de los datos, se desprende cuál es el método que 
representa mejor el comportamiento de esta serie, un ajuste a partir de un polinomio 
de grado 4. Más adelante se verán problemas que analizan varios de esos métodos 
para efectuar pronósticos con el mayor grado de aproximación a la realidad posible, 
identificándose cuál de ellos resulta más apropiado en cada caso.
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Curva de datos históricos
2 0 0 -j

150- 

1 0 0 -  

50-

0 -------------- i-------------1-------------1-------------1-------------1-------------1-------------1
0 2 4 6 8 10 12 14

Semanas

Diagrama de dispersión
200-,

♦

150-

1 0 0 -

50-

0

♦

♦ ♦ ♦

0 2 4 6 8 10 12 14
Semanas
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200-j

150 - 

1 0 0 -  

50-

Tendencía m ediante ajuste exponencial

♦ ♦

0 10 12

Semanas

14

Tendencia mediante ajuste poiinomial de grado 4
2001 

150- 

1 0 0 -  

50-

0 10 12 14

Semanas
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Tendencia mediante suavizamiento de promedios 
móviles tomando n = 3

20Ch

■o
'§  50-cc

0 2 4 6 8 10 12 14
Semanas

 ^ -------

E jercic io  7.2. Use el método de los semipromedios para determinar la tendencia 
lineal de los datos de devoluciones de pedidos de una determinada empresa. Tome 
como promedio la media aritmética. Represente gráficamente el diagrama de dis
persión y la recta de tendencia.

Los datos de devoluciones anuales son los siguientes:

1993 94
1994 92
1995 86
1996 82
1997 78
1998 81
1999 75
2000 72
2001 70
2002 68
2003 70

Respuesta

Debe dividirse la serie en dos partes iguales y se calcula la media de cada par
te por separado. Para simplificar los cálculos, se omite el año central (1998). Con
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estos datos puede calcularse la pendiente y ordenada al origen de una recta ten- 
dencial. Por último, se utiliza la ecuación hallada para determinar los valores de 
tendencia.

B i S i f l l í *"4- ^  «i i i w s s

1993 1 94 91,53
1994 2 92 88,97
1995 3 86 86,40 86,40
1996 4 82 83,83
1997 5 78 81,27
1998 6 81 78,70
1999 7 75 76,13
2000 8 72 73,57
2001 9 70 71,00 71,00
2002 10 68 68,43
2003 11 70 65,87

De donde:

71-86 ,4  a = 7 i_ (_2 ,567)'9  = 94,1
9 - 3  v ’

100-i
9 5 -
9 0 -
8 5 -
8 0 -
7 5 -
7 0 -
6 5 -
6 0 - -

0

Diagrama de dispersión de las devoluciones anuales

♦ ♦
♦

10  12

P eriodos  anuales
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Tendencia lineai de las devoluciones

Periodos anuales

Ejercicio 7.3. El siguiente cuadro muestra la evolución del coste de los insumas de 
una empresa durante las últimas 10 temporadas. Utilice el método de los semipro- 
medios para determinar la tendencia lineal de dichos costes. Tome como promedio la 
mediana. Represente gráficamente el diagrama de dispersión y la recta de tendencia.

Los datos de costes históricos anuales (en miles de euros) son los siguientes:

J i í if id í íü

1 152
2 155
3 160
4 170
5 165
6 163
7 173
8 190
9 202

10 200
11 205
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Respuesta

Se procede de manera análoga al ejercicio anterior. Debemos tener en cuenta que 
para calcular la mediana, previamente es necesario ordenar los datos.

La columna de Datos ordenados es:

Datos 152 155 160 163 165 170 173 190 200 202 205

Luego las medianas a considerar son la tercera y la novena observación, es decir, 
160 y 200.

a j f s i s
S f i S i x

¿ ¿

1993 i 152 152 146,67
1994 2 155 155 153,33
1995 3 160 160 160,00 160,00
1996 4 170 165 166,67
1997 5 165 170 173,33
1998 6 163 163 180,00
1999 7 173 173 186,67
2000 8 190 190 193,33
2001 9 202 200 200,00 200,00
2002 10 200 202 206,67
2003 11 205 205 213,33

De donde:

, 200-160
9̂ _3~  ~ 6,667; a = 200-6,667 - 9 = 140

Y la ecuación de la recta de tendencia será

y = 140 + 6,6x

Diagrama de dispersión
210-
2001
190-

93 180 j
«
O 170-
O 160-

150-i
140-
130-

0 10 12
Temporadas
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Diagrama de dispersión

Tem poradas

 ^ -------

E jercicio  7.4. Se detalla a continuación la evolución anual de los niveles de ocu
pación (en miles de personas) correspondientes al periodo 1998 a 2002 para la 
quincena de menor afluencia turística de la temporada.

5 H 3 8 8 2 5

1988 4,1
1989 4,5
1990 4,3
1991 4,5
1992 4,7
1993 4,9
1994 5,2
1995 5
1996 5,1
1997 5,16
1998 5,2
1999 5,25
2000 5,12
2001 4,95
2002 4

A partir de dichos datos:

a) Estime, mediante ajuste lineal por mínimos cuadrados, el nivel de ocupa
ción para la quincena en estudio correspondiente al año 2003.
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b) Determine el porcentaje de la variación en los niveles de ocupación que se en
cuentra explicado por el modelo resultante. Interprete el resultado obtenido.

c) Represente gráficamente el resultado obtenido.

Respuesta

a) Podemos redefinir el tiempo para simplificar los cálculos, expresando los 
mismos como periodos sucesivos y no como años.

Periodos

üf?tSII
Ocupación

SliSIfSSÉlfl illpillÉ I1É8JJ|8¡§1
1 4,1 -0,699 -7 -0,699 0,4881 49

2 4,5 -0,299 -6 -0 ,598 0,0892 36

3 4,3 -0,499 -5 -1 ,497 0,2487 25

4 4,5 -0,299 -4 -1,196 0,0892 16

5 4,7 -0,099 -3 -0,495 0,0097 9

6 4,9 0,101 -2 0,606 0,0103 4

7 5,2 0,401 - 1 2,807 0,1611 1

8 5 0,201 0 1,608 0,0405 0

9 5,1 0,301 1 2,709 0,0908 1

10 5,16 0,361 2 3,61 0,1306 4

11 5,2 0,401 3 4,411 0,1611 9

12 5,25 0,451 4 5,412 0,2037 16

13 5,12 0,321 5 4,173 0,1033 25

14 4,95 0,151 6 2,114 0,0229 36

15 4 -0,799 7 -11,985 0,6379 49

Sumas: 120 71,98 10,98 2,4870 280

7 = 8 y = 4,79867

A partir de los productos y sumas anteriores tenemos que:

Cov(j>, í) = - a   ---------- = = 0,732

Var (r) -  ^ -----------= —  = 18,67
n 15
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Con todos estos resultados ya podemos obtener los parámetros para el 
ajuste mínimo-cuadrático:

Covfy, í) 0,732
b  = 0,039207

Var(/) 18,67

a = y -  bJ = 4,79867 -  (0,039207 • 8) = 4,48501

Por tanto, el ajuste lineal estimado por mínimos cuadrados resulta ser:

Y ~ 4,48501 + 0,039207?

Para la 16.a quincena tendremos que:

f(16) = 4,48501 + 0,039207 • 16 = 5,11

Por tanto, el nivel de ocupación pronosticado para la quincena en estudio 
del año 2003 es de aproximadamente 5.000 personas.

b) Para resolver este apartado necesitamos calcular el coeficiente de determinación. 
Para ello debemos obtener inicialmente la varianza residual tal que:

IsiÜSI y x ~ a  + bf iltlslfi
4,1 4,5242 -0,4242 0,1800
4,5 4,5634 -0,0634 0,0040
4,3 4,6026 -0,3026 0,0916
4,5 4,6418 -0,1418 0,0201
4,7 4,6810 0,0190 0,0004
4,9 4,7203 0,1797 0,0323
5,2 4,7595 0,4405 0,1941
5 4,7987 0,2013 0,0405
5,1 4,8379 0,2621 0,0687
5,16 4,8771 0,2829 0,0800
5,2 4,9163 0,2837 0,0805
5,25 4,9555 0,2945 0,0867
5,12 4,9947 0,1253 0,0157
4,95 5,0339 -0,0839 0,0070
4 5,0731 -1,0731 1,1516

y  = 4,79867 2,0533
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Por tanto, la varianzas de los residuos y de la variable y son:

o,136887
15

C2 = Jz 2,487
15

= 0,1658

Por lo que el coeficiente de determinación resulta ser:

l2 , 0,136887
R¿ = 1 - —-------------0,1744

0,1658

La variación explicada por el modelo de regresión lineal es aproximada
mente del 17,44% de la variación total de los datos; por lo tanto debemos in
terpretar que el ajuste realizado es deficiente, es decir, la recta no constituye 
una curva que explique el comportamiento de los datos de forma adecuada.

c) Tendencia lineal

1 9 8 7  1 9 8 9  19 9 1  1 9 9 3  1 9 9 5  1 9 9 7  1 9 9 9  2 0 0 1  2 0 0 3

Años

E jercicio  7.5. Una empresa desea proyectar el volumen de ventas que se efectua
rá la próxima temporada. Para ello se cuenta con los datos de los últimos ocho 
años.
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I l l l i l i l i s

1996 21

1997 23

1998 26

1999 30

2000 50

2001 80

2002 115

2003 118

A partir de dichos datos:

a) Obtenga el volumen de ventas estimado para el año 2004 mediante un ajuste 
a través de una curva exponencial. Centralice la variable explicada para 
simplificar los cálculos.

b) Calcule el error cometido por el ajuste para el año 2003.

c) Represente gráficamente la tendencia exponencial.

Respuesta

a) Del mismo modo que antes, redefmimos el tiempo para simplificar los cálcu
los, expresando los mismos como periodos sucesivos y no como años. Segui
damente tomamos logaritmos neperianos en la variable y realizamos la si
guiente tabla

i*--***.**. i l I i f i S í e

21 3,0445 1 3,0445 1
23 3,1355 2 6,2710 4
26 3,2581 3 9,7743 9
30 3,4012 4 13,6048 16
50 3,9120 5 19,5601 25
80 4,3820 6 26,2922 36

115 4,7449 7 33,2145 49
118 4,7707 8 38,1655 64

Total 463 30,6490 36 149,9269 204



A partir del sistema de ecuaciones normales:

J i n  y ^ N a  + b ^ t ,
¿=i i-i

¿r,lny ,-a jf1 + 6¿r?
i= l i= l ;'=]

Podemos obtener los parámetros a y b tal que:

30,6490 = 8n + 366

149,9269 = 36a + 204b

De donde se obtiene a = 2,5389 y b = 0,2869.
Deshaciendo la transformación logarítmica tenemos que:

Ln(a) = 2,5389 =* a = e2’5389 s  12,6657

Ln(6) = 0,2869 => b = e!)’2*b9 ~ 1,3323

Por tanto, el ajuste exponencial resultante es:

Y=  12,6657-1,3323'

Y el volumen de ventas esperado para la temporada 2004 será:

7(9) = 12,6657 • 1.33239 = 167,51

Se esperan unas ventas de 168 millones de euros para el próximo año.

b) El error de ajuste, medido como la diferencia entre el número de reservas ob
servado y pronosticado será:

EP =118 -Ít8 ) = 118-125,732 = 7,73

La diferencia entre el dato histórico (real) y el estimado para el año 2003 fue de 
aproximadamente -8  millones de euros.

SERIES TEMPORALES______________________  425
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c) Ajuste exponencial

A ños

 ---------

E jercicio  7.6. Para los datos del ejercicio anterior, se pide:

a) Realice el mismo pronóstico a través de una curva potencial.

b) Calcule el error del pronóstico para el año 2003. Compare con el ajuste anterior.
c) Calcule una medida absoluta de la bondad del ajuste realizado. Compárelo 

con el ajuste anterior.

d) Represente gráficamente la curva de tendencia. Compárela con el ajuste anterior.

Respuesta

a) Del mismo modo que antes, redefinimos el tiempo para simplificar los cálcu
los, expresando los mismos como periodos sucesivos y no como años. Segui
damente tomamos logaritmos neperianos en las variables y construimos la si
guiente tabla:

■S'C ||;g |io d o s S S I t f l J ! llSliss Í g l l ¡ § ü i l

1 21 0 3,0445 0 0
2 23 0,6931 3,1355 2,1734 0,48039
3 26 1,0986 3,2581 3,5794 1,20692
4 30 1,3863 3,4012 4,7151 1,92183

5 50 1,6094 3,9120 6,2962 2,59017
6 80 1,7918 4,3820 7,8515 3,21055

7 115 1,9459 4,7449 9,2332 3,78653
8 118 2,0794 4,7707 9,9204 4,32390

Total 36 463 10,6046 30,6490 43,7691 17,5203
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A partir del sistema de ecuaciones normales:

8 8 

7  ln y¿ = Na + b y  In t¡

ó  ó  Ó

^  ln • ln = a \  ln tj + b^ ( i n

Podemos obtener los parámetros a y b tal que:

30,6490 = 8a + 10,6046b

43,7691 = 10,6046(3 + 17,52036

De donde se obtiene a ~ 2,6287 y b = 0,9071.
Deshaciendo la transformación logarítmica tenemos que:

Ln (a) = 2,6287 => a = e2-6287 = 13,856

Por tanto, el ajuste potencial obtenido es:

Y=  13,856- í0'907082

Y el número volumen de ventas esperado para el año 2004 es:

7(9) = 13,856 • 90'907082 = 101,675

Se esperan aproximadamente 102 millones de euros de volumen de nego
cio para el próximo año.

b) Error del pronóstico para el año 2003:

EP = 118- 7(8) = 118-91,3722 = 26,627 

Dicho error, como puede observarse, es mayor que en el caso anterior.

c) Como puede apreciarse, el gráfico del ajuste exponencial describe mejor la 
evolución de los datos que el gráfico del ajuste potencial.
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Tendencia potencial

A ños 

 -------

Ejercicio 7.7. La siguiente tabla muestra la evolución del precio medio de las pu
blicaciones de una compañía editorial en euros en los últimos 15 años.

a) Construya una nueva serie suavizada a partir de:
1. Un promedio móvil de 2 años.
2. Un promedio móvil de 5 años.

b) Calcule el error cuadrático medio en cada caso.

c) Analice los gráficos de tendencia correspondiente.

Años Precio

1995 9,36
1996 9,27
1997 8,68
1998 8,3
1998 7,83
2000 8,05
2001 7,2
2002 7,5
2003 7,01
2004 6,7
2005 7
2006 7,5
2007 8,07
2008 7,63
2009 8
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Respuesta

a .l) Si tomamos n = 2 tenemos que:

guampa f «.«i*. *5
_c «-..necio

1995 9,36 18,63 9,315 0,0020
1996 9,27 17,95 8,975 0,0870
1997 8,68 16,98 8,490 0,0361
1998 8,3 16,13 8,065 0,0552
1999 7,83 15,88 7,940 0,0121
2000 8,05 15,25 7,625 0,1806
2001 7,2 14,70 7,350 0,0225
2002 7,5 14,51 7,255 0,0600
2003 7,01 13,71 6,855 0,0240
2004 : 6,7 13,70 6,850 0,0225
2005 ; 7 14,50 7,250 0,0625
2006 7,5 15,57 7,785 0,0812
2007 8,07 15,70 7,850 0,0484
2008 7,63 15,63 7,815 0,0342
2009 8
Total 0,7285

ECM = 0,0520

ECM=  0,7285 = 0 ,0 5 2 0  
1 5 -1

Promedio móvil con n = 2

10
9 .5  

9

8 .5  

8

7 .5  

7

6 .5

6 -|---------- 1---------- 1---------- 1---------- 1---------- ! i i i
1 9 9 4  1 9 9 6  1 9 9 8  2 0 0 0  2 0 0 2  2 0 0 4  2 0 0 6  2 0 0 8  2 0 1 0

♦  Precio histórico 

— Pm]

A ños
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a 2 )  Para n = 5:

**'1.4-J-j.4 t m m

1995 9,36
1996 9,27

1997 8,68 43,44
0000O00 0,0001

1998 8,3 42,13 8,426 0,0159
1999 7,83 40,06 8,012 0,0331
2000 8,05 38,88 7,776 0,0751 ■
2001 7,2 37,59 7,518 0,1011
2002 7,5 36,46 7,292 0,0433
2003 7,01 35,41 7,082 0,0052
2004 6,7 35,71 7,142 0,1954
2005 7 36,28 7,256 0,0655
2006 7,5 36,9 7,38 0,0144
2007 8,07 38,2 7,64 0,1849
2008 7,63

2009 8

Total 0,7339

ECM 0,0667

0 7339
ECM  = —------ s  0,0667

15 -4

Promedio móvil con n = 5

10  -

9.5 ■ 

9 -

8.5 - 

8

7.5 

7

6.5 

6

+  Precio histórico 

  Pmj

i i ~i i i i i i
1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Años
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b) El ECM para n -  2 es de 0,0520 y para n -  5 es de 0,0667, lo que significa que 
tomar un promedio móvil a partir de una mayor cantidad de datos implica au
mentar el nivel de error que se comete en los pronósticos. Cuando se toman 
menos datos, la serie suavizada se parece más a la histórica, pero es mas difí
cil de evidenciar la tendencia de la misma.

c) La observación de los gráficos muestra que en el segundo caso (cuando to
mamos n = 5) se puede ver mejor la tendencia a largo plazo que cumple la se
rie, pero el primer caso pone en evidencia con mayor precisión las variaciones 
cíclicas de la serie.

Ejercicio 7.8. La siguiente tabla muestra la cantidad de reservas recibidas por una 
empresa hotelera durante los años 2004-2009.

a) Halle un índice estacional por medio del método de porcentaje medio.

b) Realice la representación gráfica correspondiente.

•S. "I '■* ̂
** é-'  ̂̂  ̂

ü i K : Mar. Abr. Ma. Jun. JflL Agos. Sept. Octu. Novi. Dki.

2004 1.800 1.600 1.640 1.300 1.200 1.000 1.300 1.200 1.250 1.090 1.400 1.600

2005 1.997 1.630 1.600 1.400 1.300 1.150 1.450 1.150 1.320 1.100 1.360 1.550

2006 1.970 1.720 1.000 1.430 1.420 900 1.425 1.230 1.360 1.190 1.450 1.350

2007 2.100 1.920 1.800 1.450 1.360 1.050 1.500 1.320 1.480 1.260 1.420 1.620

2008 2.000 1.880 1.750 1.500 1.230 800 1.550 1.350 1.400 1.320 1.600 1.700

2009 2.060 1.858 1.810 1.350 1.260 850 1.600 1.400 1.600 1.400 1.290 1.830

Respuesta

a) En la siguiente tabla se calcularon los promedios mensuales de cada año. Por 
ejemplo, para el año 2004 se sumaron las cantidades de todos los meses co
rrespondientes a ese año y se dividió el resultado por 12.

: í 2b» « }-v.-t ■>, s_
! 'Hifik -  ¡

'í a.*-..*,--;**'»

Total suma anual 16.380,0 17.007,0 16.445,0 18.280,0 18.080,0 18.308,0

Promedio mensual 1.365,0 1.417,3 1.370,4 1.523,3 1.506,7 1.525,7
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Una vez obtenido los valores promedio mensual de cada año, se dividen 
los datos históricos de cada mes por el promedio del año correspondiente 
para obtener la siguiente tabla, donde se expresan los resultados como por
centajes respecto de dichos promedios.

Como la suma de los porcentajes medios obtenidos en la última fila es 
1.200 %, es decir que el promedio de los porcentajes es 100 % (1.200% divi
dido por la cantidad de meses en el año), no es necesario realizar ajustes adi
cionales.

Finalmente, los valores de la fila inferior representan el índice estacional.

‘ «->■-« -•? f É m m > Jul.
* » V O» " V ' ' ”•

2004

2005

2006

2007

2008 

2009

131.9

140.9

143.8

137.9 

132,7 

135,0

117,2

115.0 

125,5

126.0

124.8

121.8

120,1

112,9

73,0

118,2

116,1

118,6

95.2 

98,8

104,3

95.2 

99,6 

88,5

87,9

91,7

103.6 

89,3

81.6 

82,6

73,3

81,1

65.7 

68,9 

53,1

55.7

95,2

102,3

104,0

98,5

102.9

104.9

87,9

81,1

89,8

86.7 

89,6

91.8

91,6

93.1

99.2

97.2 

92,9

104,9

79,9

77.6 

86,8

82.7 

87,6

91.8

102,6

96,0

105,8

93.2

106.2 

84,6

117.2 

109,4 

98,5

106.3 

112,8 

119,9

Sumas 
por mes

822,1 730,3 659,0 581,6 536,8 397,8 607,7 526,8 578,9 506,4 588,3 664,2

Porcent.
medio

137,0 121,7 109,8 96,9 89,5 66,3 101,3 87,8 96,5 84,4 98,0 110,7

Sumas
porcent.

1.200

b) El siguiente gráfico representa la variación estacional mediante el índice ob
tenido:

índice estacional

Meses

Porcentaje p rom ed io
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El siguiente gráfico representa la evolución de la variable a lo largo de los 
seis (6) años estudiados.

Tendencia y variación estacional

Meses

— Cant i dad de reservas m ensuales 

 ^ -------

E jercicio  7.9. La siguiente tabla muestra los datos correspondientes al número de 
ocupados, en miles de personas, en España durante el periodo 2005-2009 según la 
Encuesta de Población Activa (EPA) del Instituto Nacional de Estadística.

Evolución de los ocupados (miles) en España, periodo 2005-2009

Año Trimestre Ocupados
2007 3 20.510,60
2007 4 20.476,90
2008 1 20.402,30
2008 2 20.425,10
2008 3 20.346,30
2008 4 19.856,80
2009 1 19.090,80
2009 2 18.945,00
2009 3 18.870,20
2009 4 18.645,90

Año Trimestre Ocupados
2005 1 18.492,70
2005 2 18.894,90
2005 3 19.191,10
2005 4 19.314,30
2006 1 19.400,10
2006 2 19.693,10
2006 3 19.895,60
2006 4 20.001,80
2007 1 20.069,20
2007 2 20.367,30

F u e n te :  Encuesta de Población Activa. INE
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Obtener el índice estacional usando el método del porcentaje promedio móvil. 
Realice los gráficos correspondientes

Respuesta

En el siguiente cuadro se realizan una serie de pasos para llegar al índice buscado:

1. En la cuarta columna se calculan promedios móviles para 4 trimestres. Re
cordemos que estos datos aparecerían centrados en el periodo 2,5, 3,5, 4,5, .. 
si bien por convenio, al utilizar únicamente dichas medias móviles se suelen si
tuar en el periodo 2, 3, 4, ...

2. En la quinta columna se calculan los promedios móviles centrados, calculados 
como promedios móviles de los valores obtenidos en la columna anterior con 
n = 2. De esta manera, el primer promedio aparecería centrado en el periodo 3, 
ya que los datos utilizados se centraban en 2,5 y 3,5. El segundo se centra en 4 
y así sucesivamente.

4. Finalmente se dividen los valores mensuales reales por cada promedio móvil 
centrado y se expresa el resultado como porcentaje. Por ejemplo, el valor de 
100,55 se obtiene de multiplicar por 100 al cociente entre 19.191,10 y 
19.086,68. De esta manera se obtiene un nuevo valor de serie expresado como 
porcentaje sobre la media móvil.

- *<
2005

2005

2005

2005

2006 

2006 

2006 

2006 

2007 

2007

'¿s s s s f

18.492,70 

18.894,90

19.191.10

19.314.30

19.400.10

19.693.10

19.895,60 

20.001,80

20.069,20

20.367.30

18.973,25

19.200,10

19.399.65 

19.575,78

19.747.65 

19.914,93 

20.083,48 

20.237,23 

20.356,00

19.086,68

19.299,88

19.487.71

19.661.71 

19.831,29

19.999,20 

20.160,35

20.296,61

100.55 

100,07

99.55 

100,16 

100,32 

100,01

99.55 

100,35

(Continúa)
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(Continuación)

Ocupados ^(Pí-oinedio^:
s í b í l i i i í

2007 3 20.510,60
20.439,28

20397,64 100,55

2007 4 20.476,90
20.453,73

20.446,50 100,15

2008 1 20.402,30
20.412,65

20.433,19 99,85

2008 2 20.425,10
20.257,63

20.335,14 100,44

2008 3 20.346,30
19.929,75

20.093,69 101,26

2008 4 19.856,80
19.559,73

19.744,74 100,57

2009 1 19.090,80
19.190,70

19.375,21 98,53

2009

2009

2009

2

3

4

18.945,00

18.870,20

18.645,90

18.887,98
19.039,34 99,50

Ahora estamos en condiciones de calcular el índice estacional. El mismo resulta
rá de calcular el porcentaje promedio correspondiente a cada trimestre. Por ejemplo, 
para el primer trimestre se promedian los valores porcentuales correspondientes a di
cho trimestre en los diferentes años.

y  99,55 + 99,55 + 99,85 + 98,53A enero  --------------------------------
4

X trim estre 1 SS 99,37%

Como la suma de los porcentajes medios obtenidos en la última fila es diferente a 
400%, es decir que el promedio de los porcentajes no es 100% (400% dividido por la 
cantidad de trimestres en el año), es necesario realizar un ajuste en los porcentajes me
dios mensuales para llegar a dicha cifra. Dicho ajuste se encuentra en la tercera co
lumna del siguiente cuadro.

En el siguiente cuadro se detallan los índices obtenidos:
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dio ,. •-, í ̂  í  i  Porcentí

S g iilS S iS g
Trimestre 1 
Trimestre 2 
Trimestre 3 
Trimestre 4 

Suma

99,37
100,11

100,67
100,20

400,36

99,28
100,02

100,58
100,11

400

Q.DOO

101 -

100 -

99

índice estaciona!

Indice
estacional

2 3 4 5

Trim estres

Promedio móvil centrado

o.3OO

Trim estres
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E jercicio  7.11. Una empresa usa la suavización exponencial simple con coefi
ciente de alisado a  = 0,1 para predecir sus ventas. La predicción para la semana 1 
fue de 550 miles de euros, mientras que el valor real es de 500 miles de euros.

a) Pronosticar las ventas para la semana 2.

b) Suponiendo que las ventas para la semana 2, 3 ,4  y  5 son de 600,500,550 y 
525, pronostique las ventas para las semanas 3 ,4  y 5.

c) Valore los errores obtenidos.

Respuesta

Recordemos que el pronóstico para un suavizado exponencial simple se calcula 
como:

* , = Sm

siendo

S, = aSr( + ( l - a ) S M

En nuestro caso, tenemos:

S0 = 550 X =500

a) La predicción para la semana 2 será igual a Sv que según la fórmula será igual 
a:

x 2 = s i -  0,1^ + O,9S0 = 0,1 • 500 + 0,9 - 550 = 545

b) Las predicciones para las tres semanas restantes serán:

X 3  =  S 2 =  0 , l X 2  +  0,9$  -  0,1 ■ 600 + 0,9 • 545 = 550,5 

Í 4 = = 0,1X3 + 0>9S2 -  0,1 ■ 550 + 0,9 ■ 550,5 = 545,45

X 5  = S 4 = 0 , 1 X 4  + 0,9 S 3 = 0,1 ■ 550 + 0,9 ■ 545,5 = 545,905

c) Se muestran en la siguiente tabla los valores de ventas reales, los pronosticados 
por la serie suavizada y los errores obtenidos:
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Semana 1 500 550 -50 -10,00 2500,00
Semana 2 600 545 55 9,17 3025,00
Semana 3 500 550,5 -50,5 -10,10 2550,25
Semana 4 550 545,5 4,55 0,83 20,70
Semana 5 525 545,9 -20,905 -3,98 437,02
Total 8.532,97
Promedio 535,00 547,37 -12,37 2,82 1706,59

La Raíz del Error Cuadrático Medio toma el valor:

Error2 _ 18.532,97
RECM -

r  V 5 

El gráfico con la serie original y suavizada sería:

Alisado exponencial simple a = 0,1

= Vl-706,59 = 41,31

620-
600-
580-
560-
540-w
520-c

áS 500-
480-
460-i
440-

♦  Real 

——  Pronóstico

Semana 1 Semana 2 Semana 3 Semana 4 Sem ana 5 

Años

Lo idóneo en este caso sería considerar diferentes valores de a , y considerar 
aquel con el que se obtenga el menor Error Cuadrático Medio y/o el gráfico nos 
muestre el mejor ajuste.



Capítulo 8

INTRODUCCIÓN  
A  LA PROBABILIDAD

8.1. INTRODUCCIÓN. FENÓMENOS ALEATORIOS Y SUCESOS

En este capítulo desarrollaremos los conceptos básicos de la teoría de la proba
bilidad; estos conceptos son la base para abordar la inferencia estadística, es decir, 
para inferir datos a una población a partir de los resultados extraídos de una muestra 
de la misma, lo que se aborda en el resto de asignaturas de la materia de Métodos 
Cuantitativos para la Empresa, en la Estadística Empresarial.

Uno de los objetivos de la ciencia consiste en describir y predecir sucesos que 
ocurren a nuestro alrededor de forma cotidiana. Una manera de hacerlo es mediante la 
construcción de modelos matemáticos.

Dado el nivel básico de este libro no entraremos en detalles sobre estos modelos 
matemáticos, conocidos como distribuciones de probabilidad, baste saber que la 
más habitual de estas distribuciones es la denominada Distribución Normal o de 
Gauss, y que a ella se ajustan buena parte de los fenómenos naturales, económicos y 
sociales.

En los fenómenos naturales existen patrones de comportamiento que se deno
minan determinísticos (la hora de salida o puesta del sol, la fuerza con la que cae al 
suelo un objeto de un Kg. de peso atraído por la gravedad, el resultado de la unión 
en laboratorio de dos moléculas de oxígeno con una de hidrógeno, etc.; estos 
comportamientos están determinados por leyes más o menos complejas descubier
tas por el hombre (las leyes sobre el movimiento de los astros, la ley de la gravedad, 
etc.).

En otros casos, no se conoce o no es posible predecir los comportamientos del su
ceso en cuestión; así, por ejemplo, no nos resulta posible predecir el resultado de un 
partido de fútbol o saber el resultado del lanzamiento de un dado, etc.

Se dice que un suceso es de carácter determinístico cuando al repetirlo en idén
ticas condiciones da siempre el mismo resultado y que es de carácter aleatorio 
cuando al reproducirlo en las mismas condiciones no siempre se obtiene un mismo 
resultado.

Los resultados de los experimentos o sucesos determinísticos se «predicen» apli
cando el modelo o fórmula matemática que los regula; para predecir los sucesos ale
atorios, al no existir la ecuación que los determine con total exactitud o ser excesiva
mente compleja, es necesario un procedimiento que «aproxime» el resultado 
satisfactoriamente mediante un modelo matemático relativamente sencillo; este es el 
cometido de la teoría de la probabilidad.
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Establecemos a continuación un conjunto de definiciones, necesarias para abordar 
este cometido16:

— Experimentos o fenómenos aleatorios son los que al repetirlos bajo análogas 
condiciones, no se puede predecir el resultado que se va a obtener porque éste 
depende del azar; se verifican tres condiciones:
1. Se puede repetir indefinidamente en las mismas condiciones.
2. Antes de realizarlo, no se puede predecir el resultado que se va a obtener.
3. El resultado que se obtenga, ev ev  ..., en pertenece a un conjunto conocido 

previamente de resultados posibles E (ev ev  ..., e e  E).
A cada uno de los resultados posibles ev ev  ..., en se le denomina suceso ele
mental; también se les llama resultado básico, elemental, comportamiento 
individual o punto muestrai.

—  Espacio muestrai o espacio de comportamientos, es el conjunto formado por 
todos los sucesos o resultados posibles de un experimento aleatorio. Se de
signa por E o Q ;  para el lanzamiento de un dado, el espacio muestrai E, será 
E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, para el lanzamiento de una moneda, E -  {Cara, Cruz}; 
si E  tiene un número finito, n, de elementos, el número de sucesos de E  es 2n.

Se denomina suceso aleatorio a cualquier subconjunto de E; suele denotarse 
con letras mayúsculas A, B,... Al conjunto de todos los sucesos que ocurren en un ex
perimento aleatorio se le llama espacio de sucesos y se designa por S.

Ejemplo:

— Experimento aleatorio: lanzamiento de dos dados al aire y anotar la suma de 
las dos puntuaciones obtenidas.

— Espacio muestrai: E  = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}.

— Suceso aleatorio:
que la suma obtenida sea mayor o igual 8: A= {8,9, 10, 11,12}
que la suma sea múltiplo de 3: B= {3, 6, 9, 12}
etc.

Tipos de sucesos aleatorios; pueden ser de varios tipos:

—  Sucesos elementales son los que están formados por un solo resultado del ex
perimento, Por ejemplo, que el resultado de la suma de los dados sea igual a 10.

16 El alumno que no tenga suficientes nociones del álgebra de sucesos y de la teoría de la probabilidad 
debe repasar un Manual en el que se expliquen con mayor detalle estas definiciones y conceptos. Ver, por 
ejemplo, Casas Sánchez y Santos Peñas Introducción a la Estadística para Economía y  Administración de 
Empresas. Ed. Centro de Estudios Ramón Areces. 1995.
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—  Sucesos compuestos son los que están formados por dos o más resultados del 
experimento, es decir, por dos o más sucesos elementales. Como ejemplo, los 
sucesos A y B definidos.

— Suceso seguro es el que ocurre siempre que se realice el experimento alea
torio. Está formado por todos los resultados posibles del experimento y, por 
tanto, coincide con el espacio muestral; al tirar los dos dados y anotar la
suma, el suceso seguro E es que el resultado sea mayor o igual a 2 y  menor
o igual a 12.

— Suceso vacío imposible es el que nunca se verifica. Se representa por 0 . En 
nuestro ejemplo, cualquier valor menor que 2 y mayor que 12.

Sistema completo de sucesos: Se dice que un conjunto de sucesos A v A 2, ... An, 
constituyen un sistema completo cuando se verifica que:

—  A, u A  u  ... A - E1 2 n
—  A( u A 2 u  ... An son incompatibles 2 a 2.

Operaciones con sucesos

Ifilífillil; ■£ ?- ■?>- ̂  í.''? ”"vt- 1 Vl'

A u £ Es el suceso formado por todos los elementos 
de A y todos los elementos de B (suceso que se 
verifica cuando se realiza A ó B).

í ü l - í f e S S í i l i S -
" íí- ílf j*  - íí ? * * :

A n B Es el suceso formado por todos los elementos 
que son, a la vez, de A y de B (suceso que se ve
rifica cuando se realizan simultáneamente los 
sucesos A y B).

¡ Í J í í í i f é s S íT ?  i t í í í  
f S l S i i í r í í í í a i l í S

A -B Es el suceso formado por todos los elementos 
de A que no son de B (suceso que se verifica 
cuando se verifica A y no se verifica B).

ilillílifsSl
A
Á = E - A

Dado un suceso A, denotaremos mediante A 
al suceso que se verifica cuando no se verifica 
A; por ende, se verifica que A u  A = E y 
A n A  = ®.

ííJt
í A n B = 0 Dos sucesos A y B, se llaman incompatibles 

cuando no tienen ningún elemento común.

S 5 tS ~ ÍÍ3 íl |í9 3 # S íB J :
I S S f J t l a S l í í í I S í í

A A B Dados dos sucesos A y  B, denotaremos mediante 
A A B al suceso que se verifica cuando o bien se 
verifica A y no se verifica B, o bien se verifica B 
y no se verifica A.

i -  , ------
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Propiedades de los sucesos

Propiedad Unión Intersección
Conmutativa A u S  = B k j A A n B = B n A

Asociativa A u ( B u C )  = ( A u S ) u C A n ( B n C )  = ( A n B ) n C

Idempotente A u A  =A A n A  ~ A

Simplificación A u ( f i n A ) = A A n ( B u A ) = A

Distributiva Au ( S nC)  = {Au5)n(AuC) An ( 5 u C)  = (AnS)u(A nC)
Elemento neutro A u 0 = A A n E  =  A

Absorción A \ j E  =  E A  n  0  = 0

Leyes de Morgan

El suceso contrario de la unión 
de dos sucesos es la intersección 
de sus sucesos contrarios:

A u B  = A  r B

El suceso contrario de la intersección 
de dos sucesos es la unión de sus su
cesos contrarios:

A n B  = A  u B

Álgebra de Sucesos

El álgebra de sucesos S es una familia de sucesos definida mediante los siguientes 
axiomas:

— A xiom aIo: f í e  5.
— Axioma 2o: Si A, B e  S, entonces A u B e  S.
—  Axioma 3o: Si A € S, entonces A e  S.

8.2. DEFINICIÓN DE PROBABILIDAD

El concepto y definición de probabilidad ha variado con el desarrollo histórico de 
la teoría; las tres definiciones históricas de este término son la clásica, la frecuencial y 
la axiomática; sinteticemos su significado:

a) Probabilidad clásica o a  priori: es una probabilidad inicial. Por ejemplo, an
tes de lanzar una moneda al aire, se supone que la probabilidad de que salga 
cara va a ser igual a Vi, de igual forma, podría decirse que si un dado se arroja 
muchas veces la probabilidad de obtener un uno o un dos será de 2/6, ya que 
este suceso puede aparecer 2 veces de 6. Esta probabilidad se define de dos 
formas equivalentes:

Si un suceso puede ocurrir de n maneras mutuamente excluyentes e igual
mente verosímiles y  si nA de éstas poseen un atributo A, la probabilidad de A 
es la fracción nA/n.
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Regla de Laplace: la probabilidad de un suceso aleatorio S¡ es el cocien
te entre el número de casos favorables y  el número de casos o elementos po
sibles del experimento.

n/ A ̂  Número de resultados favorables a S¡
Número de resultados posibles de E

Un experimento aleatorio se caracteriza porque repetido muchas veces y 
en idénticas condiciones este cociente tiende a un número fijo. Esta propiedad 
es conocida como ley de los grandes núm eros, establecida por Jakob 
Bernouilli.

Esta definición presenta algunos inconvenientes: el primero es que consi
dera todos los sucesos igual de probables, lo que no siempre ocurre en la na
turaleza; el segundo es tenemos que realizar el experimento un gran número de 
veces para obtener el valor aproximado de la probabilidad; tampoco es posible 
aplicarla en múltiples sucesos aleatorios, como obtener la probabilidad de 
que una persona muera antes de una determinada edad, que un determinado in
dividuo sufra un accidente de tráfico, etc.; por ello se avanzó hacia los si
guientes conceptos de probabilidad.

b) Probabilidad a posteriori o frecuencial: es una probabilidad experimental. 
Por ejemplo, si sospechamos que un dado no está equilibrado, la única mane
ra de probar esta sospecha es arrojándolo muchas veces y observar si la fre
cuencia relativa de obtener un uno se aproxima a un sexto.

La probabilidad a posteriori se define como el límite de la frecuencia re
lativa cuando el número de experimentos realizados tiende a infinito, y se 
enuncia formalmente de la siguiente manera:

P(A) = lim —n

Donde

A : Es el suceso cuya probabilidad se desea obtener.
n: Es el número de veces que se repite el experimento (lanzamiento 

del dado).
nA: Es el número de veces que aparece el resultado A.
nA/n: Es la frecuencia relativa.
lím: Es el límite de la frecuencia relativa a medida que el número de lan

zamientos se aproxima a infinito.

Para este concepto de probabilidad hemos tenido que introducir el con
cepto matemático de límite; con ello se resuelve el segundo de los inconve
nientes que aporta la definición anterior, pero no el primero, ya que se siguen 
considerando todos los sucesos como equiprobables.
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c) Probabilidad axiomática: este concepto de probabilidad basado en un con
junto de axiomas, que formulamos de la siguiente forma:

Sea S un espacio muestrai (conjunto de todos los posibles sucesos de un 
determinado experimento) y A un determinado suceso de S (cualquier ele
mento o subconjunto de S), diremos que P es una función de probabilidad en 
el espacio muestrai S si se satisfacen los tres axiomas siguientes:

— Axioma 1. P(A) es un número real tal que P(A )> 0  para todo suceso A 
de S, es decir, la probabilidad de cualquier suceso en un experimento 
es siempre mayor o igual que 0.

— Axioma 2. P(S) = 1, es decir, la probabilidad de todos los sucesos po
sibles de un experimento es igual a 1.

— Axioma 3. Si A, B, C , e s  una sucesión de sucesos mutuamente ex- 
cluyentes de S, la probabilidad asociada a la unión de todos ellos 
(que en un experimento ocurra cualquiera de ellos) es igual a la suma 
de sus probabilidades.

P(A u  B u  C) =  P(A) + P(B) + P(C)

De estos tres axiomas se deducen los siguientes teoremas:

—  Teorema 1. Si definimos el suceso complementario de A, A , como 
aquel que está formado por todos los puntos o sucesos del espacio 
muestrai S  que no están en A, entonces la probabilidad de A será igual 
a:

P ( A )  = 1 -  P(A)

—  Teorema 2. Sea A un suceso de S. Siempre se verifica que la probabi
lidad de que ocurra está comprendida entre 0 y uno:

0 < P(A) < 1

— Teorema 3. Si 0 es el suceso nulo, entonces se verifica que: P(0) = 0, 
ya que 0 es el suceso complementario de S.

Estos tres teoremas dan lugar a un conjunto de propiedades que permiten abordar 
la mayor parte de los problemas que plantea el cálculo de la probabilidad de que ocu
rra un fenómeno aleatorio; las principales son las siguientes:
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1. P(A) = 1 -  P(A).

2. P(0)  = 0.

3. Si A está contenida en B (A c  B) entonces:

a) P(B) = P(A) + P(A-B) .

b )  P(A) <  P(B)

4. Si A ,, A2, . . Ak, son incompatibles dos a dos, entonces:

P(AX c A j U  ... KjAk)= P(A i) + P{A1) + ... +P(Ak)

5. Propiedad de la Unión:

P(A u  B) = P(A) * P(B) -  P(A n  B).

6. Si el espacio muestral E es finito y un sucesos es A = {jfj, x2, xK}, en
tonces:

P(A) = P(xi) + P(x2) + . . .+P(xK)

Veamos algunos ejemplos de probabilidad:

Ejemplo 8.1. Supongamos que hacemos sucesivas tiradas de un dado de 6 caras y 
queremos saber la probabilidad de obtener un 5 o un 6.

Tendremos:

Casos favorables (S.): dos (5 y 6).

Casos posibles (E): seis (1, 2, 3 ,4 , 5, 6).

POS.) del suceso será 2/6 = 1/3 = 33,3%

Es decir que cada 3 veces que tiremos obtendremos o un 5 o un 6 como resultado.
Es evidente que si sólo tiramos 3 veces no tendremos asegurado la obtención de 

alguno de estos dos números; la probabilidad sólo nos indica que si tiramos el 
dado muchísimas veces un 33,3% de ellas obtendremos alguno de los números 
buscados.

Si elaboramos una tabla de resultados con estos 30 intentos, podríamos ob
tener:



446____________ ESTADÍSTICA PARA ADMINISTRACIÓN Y DIRECCIÓN DE EMPRESAS

3 íSg|S|S3 |
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i 5 1 1
2 3 1 0,5
3 4 1 0,33333333
4 5 2 0,5

5 2 2 0,4

6 4 2 0,33333333
7 3 2 0,28571429
8 5 3 0,375
9 6 4 0,44444444

10 1 4 0,4

11 1 4 0,36363636
12 3 4 0,33333333

13 4 4 0,30769231
14 5 5 0,35714286
15 6 6 0,4

16 2 6 0,375
17 3 6 0,35294118
18 1 6 0,33333333
19 2 6 0,31578947
20 3 6 0,3
21 4 6 0,28571429
22 5 7 0,31818182
23 6 8 0,34782609
24 5 9 0,375
25 4 9 0,36
26 4 9 0,34615385
27 3 9 0,33333333
28 6 10 0,35714286
29 5 11 0,37931034
30 4 11 0,36666667
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Si representamos gráficamente los resultados de 30 intentos obtenemos lo si
guiente:

G rá fico  8.1. P ro b a b ilid a d  de éx itos .

N.° de tiradast

Constatándose que los resultados tienden a estabilizarse en tomo al 0,33.

Ejemplo 8.2. Considere el experimento de tirar un dado y ver qué número sale. 
Sean los Sucesos: A = que salga un número par, y B = que salga un número mayor o 
igual que 3.

Hallar:

a) P(A).

b) P(B).

c) P ( A n B ) .

d) P ( A u B ) .

Sabemos que:

A = {2, 4, 6} números pares del dado, y 

B  = {3,4, 5, 6} números mayores que 3 del dado.

Para hallar las probabilidades pedidas usaremos la definición clásica.

, Número de resultados favorables a AP(A)  ---------------------------------------------
Número de resultados posibles
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4 2b) De forma análoga: P(B) = — =

2 Ic) Como A n  B = {4,6}, entonces P(A C\B) = — -  —
6 3

d) Para calcular P(A u  B ) usamos la propiedad de la unión:

P(A u B )  = P(A) + P(B) -  P(A n  B)

y tendremos:

P(AUB) = -  + -  + -  => P(AUB) = -
2 3 3 6

Para verificar este resultado podemos hallar:

á u f í = { 2 ,  3 ,4 , 5,6}, y de ahí: P(AUB)  = —
6

8.3. PROBABILIDAD CONDICIONADA. TEOREMA DE BAYES

La probabilidad condicionada permite asignar probabilidades introduciendo in
formaciones previas acerca del experimento o ciertas creencias subjetivas que se dis
pongan sobre el mismo.

Veamos varios conceptos y definiciones de interés:

Probabilidad Condicionada

Dados dos sucesos A y  B, con P (B) > 0, se define la Probabilidad Condicionada 
de A  (Probabilidad de A  condicionada a que haya ocurrido el suceso B), como:

Sucesos dependientes e independientes

Dos sucesos A y B se dice que son independientes si p(A) =p(AIB). En caso con
trario, p(A) ^  p(A/B), se dice que son dependientes.
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Probabilidad de la intersección o probabilidad compuesta:

— Si los sucesos son dependientes P (A n  B) = P(A) • P(B/A) =P (B) ■ P (AIB).

— Si los sucesos son independientes P (A n B )  = P (A) ■ P  (B).

Ejemplo: si al extraer dos cartas de una baraja lo hacemos cbn devolución tendremos 
dos sucesos independientes, P (A n  B) -  P(A) ■ P(B) pero si lo hacemos sin devolu
ción ahora si son dependientes P (A n B ) ~  P (A) ■ P  (B/A).

Teorema de la probabilidad total

Sea un sistema completo de sucesos (eventos exhaustivos y mutuamente exclu- 
yentes Av A2,An e E  tales que A. n  A. = ([> si i & j  y que P (A.) > 0 Para todo «i») y 
sea un suceso B tal que P (B/A) sea conocida, entonces:

Expresión que es conocida como la Fórmula de la Probabilidad Total.

La Regla de Bayes

Sea Av Av. .., An, un sistema completo de sucesos, tal que:

A¿nAj=<J) Vi,j, i * j ,  i = l,2,...,n, j  = i,2,...,n

Entonces para cualquier evento B, por el Teorema de la probabilidad total, se tie
ne que:

Sustituyendo en la expresión siguiente los valores de P(B) y P ( A n B )  por las ex
presiones derivadas en [1] y en [2] obtenemos:

P (B) = P (B n A )  + P (B n A 2) + ........=

P(B) = P(AX) P(B/AX) + P(A2) P(B/A2) + ... + P(AJP(B/AJ [1]

Por otra parte, dado que:
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Que es la denominada Regla de Bayes para el cálculo de la probabilidad condi
cional.

Ejemplo 8.3. En una determinada región, existen dos empresas de fabricación de tur
binas eléctricas, suministrando cada una el 75% y 25% de la demanda respectiva
mente.

Por otra parte, se sabe que sólo el 80% de las turbinas de la empresa 1 pasan los 
controles de calidad establecidos, mientras que en el caso de la empresa 2 dicho 
porcentaje se eleva al 95%.

Conociendo que una determinada turbina cumple las normas de calidad, calcular 
la probabilidad de que haya sido producida por la empresa 1.

Solución:

Lo primero que haremos será definir los sucesos que entran a formar parte de la 
probabilidad a calcular. Así, definimos los siguientes:

—  Ay  La turbina ha sido producida por la primera empresa.
—  A2: La turbina ha sido producida por la segunda empresa.
—  B : La turbina se ajusta a los controles de calidad.

La probabilidad que deseamos calcular es:

PiAJB)

Del enunciado del problema, conocemos:

P(A,) = 0,75 P(A2) = 0,25 
P(B!AX) = 0,8 P(BiA2) = 0,95

Luego la probabilidad de que una turbina cumpla con los controles de calidad 
será:

P(B) = P(A¿ PiBIAj) -i- P(A2) P(BIA2) = 0,75 ■ 0,8 + 0,25 • 0,95 = 0,8375

Por el teorema de Bayes sabemos que:

P (A /B ). 7 W W = O H 7 5 , 0|7164 

J p í s /AWA,.) ° ’8375
;= i

Análogamente, la probabilidad de que fuera de la empresa 2 será:
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P{A2 IB) = - f (g/A 2)P(A^  = 0,9 5 = 0,2836 = 1 -  PÍA, IB) 

. 0,8375

Las fórmulas de Bayes resultan de utilidad cuando un suceso B  puede ocurrir bajo 
una de las hipótesis Av Av  ... , An, de las cuales tenemos sus probabilidades P(AX), 
P{A2) , ..., P(A ) y además bajo las distintas hipótesis A., se conoce también la proba
bilidad P(B!A), i = 1, 2 n.

Por tanto, la fórmula de Bayes nos permite el cálculo de las probabilidades de 
cada una de estas hipótesis A., suponiendo que B ha ocurrido.

Ejemplo 8.4. Se tienen dos urnas con bolas rojas y blancas distribuidas de la si
guiente manera:

A. Urna 1: 3 Rojas y 2 blancas
B. Urna 2: 2 Rojas y  3 blancas

Se extrae una bola de la urna 2 y se introduce en la urna 1. Si al extraer una bola 
de la urna 1, esta es blanca, ¿Cuál es la probabilidad de que la bola trasladada sea 
blanca también?

Solución:

Para calcular la probabilidad pedida, definimos los eventos:

B2: Que la bola trasladada de la urna 2 a la urna 1 sea blanca.
R2: Que la bola trasladada de la urna 2 a la urna 1 sea roja.
B : Que la bola extraída de la urna 1 sea blanca.

Como lo que nos interesa calcular es la probabilidad de que la bola trasladada de 
la urna 2 a la urna 1 sea blanca, si la bola extraída de la urna 1 es blanca, esta es la 
probabilidad PiBJB,) que de acuerdo con la definición de probabilidad condicional es:

p (b 2d b 1)
P(BA

Para calcular las probabilidades que aparecen en el numerador y denominador de 
esta expresión, analicemos los datos que suministra el problema.

Las hipótesis que hemos establecido son: que la bola trasladada de la urna 2 a la 
urna 1 sea blanca (B2) y  que la bola trasladada de la urna 2 a la urna 1 sea roja (R2).

Bajo esta hipótesis se realiza la extracción de la bola de la urna 1. Las probabili
dades de estas hipótesis son:
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n B 2) = |  y P(R2) = j

Para calcular la probabilidad de que la bola extraída de la urna 1 sea blanca, hay 
que considerar además las probabilidades condicionales P{BJB¿) y PiBJRJ  ya que 
trasladar una bola de un color u otro, altera consecuentemente la urna 1.

Calculemos entonces:

P(Bt /B2) = | - I  y í>(S,/*2) = ^  = i

Estamos en condiciones de calcular, utilizando la regla de la probabilidad total, la 
probabilidad de B v que aparece en el denominador de la probabilidad P(BJB,) según 
pide el problema.

P(fi,) = P(BJB2) P(B2) + PiBJRJ P(R2)

Sustituyendo los valores correspondientes:

1 3  1 2  3 2
P(R) = - x -  + - x - -----+ ------ 0.40

1 2 5 3 5 10 15

Y la probabilidad del numerador será:
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8 .4 . E je r c ic io s

Sobre probabilidad

 ^  -

E jercic io  8.1. Defina el espacio de resultados de los siguientes experimentos:

a) Tirar un dado.

b) Tirar una moneda dos veces. Llamemos C = cara y S = cruz.
c) Número de llamadas a una centralita telefónica de una compañía aérea du

rante un día.
d) Se extrae una revista de una línea publicitaria de viajes y se la pesa para efec

tuar un control. Se sabe que el peso no debe exceder de los 250gr.

Respuesta

a) S= {  1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 1 .

b) S={CC,CS,SC,SS \ .

c) S = {0, 1 ,2 ,3 ,...} .

d) S = { x  g  91/0  < x <  250}.

 ---------

Ejercicio 8.2. Se está llevando a cabo una auditoría de los servicios de mes nuevas 
compañías de alquiler de automóviles, seleccionados dentro de cierta área geográfi
ca del país. Cada compañía auditada se marca con una H si todas las quejas sobre el 
servicio fueron resueltas en menos de dos días 7 se marca con una T en caso contra
rio. Defina el espacio muestral.

Respuesta

Los resultados posibles son:

S = {HHH, HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH, T U }

 ---------
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E jercicio  8.3. Dados los siguientes experimentos aleatorios, indique el espacio 
maestral para cada uno:

a) Se observa la cantidad de vuelos suspendidos durante una semana.

b) Se lanza un dado dos veces.

c) Se lanza una moneda hasta que salga cara (c = cara, s = cruz).

Respuesta

a) S = {  0, 1 ,2 ,3 ,4 , ...}.

b) S = {(1,1)(1,2)(1,3)(1,4)(1,5)(1,6)(2,1)(2,2)... (6,1)(6,2)(6,3)(6,4)(6,5)(6,6)}.

c) S  = (c, se, ssc, ssse, ssssc, sssssc, ...}.

E jercicio  8.4. Identifique los siguientes sucesos:

a) Al tirar un dado: A = que salga un número par; B = que salga un número 
mayor o igual que 3.

b) En el resultado del ejercicio 8.2.: A = se obtiene exactamente una H; B = no 
se obtiene ninguna H.

Respuesta

a) A = {2, 4, 6}.

B = {3,4, 5,6}.

b) A  = {H IT , THT, TTH).

B = {ITT}.

 ^

Ejercicio 8.5. Al instalar sistemas de ordenadores, se ha observado que el 16% de 
los equipos recién fabricados presentan exactamente un defecto, el 4% tiene exacta
mente dos defectos y el 1% tiene exactamente tres o más defectos. ¿Cuál es la pro
babilidad de que un equipo seleccionado al azar no tenga ningún defecto?
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Respuesta

El suceso «0 defectos», tiene por complementario el suceso « lo  más defectos». 
Luego

P{0 defectos) = 1 -P {  1 o más defectos)

Por otro lado:

P( 1 o más defectos) = ^(exactamente 1 defecto u  
u  exactamente 2 defectos u  exactamente 3 o más defectos)

Como estos sucesos son disjuntos (es decir, tienen intersección vacía), obtenemos:

P(l o más defectos) = inexactamente 1 defecto) +
+ P(exactamente 2 defectos) + /^exactamente 3 o más defectos) =

= 0,16 -i- 0,04 + 0,01 = 0,21

Concluimos que:

P (0 defectos) = 1 ~P (  1 o más defectos) = 1 -  0,21 = 0,79

 ^ ---------

E jercicio  8.6. En un grupo de 20 personas hay 8 mujeres y  12 varones; 15 fuma
dores y 6 personas que no estudian carreras universitarias. Se elige una persona al 
azar del grupo, halle la probabilidad de elegir:

a) Una mujer.
b) Un fumador.
c) Una persona que estudie una carrera universitaria.

Respuesta

a) P(Mujer) = 8/20 = 2/5.

b) P(Fumador) = 15/20 = 3/4.

c) /^Universitario) = 14/20 = 7/10.

 ^
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Ejercicio 8.7. Considere el experimento aleatorio que consiste en lanzar dos mo
nedas. El espacio muestral es: S = {C C , CS, SC, SS). Se define la variable aleatoria 
X  = número de caras al tirar dos monedas. ¿Qué valores toma X?

Respuesta

X(CC) = 2.

X(CS) = 1.

X(SC) = 1.

X(SS) = 0.

—  ^  —

Ejercicio 8.8. A continuación describa los recorridos de distintas variables aleatorias.

a) Y: número de personas con cuenta corriente en cierto banco.

b) Z: tiempo transcurrido entre dos llamadas telefónicas consecutivas al centro 
de reservas de una línea aérea.

Respuesta

a) Ry = {0,1, 2, ...}.

b) Rz = { te  9 i/? > 0 } .

 ^ -------

Ejercicio 8.9. Una compañía de alquiler de automóviles posee la siguiente infor
mación, correspondiente a la distribución de sus ingresos semanales sobre un total de 
500 clientes:

¿ ̂   ̂« i W
1% «Sí í  4  '>£ * f*  '?■'

150-250 40
250-350 80
350-450 230
450-550 100
550-650 30
650-750 20

Total 500
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Calcule la probabilidad de que un ingreso por alquiler esté comprendido entre 
250 y 350 euros. (Nota: asimile el concepto de probabilidad al de frecuencia relativa).

Respuesta

5

150-250 40 0,08

250-350 80 0,16

350-450 230 0,46

450-550 100 0,20

550-650 30 0,06

650-750 20 0,04

Total 500

En consecuencia: P (ganar entre 250 y 350) = 0,16.

E jercic io  8.10. La siguiente información corresponde a los alumnos de la Facul
tad de Ciencias Económicas y Empresariales clasificados por sexo y área de estudio 
de mayor interés. Esta tabla fue confeccionada a partir de una muestra aleatoria de 
837 estudiantes.

Á rea de interés
Sexo

Varones M ujeres

Indecisos 51 29

Turismo 268 145

Economía 107 42

Administración 65 21

Impuestos 29 13

Estadística 36 25

Otros 5 1

Total 561 276
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Si se selecciona un estudiante al azar, determine cuál es la probabilidad de que:

a) Sea mujer.

b) Le interese el área de Administración.

c) No tenga un área de interés bien definida.

Respuesta

a) P(mujer) = 276/837 = 0,329.

b) P(le interesa el área de administración) = 86/837 -  0,103.

c) P(no tenga un área definida) = 80/837 = 0,096.

 ---------

E jercicio  8.11. Un curso de turismo internacional tiene 80 alumnos varones y 30 
alumnas mujeres. Si se considera el experimento de seleccionar un estudiante al 
azar de esta clase, determine:

a) P(de que sea elegido un varón).

b) P(de que sea elegida una mujer).

c) P(de que sea elegido un varón o una mujer).

d) Si se simboliza como A = que sea varón y B = que sea mujer, ¿son A y  B su
cesos mutuamente excluyentes?

Respuesta

a) /'(varón) = 50/80 = 0,625.

b) P(mujer) = 30/80 = 0,375.

c) P(de que sea elegido un varón o una mujer) = 1.

d) A y B son mutuamente excluyentes pues si se elige un solo individuo puede ser 
solamente varón o mujer pero no ambos a la vez.
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E jercicio  8.12. Un gerente comercial, analizando 90 fichas de clientes, encontró 
la siguiente información con respecto al hábito de fumar:

rí;. z * ■***.*■■** ̂  3 i  i ;
- “ « -v C -I j .H 5 í * * -* t i  í

Menos de 10 10
Entre 10 y 20 30
Más de 20 50

Sean los sucesos:

A: Cliente que fuma menos de 10 cigarrillos diarios.

B: Cliente que fuma entre 10 y 20 cigarrillos diarios.

C: Cliente que fuma más de 20 cigarrillos diarios.

Calcule:

a) P(A).

b) P(B).

c) P(C).

d) P(A u  B).

e) P íA u C ).

f) P ÍB uC J.

Respuesta

a) P(A) = 10/90 = 0,111.

b) P(B) = 30/90 = 0,333.

c) P(C) = 50/90 = 0,556.

d) P{A u ü )  = P(A) + P{B) = 10/90 + 30/90 = 40/90 = 0,444.

e) P{A u C )  = P{A) + P(C) = 10/90 + 50/90 = 60/90 = 0,667.

f)  P(B u  C) = P(B) -f- P(C) = 30/90 + 50/90 = 80/90 = 0,889.
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Ejercicio 8.13. La inspección de un conjunto de habitaciones seleccionadas por 
un gerente de recursos humanos de un hotel dio como resultado que 10 habitaciones 
se ajustaban a las especificaciones requeridas, 4 tenían pequeños defectos y  2 tenían 
defectos graves.

Si dentro de ese conjunto, se elige una habitación al azar, ¿cuál es la probabilidad 
de que:

a) No tenga defectos.
b) Tenga defecto.
c) Tenga un defecto grave.
d) No tenga defecto o tenga un defecto grave?

Represente los sucesos de la siguiente manera:

A: no tenga defecto.
B: tenga defectos pequeños.
C: tenga defectos graves.

Respuesta

a) P(A) = 10/16 = 0,625.

b) P(B u V ) = P(B) + P(C) = 4 /16  + 2 /16 = 6 /16 = 0,375.

^(tenga defectos) -  1 -  P(no tenga defectos) = 1 -  P(A) = 1 -  0,625 = 0,375.

c) P(C) = 2 1 16 = 0,125.

d) P(A u C )  = P(A) + P(C) = 10/16 + 2 /16 = 12/16 = 0,75.

 ---------

Ejercicio 8.14. Durante un control de calidad de una compañía se observó que en 
un grupo de 150 empleados analizados 35 presentaban problemas de visión. Si entre 
todos los empleados, elegimos uno al azar, calcule:

a) la probabilidad de que presente problemas visuales (V)
b) la probabilidad de que no presente problemas visuales (V).

Respuesta

a) /^(problemas visuales) = P(V) = 35/150 = 0,233.

b) P(V) = 1 -P (V ) = 1 -0 ,233  = 0,767.

 ---------
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Ejercicio  8.15. Una encuesta de opinión, cuyo objetivo era estimar la preferencia 
de los turistas sobre 3 destinos diferentes durante el verano de 2002 arrojó los si
guientes resultados:

 ̂ ?' ' ■> r- -■=*-"■ c.«•>- »■ Des S --- -v ^  -v
« m e t e t e  t e t e 't e

/eneuestadós
S i t e s

t ü i l s S i

18-30 
31-50 
Más de 50

58
80
71

89
99
75

35
40
30

182
219
176

Total 209 263 105 577

Si se selecciona un turista al azar, de entre los 577 encuestados, calcule la pro
babilidad de que:

a) El turista prefiera el destino A.

b) El turista tenga más de 50 años.

c) El turista tenga entre 18 y 30 años o prefiera el destino B.

Respuesta

a) /(prefieran!) = 209/577 -  0,362.

b) /(m ás de 50 años) = 176/577 = 0,305.

c) / ( tenga entre 18 y 30 años o prefiera B) = /'(tenga entre 18 y 30 años) + 
/'(prefiera B ) -  /(ten g a  entre 18 y 30 años y prefiera B) = 182/577 + 
263/577 -  89/577 = 356/577= 0,617.

E jerc ic io  8.16. Un investigador en turismo clasificó a 8.766 clientes conside
rando su último destino para las vacaciones y el tipo de transporte que utilizó 
para alcanzar dicho destino. Los resultados obtenidos están resumidos en la si
guiente tabla:
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* ~  '<•.* *  " -i.»-,.'.., í.' í> -* s i» Í- !*■•■¥ «i -í

¥  A  A  •» -X y- ,

“ p  fóyant;
xV -  ̂  *>,. xrr >  'Tn

z - t m m A z
x a  .? ;sv « A - Í !

V. T q *  jj l V
?' :< x  *  y ... = ̂

T. terrestre (O) 
T. aéreo (A)
T. marítimo (B)

983
679
134

383
416
84

2.892
2.625

570

4.258
3.720

788

Total 1.796 883 6.087 8.766

Si en esta muestra se selecciona un cliente al azar, cuál es la probabilidad de que:

a) Haya usado el transporte tipo A.

b) No haya elegido como destino la montaña o la playa.

c) Pertenezca al grupo B o haya elegido como destino la playa.

d) Haya elegido como destino la montaña o pertenezca al grupo O.

Respuesta

a) P(A) = 3.720/8.766 = 0,424.

b) P (otro destino) = 6.087/8.766 -  0,694.

c) /'(pertenezca al grupo B o haya elegido como destino la playa) = /'(pertenez
ca al grupo B u  haya elegido como destino la playa) = /'(pertenezca al grupo 
B) + P (haya elegido como destino la playa) -  /'(pertenezca al grupo B y  haya 
elegido como destino la playa) = 788/8.766 + 883/8.766 -  84/8766 = 
1.587/8.766 = 0,181.

d) P (haya elegido como destino la montaña o pertenezca al grupo O) = P(haya 
elegido como destino la montaña u  pertenezca al grupo O) = /'(haya elegido 
como destino la montaña) + /'(pertenezca al grupo O) -  /'(haya elegido como 
destino la montaña y pertenezca al grupo O) = 1.796/8766 + 4.258/8766 -  
983/8.766 = 5.071/8.766 = 0,578.

 ---------

Ejercicio 8.17. Consideremos el siguiente experimento: se tira una moneda, si sale 
cara se saca una bola de una urna en la que hay 5 bolas negras, 3 azules y  1 verde, si 
sale cruz se saca una bola de otra urna en la que hay 1 bola negra, 2 azules y  3 verdes.
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a) Describir el espacio muestral y las probabilidades de cada posible resultado.

b) Si se sabe que la bola es azul, ¿cual es la probabilidad de que haya sido ob
tenida de la primera urna?

Respuesta

a) Si denominamos C al suceso salir cara al lanzar la moneda y X a salir cruz, y 
denotamos por N, A y V  a los sucesos extraer una bola negra, azul y verde res
pectivamente:

p{Nlc )  ■ ^ p {c  n  jv) ■ p{-c )p (N ic ) = H  ■ á

De igual modo:

/>(cnA ) = p (c)p (A /c) = L |  = ^

p ( c r w )  = p ( c ) p ( v 7 c ) - L I  = L

p ( x n N ) - p ( x ) p ( N  i x ) A l , L  

p ( x n A )  = p ( j f ) p ( A / x ) » | - |  = ^  

p ( x n v )  = p ( x ) p ( v i x ) J - - í  = ^

b) La solución se deriva de aplicar el Teorema de Bayes. La probabilidad que se 
pide es la siguiente:

PÍC /A) P{C 0  ^  P(C ° A) P{C)P{A !C)
K ] P(A) P(CC\A) + P( XDA)  P(C)P{A/C) + P(X)P(A/X)

es decir, si la bola es azul, la probabilidad de haber sido obtenida por ambas 
urnas es la misma e igual a 0,5.





C O N T E N ID O  DEL DVD

El DVD que complementa este libro pretende que los lectores del libro y, en par
ticular, los alumnos de la asignatura de Introducción a la Estadística de la Licenciatura 
de Administración y Dirección de Empresas de la UNED dispongan además de in
formación práctica de interés con un doble objetivo:

— Informar de sitios Web donde localizar información estadística y programas 
ffeeware de cara a la realización de análisis estadísticos.

— Profundizar desde una perspectiva práctica en los contenidos abordados en el 
libro, de tal forma que los lectores y/o alumnos puedan realizar los análisis 
descritos de una manera rápida y sencilla.

Para cubrir el primero de estos objetivos, el DVD incluye un documento con hi- 
pervínculos a diferentes páginas web en el directorio «Webs con información y soft
ware estadístico— estructurado de la siguiente manera:

—  Enlaces a diversas Webs con Información Estadística de interés.
• Departamentos estadísticos de los Ministerios Españoles.
• Banco de España.
• Oficinas estadísticas en comunidades autónomas.
• Otros organismos e instituciones públicas españoles con información esta

dística.
• Otros organismos y empresas con datos para España.
• Oficinas Estadísticas de la Unión Europea.
• Oficinas y departamentos estadísticos por Países.
• Países de la Unión Europea.
• Resto de Europa.
• América.
• Asia.
• Oceanía.
• África.
• Organismos internacionales.

— Enlaces a diversas Webs con Software estadístico.
El segundo de los objetivos se cubre con los siguientes contenidos:
— Por un lado se facilita un programa de manejo muy sencillo (Stdtíska 2009), 

que se considera de interés principalmente de cara al aprendizaje de las dis
tintas técnicas abordadas en el libro.
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— Siete lecciones grabadas en vídeo, donde se muestra de forma visual como re
alizar las distintas técnicas explicadas en el libro con dos de las herramientas 
más utilizadas en el ámbito estadístico: la hoja de cálculo Excel de Microsoft 
y el paquete estadístico SPSS. La visualización de estas lecciones requerirá, 
obviamente, de un programa de reproducción de video como el Reproductor 
de Windows Media, Media Player Classic, Real Player, QuickTime, etc. Asi
mismo, se incluyen en cada lección, los ficheros utilizados como ejemplo en 
las lecciones, de forma que el lector/alumno pueda practicar las técnicas es
tudiadas.

El DVD está estructurado en los siguientes directorios:
— Presentación. Incluyendo un vídeo donde se presenta visualmente el contenido 

del DVD.
— Webs con información y software estadístico.
— Programa Stdístika 2009.
— Lecciones. Este directorio incluye 7 subdirectorios, conteniendo las distintas 

lecciones.
Por último, de cara a  facilitar la navegación por los contenidos del DVD, se ha in

cluido una aplicación realizada en Macromedia Flash, que se arranca al meter el 
DVD en la unidad. Esto requiere la instalación previa de Macromedia Flash Player, 
que puede obtenerse:

http://www.adobe.com/es/shockwave/download/triggerpages_mmcom/fiashlitml

Si el programa no se ejecutara al insertar el DVD en la unidad, posiblemente por 
no estar configurado el autoarranque, a través del explorador del sistema operativo, 
ejecutar el archivo Index.html situado en el directorio raíz.

http://www.adobe.com/es/shockwave/download/triggerpages_mmcom/fiashlitml




ESTADÍSTICA PARA 
ADMINISTRACIÓN Y 
DIRECCIÓN DE EMPRESAS

Ángel Muñoz Alamillos 

Juan Antonio Vicente V írseda 

A z a h a ra  Muñoz M artínez

Este m anual está  dirigido a  todos aquellos estudiantes 

q u e  d e b a n  seguir un curso d e  Introducción a  la 

Estadística o  d e  Estadística Descriptiva en estudios d e  
Economía y d e  Dirección y Administración d e  Empresas.

El libro a b o rd a  los contenidos teóricos necesarios p a ra  
com prender y  d esarro llar los ejercicios p lan tead o s y es 

autosuficiente p a ra  sup erar la  asig n atu ra  d e  .

Introducción a  la Estadística en el g ra d o .d e  
Administración y Dirección d e  Empresas siendo el libro 

recom endado p a r a  ello en la Facultad d e  Económicas 

d e  la Universidad N acional d e . Educación a  Distancia.

Aplica las técnicas estadísticas descriptivas a  numerosas 
situaciones que se p lan tean  en la dirección y gestión de 

em presas, com plem entando con un DVD, en el q u e se 

incorporan diversos enlaces con p ág in as W eb  d e  

interés estadístico, un p ro g ram a informático d é  m anejo 
sencillo y la g rab ació n  visual d e  diversas lecciones 

útiles p a r a  a p re n d e r como utilizar la hoja d e  cálculo 

Excel y el p a q u e te  informático SPSS p a r a  tratam iento 

d e  información estadística; estás lecciones ;. 
com plem entan las instrucciones que se d a n  en el libro 

p a ra  ía utilización d e  estos pro g ram as y p a ra  la 
interpretación d e  los resultados estadísticos obtenidos.

Los autores del libro tienen una d ila ta d a  experiencia 
en la docencia d e  estas m aterias y d e sd e  hace 

b astan tes años desarrollan  su actividad docente en la 

U niversidad N acional d e  Educación a  Distancia, 

universidad p a ra  la que está  especialm ente ajustado 

este  manual.
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