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PROLOGO

Este libro estd especialmente recomendado para el estadio de 1a asignatura de In-
troduccién a la Estadisti¢a en el Grado de Administracién y Direccidn de Empresas.
Se divide en 8 capitulos y estd planteado para que su estudio pueda ser afrontado por

“alumnos que s6lo dispongan de unos conocimientos matemdticos elementales.

Sus autores forman parte del equipo docente de la asignatura ¢n la Universidad
‘Nacional de Educacidn a Distancia, complementando su formacién econdémica con la
puramente estadfstica.

En ¢l primer capitulo se introduce al alomno en la Ciencia Estadistica y en sus
~aplicaciones a la direccion y gestion de empresas, explicando los conceptos estadis-
_ticos mds elementales. Bl capitulo se complementa con una revision de las fuentes es-

tadisticas publicadas en Espatfia ¥ que tienen interés y relacion directa con la actividad
empresarial.

En el segundo capitulo se estudian los conceptos estadisticos fundamentales y 1a
representacién grafica de las variables estadisticas; como en el resto del libro termina

“con el planteamiento y resolucién de una serie de problemas relacionados con la
materia tratada.

Los capitulos tercero y cuarto, se dedican, respectivamente, al estudio de las me-
didas de posicién (media aritmética, geomélrica y armonica, moda, mediana, cuartiles
y percentiles) y de las medidas de dispersién (rango o amplitud, recorrido, rango en-
tre percentiles, recorrido relativo, recorrido semi-intercuartilico, desviaciones media y
mediana, varianza, desviacién tipica o estdndar, etc...) en las distribuciones unidi-
mensionales.

En ¢l capitulo quinto se aborda el estudio de las distribuciones bidimensionales,
explicando su representacién grafica y sus principales estadisticos descriptivos, y
los conceptos de regresitn y de correlacién, asi como la utilizacién de los mismos
para el estudio de la dependencia entre variables v para predecir el comportamiento de
variables dependientes.

En ¢l capitulo sexto se estudian los niimeros indices, explicando las principales
propicdades y las formulaciones de los indices mds habituales (Laspeyres, Paasche y
Fisher) y otros menos utilizados (como los de Drovisch-Bowley, Bdgeworth-Marshall
y Walch).

En el capitulo séptimo se introduce ¢l concepto de series temporales estudiando su

_representacmn gréifica, ¢l ajuste de tendencias, las variaciones estacionales y ciclicas
y Ia desestacionalizacion de las series; con ello termina la parte dedicada a la Esta-
distica Descriptiva.
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Finalmente, en ¢l capitulo octavo se abordan los conceptos bésicos de la teoria de -
la probabilidad; estos conceptos son la base para abordar €l tercer gran apartado de la
Estadfstica, la denominada Inferencia Estadistica, es decir, para inferir datos a una po-
blacién a partir de los resultados extraidos de una muestra de la misma.

El libro incluye un DVD, en el que se incorporan diversos enlaces con pdginas
Web de interés, un programa informético de manejo sencillo y 1a grabacion visual de
diversas lecciones utiles para aprender a utilizar Ia hoja de cdlcolo Excel y el paquete
informético SPSS para tratamiento de informacion estadistica; estas lecciones com-
plementan las instrucciones que se dan en algunos epigrafes del libro para la adecua-
da utilizacidn de estos programas y para el andlisis y la interpretacién de los resulta-
dos estadisticos que proporcionan los mismos.

Los Autores



Capitulo 1
INTRODUCCION

1.1. DEFINICION Y RAMAS DE LA ESTADISTICA

La Estadistica suele definitse como la ciencia que tiene por objeto recoger de for-
ma agrupada Ja informaci6n gue se produce de fenémenos repetitivos o no ocasiona-
les. En su origen la Estadistica se desarroli6 en la economia y en la politica, de hecho
hasta bien entrado el siglo X1x la «Estadisticas se utilizaba para hacer mencién a in-
formaciones de tipo socioecondmico sobre la realidad de un Estado (establecimiento
de registros de poblacion, nacimientos, defunciones, etc.; censos de edificios y de ele-
mentos de riqueza, €tc.); etimoldgicamente la palabra alude precisamente a esta acep-
cién de «Ciencia de los Estados». '

Hoy, la Estadistica no queda reservada al estudio del Estado sino que es algo més
amplio y til en miltiples ciencias y 4reas del conocimiento humano.

Actualmente, en su definicién mds comtn se le reconoce como «la ciencia que se
ocupa de la obiencion de informacion y gue proporciona instrumentos para la toma
de decisiones cuando prevalecen condiciones de incertidumbres o «La rama del
método cientifico que se ocupa de los datos obtenidos contando o midiendo las pro-
piedades de determinados colectivos»; a estos colectivos, se le denomina en Estadis-
tica «Poblaciones».

El concepto de incertidumbre o de falta de certeza proviene de la existencia en la
naturaleza de fendmenos aleatorios; en este sentido se diferencia entre fenémenos de-
terministas y fenémenos aleatorios; un fendmeno es determinista cuando al experi-
mentarfo en las mismas condiciones se obtienen siempre los mismos resultados (las le-
yes fisicas y quimicas cldsicas suelen tener este tipo de comportamientos, al dejar caer
un objeto desde un 4rbol siempre cae al suelo a una determinada velocidad derivada
de la ley de la gravedad, la unién de 2 moléculas de hidrégeno y una de oxigeno en
determinadas condiciones siempre proporciona agua, etc..); un fendmeno es, por el
contrario, aleatorio cuando al experimentarlo en las mismas condiciones produce un
resultado variable que no puede predecirse a priori con exactitud (el tiempo de vida de
una ldmpara, ¢l lanzamiento de una moneda, el resultado de un partido de fiitbol o de
un examen, etc.).

Los fen6menos aleatorios son las mds comunes en la naturaleza y en el compor-
tamiento humano y social; bien por su propia naturaleza, bien por su complejidad,
bien por la falta de informacién o de modelos explicativos adecuados, tanto en la vida
cotidiana como en la toma de decisiones empresariales nos enfrentamos a factores de
«aleatoriedad»; el resultado de una contienda electoral, la cuantia de una subvencién
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pedida a la administraci6n, la adjudicacién de un concurso piblico, la duracién del
viaje en coche al lugar de vacaciones, el tiempo que nos hard el fin de semana, el ni-
mero de visitantes que tendremos en una exposicion, etc.., son fendmenos aleatorios,
a cuyo andlisis y comprension ayudan las técnicas estadisticas.

La Estadistica suele dividirse en dos grandes apartados: La Estadistica Des-
criptiva, que recoge un conjunto de técnicas y procedimientos para organizar, re-
sumir y tratar sistemdticamente datos disponibles de sucesos ya acaecidos y La Es-
tadistica Inferencial o Inferencia Estadistica, que, basada en la teorfa matematica
de la Probabilidad, estudia los métodos empleados para inferir algo acerca de
una poblacién basdndose en la informacién aportada por una parte del colectivo
{muestra).

1.2. LA ESTADISTICA OFICIAL EN ESPANA Y EUROPA

La estadfstica oficial en Espafia comienza su andadura con la creacion de la Co-
misién de Estadistica dei Reino. El 3 de poviembre de 1856, ¢l general Narvéez, pre-
sidente del Consejo de Ministros de Isabel I, firma un Decreto por el que se crea una
Comisién, compuesta por personas de reconocida capacidad, para la formacién de la
Estadistica General del Reino. Unos meses mds tarde, el 21 de abril de 1857, 1a Co-
mision pasa a denominarse Junta de Estadistica. Su primer trabajo ¢s ¢l Censo de Po-
blacién, con fecha de referencia del 21 de mayo del mismo afio.

La Ley de Instruccion Piblica de 9 de septiembre de 1857 establece que la Esta-
distica serd una disciplina académica, pasando a impartirse en la Universidad. Un De-
creto del 12 de septiembre de 1870, durante el gobierno provisional del general Se-
rrano, crea el Instituto Geogréfico. Tres afios mds tarde, 19 de junio de 1873, pasa a
denominarse Instituto Geogrifico y Estadistico, asumiendo todas las tareas de reco-
gida de informacion numeérica para el Estado.

En 1877, el Instituto Geografico y Estadistico aprueba su Reglamento. Las esta-
disticas pasan a depender del Ministerio de Fomento en €l afio 1890. Un Decreto de 1
de octubre de 1901 establece la formacién de las estadisticas oficiales y la publicacion
de las mismas. El Instituto Geografico y Estadistico se transforma en Direccién Ge-
neral y s¢ crean departamentos en los Ministerios para completar su labor.

En 1924, el Consejo del Servicio Estadfstico, creado en 1921 es reformado, cua-
tro afios antes de que pase a depender del Ministerio de Trabajo y Prevision. En
1931, la adscripcitn se hace al Ministerio de la Presidencia.

Dwrante 1a Guerra Civil {(1936-1939) comienza a funcionar el Servicio Sindical de
Estadistica en coordinacién con los Servicios de Estadistica del Estado, dentro de la
llamada zona nacional.

La Ley de 31 de diciembre de 1945, publicada en el BOE del 3 de enero de 1946,
crea el Instituto Nacional de Estadistica (INE, www.ine.es), que tiene como mision la
elaboracién y perfeccionamiento de las estadisticas demograficas, econdmicas y so-
ciales ya existentes, la creacidn de ofras nuevas y la coordinacién con los servicios es-
tadisticos de las dreas provinciales v municipales.

Ademds de regular la coordinacién entre otros servicios estadisticos como el Ser-
vicio Sindical de Estadistica, la Ley crea el Consejo Superior de Estadistica. El INE se
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organiza en Servicios Centrales, Delegaciones provinciales y Delegaciones en Jos Mi-
nisterios. E1 9 de mayo de 1989 se promulga la Ley de la Funcién Estadistica Piblica
que hace del INE un organismo auténomo potenciando las nuevas tecnologias esta-
disticas, la coordinacién con las Comunidades Auténomas, la elaboracion del Plan Es-
tadistico Nacional y las relaciones con la Unién Europea en materia estadistica.

El actual Estatuto del INE, aprobado por Real Decreto 508/2001 de 11 de mayo
(BOE 12-05-2001), le asigna las funciones de coordinacién general de los servicios
estadisticos de la Administracién General del Estado, la vigilancia, control y super-
vision de las competencias de carécter técnico de los servicios estadisticos estatales, y
las demds previstas en la Ley 12/1989, de 9 de mayo, de la Funcién Estadistica
Piiblica.

Con la creacién del Estado de 1as autonomias, a raiz de la Constitucion de 1978,
los gobiernos regionalesehan ido asumiendo de forma paulatina la competencia ¢x-
clusiva en materia estadistica para fines no estatales y dentro de sus dmbitos geogra-
ficos, creando distintos organismos de estadistica regionales; destacan el Instituto Vas-
co de Estadistica (EUSTAT), el Instituto de Estadistica de Catalufia (IDESCAT) y el
Tnstituto Gallego de Estadistica (IGE), Instituto de Estadistica de la Comunidad de
Madrid, etc.!

Por su parte los Ayuntamientos son los encargados de la creacion, mantenimien-
to, revisién y custodia del Padrén Municipal de Habitantes, correspondiendo en todo
caso al INE 1a coordinacién de todos los murnicipios vy 1a realizacién de las compro-
baciones oportunas. La resolucion de las posibles discrepancias entre los Ayunta-
mientos con el INE, corresponde al Consejo de Empadronamiento, Organo colegiado
con representantes de la Administracién General del Estado (INE, Oficina del Censo
Flectoral y Ministerio de AAPP). Asimismo, cabe destacar la importante labor esta-
distica que comienzan a realizar los ayuntamientos correspondientes a los grandes mu-
nicipios, como Madrid, Barcelona o Sevilla, como consecuencia de la creciente de-
manda de informacicn estadistica de 4mbito municipal e inferior.

Desde esta perspectiva, resulta imprescindible una armonizacién metodolégica de
las estadisticas que permita su comparabilidad; a ello han contribuido decisivamenie
organismos internacionales como la Oficina de Estadisticas Europea (EUROSTAT), el
Banco Central Europeo, la Organizacién Mundial del Torismo (OMT) o la Organi-
zacion para la Cooperacidn y el Desarrollo Econdmico (OCDE).

El EUROSTAT, con sede en Luxemburgo, es Ia oficina estadistica de la Comision
Europea, que produce datos sobre la Unién Europea y promueve la armonizacion de
los métodos estadisticos de los estados miembros. Se cred en 1953 para satisfacer las
demandas de la Comunidad del Carbén vy el Acero. A lo largo de los afios su tarea se
ha ampliado; cuando se fund6 la Comunidad Econdmica Enropea en 1958 se convir-
tié en una Direccién General (DG) de la Comisién Europea. Dos de sus papeles par-
ticularmente importantes son:

-— La produccién de datos macroeconémicos que apoyan las decisiones del
Banco Central Europeo en la politica monetaria de la eurozona.

! Las direcciones Web de cada uno de ellos estdn disponibles en la pdgina del INE
(hutp:/fwww.ine.es/serviestadist. htm#0001 ).
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— La produccidn y organizacion de datos regionales y su clasificacién por zonas -
(NUTS) para orientar las politicas estructurales de 1a Uni6n Europea.

Puede decirse que el principal papel de EUROSTAT es proporcionar estadisticas
al resto de Direcciones Generales de la Comisién Europea y otras instituciones
Europeas con el fin de que éstas puedan definir, analizar y mejorar las politicas co-
munitarias; también se ocupa de desarrollar sistemas estadisticos en los pafses candi-
datos a entrar en la Unién.

EUROSTAT no genera datos. Son las autoridades estadisticas de los Estados
Miembros las que generan, verifican y analizan los datos nacionales y los envian a
EUROSTAT, que asegura que su uiiliza una metodologia homogénea que permite con-
trolar y comparar la informacién.

1.3. INTERES DE LA ESTADISTICA PARA EL ANALISIS ECONOMICO

Los gestores de las empresas deben disponer de informacién en la que apoyar su
toma de decisiones; la estadistica es, precisamente, un instrumento que facilita tanto la
recogida de esta informacion como su posterior tratamiento y andlisis.

Se trata pues de un instrumento auxiliar en la labor de administracién de las em-
presas, que permite:

— QObtener informacién de la realidad que directa o indirectamente afecta al
trabajo que desarrolla la empresa, proporcionando métodos y técnicas para la
recogida de datos y su codificacion o sistematizacién.

— Sistematizar y reducir dicha informacidn para hacer m4s fécil su comprensién
mediante tablas y gréificos.

— Buscar reiteraciones de determinados fendmenos con objeto de predecir su po-
sible repeticién en el futuro. _

— Relacionar comportamientos enire diversas variables a fin de efectuar esti- |
maciones con diversas hipdtesis sobre el comportamiento de las variables.

En este libro aportaremos los conocimientos minimos imprescindibles para abor-
dar este tipo de tareas. .

1.4. CONCEPTOS ESTADISTICOS FUNDAMENTALES

Los principales conceptos bdsicos que se utilizan en estadistica son los siguientes:

Poblacion

Se denomina poblacion al conjunto de elementos que cumplen ciertas propie-
dades y entre los que se desea estudiar el fendmeno en cuestion; este conjunto de
elementos son de distinta naturaleza: personas, hogares, empresas, edificios, tornillos,
caras de una moneda o de un dado, cartas de una baraja, etc.
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Si estudiamos las caras de una moneda la poblacién serd de dos elementos {cara y
cruz), si es un dado, de 6 elementos, etc.

fMuestra

Muestra es cualquier subconjunto de individuos pertenecientes a una poblacion
determinada.

El interés de las muestras es que, en determinadas condiciones, las técnicas esta-
disticas permiten que los resultados que se obtengan del andlisis de una muestra
puedan ser extendidos («inferidos») al conjunto de la poblacién a fa que pertenece; es-
tas técnicas nos evitan ef enorme trabajo que puede suponer el estudio de toda una po-
blacién de grandes dimensiones.

Para ello 1as muestras deben ser representativas de la poblacién, tener un tamafio
suficientemente grande y cumplir ofras condiciones estadisticas que estudiaremos més
adelante.

Individuo

Individuo o Unidad de Investigacion es cada uno de los elementos de una
muestra o de una poblacion.

Un ejemplo de poblacidn serian el conjunto de visitantes al Museo del Prado en el
mes de junio del afio 2009. Cada uno de estos visitantes es un individuo o un elemento
de dicha poblacién; una muestra elegida aleatoriamente de esta poblacién podrian ser
1a seleccion de los 10 primeros visitantes que entraron cada dia a partir de las 11 y de
las 13 horas de 1a mafiana ¢horas, ambas, clegidas al azar).

Si tenemos 30 dias de apertura del museo y realizamos una encuesta a 20 indivi-
duos cada dfa, tendremos una muestra de 600 individuos elegidos al azar; esta mues-
tra es suficientemente grande para extracr determinadas conclusiones cstadisticas
generales, de forma que, sf en la muestra seleccionada un 30% de los individuos son
extranjeros y el 70% nacionales, podemos inferir ambas proporciones al colectivo y
afirmar que el 30% de los visitantes al Museo del Prado durante el mes de referencia
eran extranjeros, evitando con ello el arduo trabajo de tener que entrevistar a todos y
cada uno de los visitantes para conocer su nacionalidad.

La teorfa de la inferencia estadistica nos permitird extraer estas conclusiones
con un determinado error y un cierto nivel de confianza o probabilidad de equivocar-
nos; de esta forma serd habitual indicar que el dato anterior se ha obtenido, por
ejemplo, con un 2,5% de error y con un nivel de confianza del 95%; estas afirmacio-
nes quieren decir que la teorfa estadistica asegura que si hiciésemos el experimento
(repitiésemos la encuesta) 100 veces en idénticas condiciones, 95 veces obtendriamos
un resultado que estaria comprendido entre el 28,25 (un 5% menos del 30% obtenido)
v el 30,75% (un 5% més del 30% obtenido); las otras 5 veces puede darnos cualquier
cosa diferente.

Hasta ahi y s6lo hasta ahi llega la inferencia estadistica, fo gue no es poco como
ayuda en la toma de decisiones empresariales; ya que saber, con un 95% de certeza, el



20 ESTADISTICA PARA ADMINISTRACION Y DIRECCION DE EMPRESAS

pais de procedencia de los visitantes a una ciudad, el grado de satisfaccion de los
clientes con los servicios de una empresa, el motivo de un determinado producto, €tc.,
puede ser fundamental para planificar una accién de marketing o para tomar decisio-
nes de cambio en la organizacion de una determinada empresa.

Las investigaciones estadisticas pueden ser censales y muestrales, baste re-
cordar aqui, que segitin los casos, determinadas investigaciones solo pueden hacer-
se con cardcter muestral (sélo puede analizarse una muestra de sangre de un indi-
viduo o una muesira de agua del mar, ya que una investigacidn censal serfa en
ambos casos imposible), mientras que en otros, son necesarias investigaciones cen-
sales (un catastro, que se haga con el fin de grabar los edificios con un impuesio de
bienes inmuebles, debe tener cardcter censal porque debe disponerse de informacion
detallada de todos y cada uno de los individuos a fin de fijar la cuota impositiva co-
rrespondiente).

Parametros

Son las caracteristicas poblacionales que deseamos investigar y que suelen ser
desconocidas a priori. Por ejemplo, la edad de los viajeros de una compafiia aérea, el
precio medio en el mercado de un determinado producto, la opinién de los clientes so-
bre los productos fabricados por una empresa, efc,

Variables

Cuando estas caracteristicas o pardmetros son numéricas, es decir, cuando se
pueden medir, se denominan Variables (afios de edad, renta anual en euros, etc.).

Las variables pueden ser discretas o confinuas, segin tomen un ntimero infinito
no numerable (variables continuas) 0 un ntmero finito o infinito numerable de valores
(discretas) en un intervalo.

Ejemplos de variables discretas son el nimero de hijos de una familia, el niimero
de coches de un pafs, el nimero de turistas que visitan una ciudad, etc.-, ¢jemplos de
variables continuas son la temperatura, la edad, el peso o la altura de las personas, la
medicién de la distancia entre dos puntos, ¢fc.

La mayor parte de las variables continuas pueden tratarse como discretas; asi, por
ejemplo, si valoramos la edad de las personas en afios, despreciando las unidades de
tiempo menores (dias, minutos, segundos, milésimas de segundo, etc.), una variable
continua se convierte en discreta; lo mismo podriamos pensar para el peso en kilo-
gramos o para Ja distancia entre dos puntos medida en kilémetros, etc.

También, y como veremos mds adelante, aunque se pierda informacién sobre la
distribucién, es bastante habitual agrupar los valores de la variable en intervalos de
amplitud constante o variable.

Otra caracteristica de las variables es su referencia o no a un determinado periodo
de tiempo.
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Tendremos en este sentido dos tipos de datos;

— Variables temporales o histéricas; son las referidas a distintos momentos del
tiempo y adoptan en general la forma de serie; por ejemplo, 1a serie mensual
de parados inscritos en el INEM,

— Variables atemporales, también 1lamadas de corte transversal; estdn referidas
a un momento o perfodo concreto y mds o menos largo; por ejemplo, las per-
sonas que visitaron Toledo el mes de febrero de 2010 o 1a cifra de negocio de
una empresa durante el afio 2009,

Atributos
*

Cuando los pardmetros o caracteristicas de la poblacién no son susceptibles de
medirse numéricamente reciben el nombre de Afributos (el color del pelo, el sexo, la
profesion, el estado civil, el grado de satisfaccidn del cliente con un servicio, etc. ).

Los atributos, a diferencia de las variables, presentan Modalidades o Categorias
(el atributo sexo puede adoptar las modalidades de varén o mujer, el atributo intencidén
de voto se concreta en los nombres de los partidos politicos que se presenten a las
elecciones sondeadas o ¢l de opinidn sobre la satisfaccion de un cliente con el servi-
cio recibido en una gestion bancaria, puede adoptar las modalidades que se determi-
nen: excelente, bueno, malo, regular, etc.).

Los atributos pueden clasificarse como erdenables, que son los que sugieren una
ordenaci6n, por ejemplo, el grado de satisfaccion con el trato recibido (excelente, bue-
no, regular, malo), el nivel de estudios (alto, medio, bajo), v no ordenables, que son
los que sélo admiten una ordenacién alfabética o casual, por ejemplo el estado civil, el
color del pelo, ¢l pafs de procedencia o [a nacionalidad de un turista, efc. :

El atributo mas simple es el que sdlo presenta dos modalidades: presencia/an-
sencia; favorable/desfavorable, etc.

1.5. LAS FUENTES DE LA INFORMACION ESTADISTICA

Las fuentes de informacion estadistica son aquellas que proporcionan los datos so-
metidos al andlisis estadistico; suelen clasificarse en dos tipos: fitentes de informacion
secundarias y primarias; las primeras son aquellas ya existentes y elaboradas por
otros agentes ¢ investigadores, piiblicos o privados, ajenos a nuestra investigacion; las
fuentes directas o primarias son las claboradas cspecificamente para la propia inves-
tigacion.

Dado gue el coste de la informacidn primaria es normalmente bastante mds alto,
en cuglquier estudio estadistico es conveniente comenzar realizando una investigacion
sobre las posibles fuentes de informaci6n secundarias previamente existentes; su dis-
ponibilidad facilita la planificacién de la operacidn, a veces incluso evita la recogida
de cierta informacién inicialmente prevista y gue se descubre de que ya esta disponi- .
ble; en todo caso la informacidn preexistente puede permitir la comparacidn o relati-
vizaci6én de nuestros resultados con los generados por otros investigadores.
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En el siguiente epigrafe, se describen las principales fuentes estadisticas oficiales
que existen en Espafia relativas al anélisis econ6émico; buena parte de esta informacidn
es asequible por Internet y el resto puede consultarse en centros de documentacién o
comprarse a precios relativamente reducidos.

1.6. LAS ESTADISTICAS ECONOMICAS EN ESPANA

1.6.1 Introduccion

Antes de abordar los principales conceptos estadisticos, hemos considerado ade-
cuado introducir un apartado en el que se resuma el primero de los {res aspectos se-
fialados con anterioridad, es decir, el conocimiento de las principales estadisticas eco-
nomicas disponibles en Espaiia; estas estadisticas permiten la realizacion de
investigaciones y andlisis sobre la sifuacion actual y la evolucidn de la economia
espafiola en aspectos que son necesarios para la direccién v administracion de em-
presas.

El INE almacena toda la informaci6n estadistica que produce en formatos elec-
trénicos en Internet a través de un sistema denominado INEbase. La organizacién pri-
maria de la informacién sigue la clasificacion temadtica del Tnventario de Operaciones
Estadisticas de la Administracién General del Estado (IOE). La unidad bdsica de INE-
base es la operacidn estadistica, definida como ¢l conjunto de actividades que con-
ducen a la obtencion de resultados estadisticos sobre un determinado sector o tema a
partir de datos recogidos de forma individualizada.

A las operaciones estadisticas se puede acceder directamente a través de la lista
completa de operaciones de INEbase ¢ a través de los mends temdticos. Estos meniis
permiten conocer toda la informacién disponible de cada tema: operaciones para las
que s¢ presentan resultados, junto con una pequefia descripcion de las variables pu-
blicadas, la periodicidad y disponibilidad de los datos y el 4mbito geograifico; publi-
caciones y estudios relacionados; enlaces a ofras webs donde ampliar la informacién
de fuentes externas; y un enlace al IOE para conocer todas las operaciones del Siste-
ma Estadistico Espaiiol relacionadas con el tema.

Para cada operacién estadistica en INEbase existe una pdgina que da acceso a toda
la informacién relativa a la misma: los resultados detallados completos, 1a tiltirna nota
de prensa publicada, el calendario de disponibilidad de datos y toda la informacion
metodoldgica o descriptiva que ayuda a la mejor comprension e interpretacion de los
datos (metodologfas, cuestionarios, clasificaciones, notas explicativas, ...). :

Los resuliados detallados incluyen los iltimos resultados publicados y ademds
la historia reciente de la estadistica. Los ficheros de datos se pueden visualizar di-
rectamente desde INEbase o descargar en formato Pc-Axis para un tratamiento
posterior utilizando el programa Pc-Axis cuya descarga se puede hacer de forma
gratuita.

El alumno debe entrar en la Web del INE (www.ine.es) y familiarizarse con la in-
formacién estadistica disponible.

Las operaciones que figuran en INEBase se agrupan en las siguientes dreas te-
maéticas:
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- Entomo fisico y medio ambiente.
—— Demograffa y poblacion.

— Sociedad.

—— Economia.

—— Agricultura.

—.- Industria, energia y construccion.
—- Servicios.

— C(lasificaciones.

— Internacional.

— Sintesis estadistica.

— Banco de series Tempus.

Dentro del drea temdtica correspondiente a la economia, las operaciones estadis-
ticas se estructuran en los siguientes apartados:

1. Empresas

1.1.

Directoric central de empresas: explotacion estadistica.

2. Cuentas economicas

2.1.
22
2.3.
2.4
2.5.
2.6.

Contabilidad nacional de Espafia.

Contabilidad nacional trimestral de Espafia.

Cuentas trimestrales no financieras de los sectores institucionales.
Contabilidad regional de Espaiia.

Cuenta satélitc del turismo de Espafia.

Balanza de pagos.

3. Estadisticas financieras y monetarias.

3.1.
3.2.
33.
3.4.
3.5.
3.6.
37
3.8.

39

Efectos de comercio devueltos impagados.

Hipotecas.

Sociedades mercantiles.

Estadistica del procedimiento concursal.

Estadistica de transmisiones de derechos de la propiedad.
Suspensiones de pagos v declaraciones de quiebras.
Ventas a plazos.

Magnitudes monetarias y financieras.

Mercado bursitil.

3.10. Tipos de interés.

4. Comercio exterior.

4.1.
4.2.
4.3.

Indices de comercio exterior de servicios.
Resultados de comercio exterior.
Tipos de cambio.
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5. Informacién tributaria

5.1

Mercado de trabajo v pensiones en las fuentes tributarias.

5.2. Estadisticas de impuestos.

En lo referente a las operaciones que analizan datos de empresa, la informacion se
estructura, tal como puede observarse en la lista de operaciones, segrin el sector de ac-
tividad al que pertenecen. Las operaciones que engloban son las siguientes:

1. Ciencia y tecnologia.

1.1,
1.2.
1.3.
1.4.
L.5.
1.6.

Investigacion v desarrollo tecnoldgico.

Estadistica sobre actividades de 1+D.

Encuesta sobre innovacion tecnoldgica en las empresas.
Indicadores de alta tecnologia.

Encuesta de recursos humanos en Ciencia y Tecnologia.
Estadisticas de propiedad industrial.

2. Nuevas tecnologias de la informacion y la comunicacion.

2.1.
2.2,
2.3.
2.4,

Encuesta de uso de TIC y comercio electrénico en las empresas.
Encuesta de tecnologias de la informacién en los hogares.
Indicadores del sector TIC.

Tecnologia de la informacién en la ensefianza no universitaria.

3. Agricultura, ganaderia, silvicultura y pesca.

3.1, Censo Agrario,
3.2.  Encuesta sobre la estructura de las explotaciones agricolas.
3.3. Produccidn agricola.
3.4. Produccién ganadera.
3.5. Indicadores econdmicos agrarios.
3.6. Medios de produccién.
3.7.  Silvicultura. Estadisticas pesqueras.
3.8. Agricultura y ganaderia ecoldgica.
4. Industria.
4.1, fndices de produccién industrial.
4.2. Indices de precios industriales.
4.3. Indices de entradas de pedidos en Ia industria.
4.4. Indices de cifras de negocios en Ia industria.
4.5, TIndices de precios de exportacién e importacién de productos in-
dustriales.
4.6. Encuesta industrial de empresas.
4.7.  Encuesta industrial de productos.
4.8.  TFabricacién de vehiculos.
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10.

Energfa

5.1
5.2.

Encuesta de consumos energéticos.
Otros resultados sobre la energia.

Construccién v vivienda.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.

6.5.

Indice de precios de vivienda.

Censo de Poblacién y Viviendas 2001.

Censo de Poblacién v Viviendas 1991.

Indices de precios de materiales ¢ indices nacionales de la mano de
obra.

Estadisticas de 1a construccién,
L}

Encuestas globales del sector Servicios.

7.1.  Indicadores de actividad del sector servicios.

7.2.  Indices de precios del sector servicios.

7.3. Indices de comercio exterior de servicios.

7.4.  Encuesta anual de servicios.

7.5. Estadistica de productos en el sector servicios.

7.6.  Estadisticas de filiales de empresas extranjeras en el sector servicios.
Comercio.

8.1. Indices de comercio al por menor.

8.2.  Encuesta anual de comercio.

8.3. Estadistica de productos en el sector comercio.

8.4. Encuesta de uso de TIC y comercio electrénico en las empresas.
8.5. Encuesta de comercio al por menor.

8.6. Encuesta de comercio al por mayor.

Transporie y actividades conexas, comunicaciones.

e.1.
9.2.
9.3.
94.
9.5.
9.6.
9.7.
9.8.
9.9.

Estadistica de transporte de viajeros.

Transporte de mercancias por carretera.

Red de carreteras, vehiculos, conductores y accidentes.
Transporte ferroviario.

Transporte maritino.

Transporte aéreo.

Transporte por tuberia.

Estadisticas de turismos de servicio publico.

Servicios postales y de telecomunicaciones.

Hosteleria y turismo.

10.1.

Encuesta de ocupacidn hotelera.

10.2. Encuesta de ocupacion en acampamentos turisticos.
10.3. Encuesta de ocupacidn en apartamentos turisticos.
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10.4, Encuesta de ocupacién en alojamientos de furismo rural.

10.5. Indice de precios hoteleros.

10.6. Indice de ingresos hoteleros.

10.7. Indice de precios de acampamentos, apartamentos turisticos y aloja-
mientos de tarismo roral.

10.8. Encuesta sobre la estiuctura de las empresas hoteleras.

10.9. Encuesta sobre la estructura de empresas de agencias de viajes.

10.10. Turismo receptor.

10.11. Turismo nacional.

10.12. Ingresos y pagos por turismo.

10.13. Albergues y ciudades de vacaciones.

11. Otros servicios empresariales, personales y comunitarios.

11.1. Encuesta de servicios audiovisuales.

11.2. Encuesta de servicios técnicos.

11.3. Encuesta de servicios personales.

11.4. Encuesta de servicios informdticos.

11.5. Encuesta de servicios industriales de limpieza.

En el dmbito social, desde el punto de vista del consumo y de los precios, cabe
destacar:

— Encuesta de presupuestos familiares.
— Indice de Precios al Consumo

Y, por tltimo, respecto al mercado laboral:

— Encuesta de Poblacidon Activa.
— Encuesta Anual de Coste Laboral.

No todas estas operaciones son realizadas por el INE, aparecen aqui todas las
mdas importantes que se realizan en este Ambito, asi la Informacién tributaria y los
resultados de Comercio Exterior depende del Ministerio de Economia y Hacienda,
las relativas al sector agrario del Ministerio de Medio Ambiente y Medio Rural y
Marino, las Estadisticas de 1a construccidn de la Direccién General de Programa-
cién Econémica del Ministerio de Fomento y la Balanza de Pagos, las Magnitudes
Monetarias y Financieras y los Tipos de interés y Tipos de cambio del Banco de Es-
pafia. En estos casos, s6lo se publican los principales resultados, indicando el enla-
ce correspondiente al organismo elaborador de la estadistica para més detalle.

Al margen del INE, buena parte de los organismos estadisticos regionales han
comenzado en la actualidad a elaborar sus propias estadisticas econdmicas, realizan-
do encuestas a empresas y hogares, elaborando sus propios directorios de empresas y
locales y estimando las cuentas econdmicas relativas a su dmbito territorial.

Los servicios estadisticos de los principales Ayuntamientos disponen también de

- importante informacién a la que puede accederse desde sus respectivas paginas Web.
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Cabe también sefialar por su importancia a nivel econémico y social, la infor-
macién estadistica derivada de los registros administrativos del Ministerio de Traba-
joe Inmigracién, en concreto, de los ficheros de centros de cotizacion y afiliados a
la seguridad social y los registros de paro y contratos del INEM, asi como Ia En-
cuesta de Coyuntura Laboral, que analiza ¢l mercado laboral desde la perspectiva
de la demanda (se encuesta a los centros de cotizacién).

También merecen especial mencidn el Instituto de Estudios Turisticos (AET),
dependiente del Ministerio de Industria, Turismo y Comercio, que como productor
de informacidn, es el encargado de las operaciones estadisticas Movimientos Turfs-
ticos en Fronteras (FRONTUR), Encuesta de Gasto Turistico (Egatur) y Movimien-
tos Turisticos de los Espafioles (FAMILITUR), generando datos sobre las llegadas
de visitantes extranjeros a nuestro pafs, sus peculiaridades, gastos que realizan y
viajes realizados por los espafioles y sus caracteristicas.

Otra fuenie de informacién de gran interés es la Estadistica Mercantil del Re-
gistro Mercantil Central, que publica datos estadisticos referidos a los actos societa-
rios de constitucién, extincién, transformacién, fusién, aumento y reducciones de
capiial, situaciones concursales, depésitos de estados financieros y sisternas de ad-
ministracién societaria, asi como datos muy relevantes sobre los diversos objetos
sociales que constituyen el tejido productivo de nuestro pais.

Por iiltimo, puede destacarse, otras instituciones como el Banco de Espaiia
(www.bde.es} o la Intervencién General de la Administracién del Estado (IGAE;
http://www.igae.pap.meh.es) que elabora, a partir de las liquidaciones presupuesta-
rias, las cuentas donde se registra la actividad econdmica desarrollada por las admi-
nistraciones publicas.

En las paginas que siguen haremos un repaso de las principales operaciones es-
tadisticas espafiolas en el Ambito socioeconémico y en el relativo a la informacién
econémica y financiera de las empresas, explicando los rasgos metodoldgicos basi-
cos con los que se elaboran y la informacién que proporcionan.

1.6.2. Estadisticas econdmicas

Siguiendo la clasificacién de las operaciones sefialadas en INEBase, expone-
mos a continuacién las principales caracteristicas.

1.6.2.1. Estadisticas sobre empresas
A} El Directoric Central de Empresas (DIRCE}

El DIRCE es un directorio econémico que el INE ha elaborado siguiendo las
recomendaciones del Reglamento n® 2186/93. El DIRCE, cuyos antecedentes son
el Proyecto de Integracién de Directorios Econdmicos de finales de 1989, se creo
con el ejercicio de referencia de 1994, manteniéndose desde entonces hasta el pre-
sente.

El DIRCE se creé a partir de las siguientes fuentes bésicas:


http://www.bde.es
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a) Tmpuesto de Actividades Econémicas.
b) Licencias Fiscales de la Comunidad Foral de Navarra,
- ¢} Directorio de Locales del Pais Vasco.
d) Registro de Retenedores a Cuenta de 1a Declaracion Anual de Retenciones
sobre las Rentas del Trabajo (DART).
¢) Cuentas de Cotizacion de la Segoridad Social.

L.a existencia de fuentes procedentes de los registros tributarios hace que el
DIRCE esté sujeto a la Ley General Tributaria, sin que pueda transmitirse entre Ad-
ministraciones, aungue sean depositarias del deber de Secreto Estadistico estableci-
do por las diferentes Leyes Estadisticas, ni pueda ser difundido en los términos que
establece la Ley de Proteccion de Datos.

El DIRCE cubre todas las actividades econdmicas excepto la produccién agra-
ria y pesquera, los servicios adminisirativos de la Administracién Central, Autdno-
ma y Local (incluida la Seguridad Social), las actividades de las comunidades de
propietarios y el servicio doméstico. El resto de las actividades de las Administra-
ciones Publicas (sanidad, ensefianza, produccion destina a venta), v de Ias Institu-
ciones Privadas sin fines de Jucro solo se cubren de forma parcial.

I.a unidad de referencia del DIRCE es Ja empresa, que se define como: «Orga-
nizacién sometida a una autoridad rectora que puede ser, segin los casos, una per-
sona fisica, una persona juridica o una combinacion de ambas y constituida con mi-
ras a ejercer en uno o varios lugares una o varias actividades de produccién de
bienes o servicios», ofreciéndose también la informacion relativa a sus unidades
locales.

Su objetivo bdsico es hacer posible la realizacién de encuestas econdmicas por
muestreo. Se actualiza una vez al afio, generdndose un nuevo sistema de informa-
¢ion a 1 de enero de cada periodo.

Se publica una explotacion estadistica de los resuitados para empresas y unida-
des locales, desglosados por comunidades auténomas segin condicién juridica, ac-
tividad econémica principal y estraio de asalariados asignado. El DIRCE genera in-
formacion aseciada a: altas, permanencias y bajas, clasificadas estas seglin sector
econdmico, condicion juridica v estrato de asalariados, es decir, se describe la de-
mogratia del sector empresarial espafiol. Las fuentes estadisticas utilizadas en su

" elaboracion son los ficheros de centros de cotizacion a la Seguridad Social, el fiche-
ro del Impuesto de Actividades Econdmicas y las propias encuestas a empresas rea-
lizadas por ¢l INE.

1.6.2.2. Cuentas economicas
A} Contabilidad Naciona! de Espafia (CNE)

El objetivo mds relevante de los Sistemas de Cuentas Econdmicas es ofrecer
una representacion cuantificada de Ia realidad econdmica, referida a dmbitos espa-
ciales y temporales determinados, que sea lo mds actual, sistemdtica, completa vy
fiable posible.
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Peri6dicamente se introducen en la CNE los cambios de base contable, destina-
dos a actualizar las mediciones de las ponderaciones, conforme se producen cam-
bios en Jas metodologias de referencia y en las fuentes y procedimientos de estima-
cién de las cuentas nacionales.

. El Sistema de Cuentas Nacionales de la economia espafiola estd adaptado al
Sistema Europeo de Cuentas Nacionales y Regionales (SEC95), que aplican de for-
ma armonizada todos Jos Estados miembros de Ia Unién Europea (UE), en cumpli-
miento de lo dispuesto en ¢l Reglamento del Consejo de la CEE n® 2223/96 de 25

de junio de 1996.
Ademds del marco input-output, se elaboran los siguientes cuadros con-

- tables:

— Cuentas econdmieas integradas.

— Cuenta de bienes y servicios,

— Cuentas del total de la economia y de los sectores institucionales.

— Cuentas del sector Instituciones financicras y sus subsectores.

—— Cuentas del sector Administraciones priblicas y sus subsectores.

—- Cuentas del sector Resto del mundo y sus subsectores.

— Cuenta de produccién y explotacion por ramas de actividad.

— Agregados por ramas de actividad.

— Clasiffcacién del gasto en consumo final de los hogares por finalidad (COI-
COP).

— Gasto en consumo final de las Administraciones publicas.

— Formacién bruta de capital.

— Operaciones de bienes y servicios con el Resto del Mundo.

— 'Tablas anexas.

B} Contabilidad Nacional Trimestral de Esparia (CNTR)

La Contabilidad Nacional Trimestral de Espafia (CNTR) es una estadistica de
sintesis de cardcter coyuntural, cuyo objetivo primordial es proporcionar una des-
cripcién cuantitativa coherente del conjunto de la actividad econémica espafiola
en el pasado inmediato, mediante un cuadro macroeconémico trimestral, elabora-
do desde Ia Optica de [a oferta, Ja demanda y las rentas. Asimismo, incluye esti-
maciones del nivel de empleo, en términos de Contabilidad Nacional, abarcando
los conceptos: personas, puestos de trabajo, puestos de trabajo equivalentes a
tiempo completo. Las estimaciones de la CNTR se ofrecen en dos versiones: da-
tos brutos o no ajustados y datos corregidos de estacionalidad y calendario. El
sistema de la CNTR incluye la Cuenta Trimestral del Resto del Mundo que cuan-
tifica, entre otras cosas, la capacidad o necesidad de financiacién de la economia
€n su conjunto.

Todas las estimaciones de la CNTR se ajustan a los mismos principios de cohe-
rencia y equilibrio contable que la Contabilidad Nacional de Espafia (CNE) anual.
Ambas estadisticas se elaboran en consonancia con el Sistema Furopeo de Cuentas
Nacionales y Regionales (SEC93).
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C) Cuentas trimestrales no financieras de los sectores institucionales.

El objetivo de las Cuentas trimestrales no financieras de los sectores institucio-
nales (CTNFESI) es describir las relaciones de comportamiento entre las unidades
institucionales que forman la economia nacional (hogares e instituciones sin fines
de lucro al servicio de los hogares, sociedades no financieras, instituciones finan-
cieras y administraciones ptiblicas) y entre aquellas y las unidades que forman el
resto del mundo.

Las CTNFSI forman parte del objetivo global de elaboracion de un sistema de
cuentas anuales y trimestrales para la Union Europea y la zona del earo. Este siste-
ma incluye los principales agregados macroeconémicos y las cuentas financieras y
no financieras de los sectores institucionales. El objetivo es aportar coherencia entre
todos esos conjurttos de cuentas y, en relacion con las cuentas del resto del mundo,
entre los datos de 1a balanza de pagos y los de las cuentas nacionales.

Las CTNFSI se elaboran de acuerdo con el Reglamento del Parlamento Euro-
peo y del Conscjo mimero 1161/2005. No obstante, el marco conceptiral y normati-
vo que subyace es conforme con los principios del Sistema Europeo de Cuentas Na-
cionales y Regionales (SEC-95), actualizados por las enmiendas que, con
posterioridad a su adopcién, se han incorporado bajo la forma de Reglamentos del
Parlamento Europeo y del Consejo.

D) Contabilidad Regional de Espafia (CRE)

La Contabilidad Regional de Espafia (CRE) es una operacion estadistica que el
INE viene realizando desde el afio 1980 y cuyo principal objetivo es ofrecer una
descripcién cuantificada, sistemdtica y lo més completa posible de la actividad eco-
ndémica regional en Espafia (comunidades anténomas y provincias}, durante el peri-
odo de referencia considerado.

La informacién que proporcicna permite analizar y evaluar la estructura y evo-
lucién de las economias regionales, y sirve de base estadistica para el disefio, ejecu-
cién y seguimiento de las politicas regionales.

Las cuentas regionales son una especificacion de las cuentas nacionales; es de-
cir, la Contabilidad Nacional de Espafia (CNE) constituye el marco de referencia
conceptual y cuantitativa en ¢l que se integra la CRE,

E) La Cuenta Satélite del Turismo de Espana (CSTE)

Esta operacién intenta armonizar todas las informaciones econdmicas referidas
al sector para evaluar su impacto econdmico real, superando las dificultades que en-
trafia Ia propia delimitacién sectorial y las derivadas de la aplicacién de diferentes
metodologias de estimacion; la responsabilidad de su elaboracidn recae en la Subdi-
reccion General de Cuentas Nacionales del INE.

Para la medicion del impacto econdmico del sector hay que abordar los proble-
mas propios de la evaluacién de una actividad transversal en la que ni desde la
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perspectiva de los productos, ni desde la perspectiva de [as unidades de produccién
: '0 actividades productivas, puede establecerse de manera univoca una delimitacién
del turismo, ya que, como reconoce la propia metodologia de esta operacion esta-

distica:

— Los gastos realizados por los turistas no son ficilmente identificables y
mensurables, ya que, si bien se concentran en servicios como los de aloja-
miento, transporte, agencias de viaje, pueden abarcar un nimero mucho
mds amplio de productos y materializarse en casi cualquier tipo de bien o
servicio disponible.

—- Las industrias que concentran la mayor parte de la oferta de productos para
los turistas sirven también otras motivaciones y usos distintos del turismo:
un restavrante sirve también comicdas a las personas que residen o trabajan
cerca del establecimiento, sin que ello tenga nada que ver con la actividad
turistica. Lo mismo podria decirse del transporte de pasajeros, etc.

La CSTE esta compuesta por un conjunto de cuentas y tablas, basadas ep los
principios metodolégicos de la contabilidad nacional, que presenta los distintos pa-
rametros econdémicos del turismo en Espafia, para una fecha de referencia dada.
Comprende tres tipos de elementos:

— Cuentas y tablas de oferta, en las que se trata de caracterizar la estructura de
produccién y costes de las empresas turisticas.

— Tablas de demanda, en las que se trata de caracterizar, desde el punto de vis-
ta econémico, los diferentes tipos de turistas, el turismo nacional frente al
internacional, el tipo de bienes y servicios demaridados, etc.

— Tablas que interrelacionan la oferta con Ia demanda, que permiten obtener
unas mediciones integradas de la aportacién del turismo a la economia a tra-
vés de variables macro como el PIB, la produccion o el empleo.

F) La Balanza de Pagos

La Balanza de Pagos espafiola es elaborada por el Banco de Espafia con el fin
de registrar de manera sistemdtica todas las transacciones econdmicas entre Espafia
vy el resto del mundo. Esta informacién se elabora a partir de registros administrati-
vos y tiene periodicidad mensual, trimestral y anual. '

Para su elaboracién, el Banco de Espafia, de acuerdo con las directrices y reco-
mendaciones establecidas por el Quin{o Manval de Balanza de Pagos del Fondo
Monetario Interacional, emplea un sistema basado en el registro de las transaccio-
nes internacionales comunicadas por determinados agentes econdmicos que estin
obligados a informar directamente al propio Banco todas aquellas operaciones que
hayan realizado con unidades no residentes (transferencias bancarias identificadas
como viajes, compra y venta de moneda extranjera en bancos v oficinas de cambio,
movimiento de divisas entre bancos nacionales y extranjeros y pagos con tarjeta de
crédito).
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La informacidn es accesible a partir de la pagina Web del banco de Espaiia, en
concreto: http:/fwww.hde.es/informes/be/balpag/balpag him.

1.6.2.3. Estadisticas financieras y monetarias
A} Efectos de comercio devueltos impagados (ECl}

El objetivo de la ECI es determinar mensualmente el nimero y €l importe de
los efectos comerciales de las entidades de crédito, en cartera y recibidos en gestién
de cobro de clientes, que hayan vencido durante el mes de referencia y de é&stos, los
que hayan resultado Impagados. Se obtienen datos sobre nimero vy cuantia de los
diferentes efectos, desagregados por clase de entidad: bancos, cajas de ahorros y co-
operativas de crédito y territorialmente a escala nacional por comunidades autono-
mas y provincias.

B) Hipotecas

Esta estadistica ofrece informacién sobre constituciones de hipotecas, es decir,
sobre el mimero de nuevas hipotecas que se constituyen durante el mes de referen-
cia sobre bienes inmuebles y el importe de los nuevos créditos hipotecarios corres-
pondientes a dichas hipotecas. A partir de 2006 se publica informacidn sobre cam-
bios y cancelaciones regisirales de hipotecas. Toda esta informacion se desagrega
en base a diversas variables como naturaleza de la finca hipotecada o entidad pres-
tamista.

Toda la informacién sabre constituciones, cambios y cancelaciones registrales
de hipotecas se obtiene a partir de la informacion contenida en los Registros de la
Propiedad de todo el territorio nacional

C) Sociedades mercantiles

El objetivo de esta estadistica es obtener informacidn de cardcter mensual sobre
las sociedades creadas, las sociedades disueltas y de aquellas en las que se ha pro-
ducido modificaciones de capital.

Se oblienen datos por provincias, comunidades antonomas y total nacional a
partir de los datos suministrados por el Registro Mercantil Central que recoge infor-
macion de todo el territorio nacional, incluidas Ceuta v Melilla.

D) Estadistica del procedimiento concursal
Esta estadistica sustituyd a la Estadistica de Suspensiones de Pago y Declara-

ciones de Quiebra del INE, y tiene como objetivo proporcionar informacion trimes-
tral sobre el sobre ¢l nimero de deudores concursados, asi como del tipo de concur-
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‘g0 (voluntario o necesario), de Ig clase de procedimiento (ordinario_ o abreviado), v
“de la existencia de propuesta an_tlgipada de c_onvenio y de su contenido (quita, espe-
1, quita y espera u otra proposici6n}, a partir de la informacion recogida mensual-
“mente de los nuevos Juzgados de lo Mercantil, de los Juzgados de 1% Instancia y los
Juzgados de 12 Instancia e Instruccion con competencia mercantil.

E) Estadistica de transmisiones de derechos de la propiedad

Fsta estadistica proporciona informacion mensual sobre las transmisiones de de-
rechos de la propiedad, es decir, sobre el ndmero de derechos de la propiedad que se
transmiten a nivel nacional, por provincias y comunidades auténomas. Todz la infor-
macion sobre transmisiones de derechos de la propiedad se obtiene a partir de la in-
formacién contenida en los Registros de la Propiedad de todo el territorio nacional.

F) Estadistica sobre suspensiones de pagos y declaraciones
de guiebra

El objetivo de esta estadistica es recoger informacién sobre el nimero de expe-
dientes de suspensiones de pagos y declaraciones de quicbra que se inician en los
Juzgados de Primera Instancia e Instruccién en el territorio nacional.

La informacién que se ofrece hace referencia al nimero de empresas afectadas,
activo y pasivo de dichas empresas y clase y causa de los procedimientos, segin la
actividad econdmica y condicién juridica de la empresa.

G) Estadistica de Ventas a plazos

El objetivo es ofrecer informacién sobre el volumen de las ventas a plazos de
aquellos bienes muebles inscritos en los Registros de Venta a Plazos, analizdndose
el numero de contratos de compraventa de bienes muebles, valor al contado por tipo
de financiacién, aplazamienio y grupos de bienes. A partir de agosto de 1999 se
dej6 de realizar esta estadistica, por entrar en vigor la Orden de 19 de julio de 1999,
que aprobaba la Ordenanza para el Registro de Venta a Plazos de Bicnes Muebles.
Dicha Ordenanza no contempla la inscripcidn, en los Registros de algunos de los
datos que el INE recogia.

H) Magnitudes monetarias y financieras

Estas estadisticas son elaboradas por el Banco de Espafia, y tienen como objeti-
vo ofrecer la informacion relativa al activo y pasivo de las instituciones financieras,
Banco de Espafia y otras instituciones financieras monetarias diferentes del Banco
de Espafia, y depdsitas de ofros sectores residentes en las entidades de depdsito por
entidad.
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) Mercado bursatil

En este apartado se ofrece informacion elaborada por distintos organismos sobre
1a actividad bursdtil, en concreto: cuantia de valores negociados en las Bolsas de Va-
lores, indices de cotizacion de acciones en ia Bolsa de Madrid, mercado de deuda en
anotaciones en cuenta, acciones y obligaciones por volumen de cotizacion.

La Comisién Nacional del Mercado de Valores (http://www.cnmv.es/) publica
también informacién econdmica financiera y estadistica elaborada a partir de sus
propios Registros Oficiales.

J} Tipos de interés

Esta estadistica es elaborada por el Banco de Espafia y tiene como objetivo
ofrecer informacion sobre los tipos de interés legales del mercado financiero v del
mercado monetario, tipos de interés legales aplicados por las entidades de crédito y
tipos de interés de 1a Banca y Cajas de shorro a residentes de la UEM.

1.6.2.4. Comercio exterior
A) Indices de comercio exterior de servicios (ICES})

Los TCES tienen como principal objetivo proporcionar indicadores de la evolu-
¢ion a corto plazo del valor de las exportaciones € importaciones de servicios no tu-
risticos realizadas entre las unidades residentes y las no residentes en Espafia.

Se trata de una operacion estadistica continua derivada de los datos trimestrales
recogidos en la Encuesta de Comercio Internacional de Servicios (ECIS).

Los ICES se presentan para los diez principales tipos de servicios (exceptuando
turismo) de acuerdo a la Clasificacion Ampliada de ]a Balanza de Pagos de Servi-
cios (CABPS): transporte, comuiricaciones, construccion, segures, servicios finan-
cieros, servicios de informdtica v de informacién, royailties y derechos de licencia,
servicios empresariales, servicios personales, culturales y recreativos, y servicios
gubernamentales (no incluidos anteriormente). Asimismo, se presentan indices de
exportaciones e importaciones de servicios por zonas geogrificas/paises de contra-
partida,

B) Resultados de comercio exterior

La fuente cstadistica bdsica para estudiar las operaciones de comercio exterior
es el Fichero Territorial de Aduanas, elaborado por el Departamento de Informdtica
Tributaria de la Agencia Estatal de Administracion Tributaria (AEAT) con datos
procedentes del Departamento de Aduanas e Impuestos Especiales de la AEAT. Los
ficheros con los datos de todas Jas operaciones realizadas estdn disponibles en Inter-
net en la pagina Web www.act.es.
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La unidad informante es la empresa que efectda 1a operacién de exportacién/
“expedicidn O de importacién/introduccion que estd obligada a documentarla en el

‘denominado Documento Aduanero (DUA), recogiéndose informacién sobre el
jimporte de la operacion, el peso de las mercancias, la provincia y el pafs de ori-
gen/destino, la provincia correspondiente a la aduana y el modo de transporte utili-
zado.
i Pn 1988 la Comunidad Europea elaboré e implanté un nuevo Arancel de Adua-
nias: la Nomenclatura Combinada y, en el marco de ésta, para facilitar su informati-
‘zacion, se cred el Arancel Integrado Comunitario o TARIC, cuyas subpartidas que-
dan identificadas por un cédigo compuesto por once cifras en total. La version
nacional de la TARIC entr6 en vigor el 1 de enero de 1988.
- Desde el 1 de encro de 1993, fecha del establecimiento del Mercado Unico en
1a:‘Uni6én Europea, las operaciones de comercio exterior en sentido estricto se refie-
ren tinicamente al intercambio de bienes y mercancias con paises terceros, es decir,
fuera de la Unidn Europea. Por el contrario, los realizados con Estados miembros
de 1a UE constituyen el comercio intracomunitario, en el que los términos de expor-
tacién e importacion se sustituyen por los de expedicién e introduccién respectiva-
mente.

A partir de esa fecha las operaciones del Comercio Exterior se determinan por

la suma de los siguientes conceptos:

» Existe la obligacion de presentar la declaracion DUA ante la aduana para to-
das las operaciones de exportacién e importacién cuya procedencia o destino
carresponda a pafses no comprendidos en la Unién Europea. Estas operacio-
nes se contabilizan como se hacia antes de 1993.

+ Para las introducciones y expediciones intracomunitarias (operaciones en que
se compra o vende a ofro pais comunitario), s¢ debe presentar la declaracién
correspondiente al mes anterior en los doce primeros dias naturales de cada
mes por via telemitica, mediante formulario electrénico en Internet o en so-
porte papel en las oficinas de INTRASTAT.

A partir del 1 de enero de 1999 quedd suprimida la clasificacién segiin el tipo
de obligacién del operador. Se establece un tnico umbral de asimilacién quedando
suprimida la declaracién simplificada, y subsistiendo tnica y exclusivamente la de-
claracion detallada. Segtin la Orden del Ministerio de Hacienda de diciembre de
2000 se establece un solo umbral de asimilacién que queda fijado en 100.000 Eu-
ros, por lo que estdn obligados a presentar declaracion INTRASTAT en los ejer-
cicios 2001 y 2002 Ios operadores que alcancen un importe facturado de introduc-
ciones o de expediciones igual o superior a 100.000 Euros en el ejercicio
precedente.

C) Tipos de cambio

En esta seccién se recogen datos sobre tipos de cambio proporcionados por el
Banco de Espafia y que el INE publica dentro de su Boletin Mensual de Estadistica.
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1.6.2.5. Informacion tributaria
A} Estadistica sobre el mercado de trabajo y las pensiones

Las entidades, empresas y administraciones privadas y publicas, que realizan
pagos por salarios, pensiones y servicios profesionales estdn obligadas a practicar
retenciones ¢ ingresar su importe en la Hacienda Piblica por medio de autoliquida-
ciones mensuales o trimestrales o mediante formalizacién de crédito en el caso de
organismos de la Administracién del Estado. Al terminar cada afio natural, dichas
entidades estdn obligadas a presentar una Declaracién resumen Anual de Retencio-
nes sobre las rentas del Trabajo personal que se acompaiia de una Relacién de Per-
ceptores en la que figuran los datos identificativos de cada perceptor, las retribucio-
nes satisfechas y las retenciones practicadas. Igual obligacion afecta a las entidades
que operan en los territorios forales, respecto a las respectivas Haciendas Forales.

El Instituto de Estudios Fiscales elabora una estadistica que presenta la infor-
macién de forma agregada por provincias, sexo, sector institucional, dimensién de
la entidad pagadora, actividad de la empresa, etc.

La informacién se publica en la Web del Instituto de Estudios Fiscales.
(hitp://www.ief.es/Investigacion/Estadistica/EstadBaseTrib.htm).

B} Informacién tributaria

La pdgina Web de la AEAT publica diversas estadisticas, entre las que destaca-
mos las siguientes:

— Informe Anual de Recaudacién Tributaria de la AEAT y Restimenes informa-
tivos de Recaudacién por Tributos Cedidos y Concertados de la Inspeccidn
General del Ministerio de Economia v Hacienda. Estas estadisticas ofrecen la
informacién sobre la recandacidn de tributos por las administraciones pi-
blicas.

— Resultados econémicos y Tributarios en el IVA. Es una investigacién de ca-
rédcter censal basada en la informacidn que suministran los agentes econd-
micos a través del «Resumen Anual».

— La estadistica Cuentas anuales en el Impuesto sobre Sociedades ¢std basada
en las declaraciones anuales del Impuesto sobre Sociedades que presentan a
la Administracién Tributaria las entidades con domicilio fiscal en el Territo-
rio de Régimen Fiscal Comiun.

— Estadisticas de IRPF por partidas, Los datos del IRPF tienen su origen en la
agregacion de algunas de las variables tributarias que se recogen en los mo-
delos de impresos en los que se presenta Ia declaracién-autoliquidacién del
IRPF. No se incluye la informacién de las declaraciones presentadas ante las
Haciendas Forales (C.F. de Navarra y Pais Vasco). Los datos proceden de la
AEAT y de la base de datos BADESPE que ¢labora el Instituto de Estudios
Fiscales, ambos pertenecientes al Ministerio de Economia y Hacienda.
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'1.6.3. Estadisticas a empresas

“Pado ¢l importante niimero de operaciones estadisticas que se recogen en este
apartado, describimos a continuacién las mds importantes, desde el punto de vista
del'andlisis econdmico de la actividad desarrollada por las empresas.

“A) Encuesta sobre la Estructura de las Explotaciones Agricolas

.. La Encuesta sobre 1a estructura de las explotaciones agricolas se efectia en to-
“dos los paises miembros de la Unién Europea. Espaiia participd por primera vez en
‘este programa comunitario con la encuesta por muestreo del afio 1987. Con poste-
‘rioridad se han realizado®los censos en los afios 1989 y 1999 y las encuestas por
muestreo en los afios 1993, 1995, 1997 y 2003. En esta encuesta participan organis-
mos regionales de estadistica, en concreto, el Instituto Vasco de Estadistica (EUS-
TAT), el Instituto de Estadistica de Catalufia (IDESCAT) y ¢l Instituto Gallego de
Estadistica (IGE) en el 4mbito territorial de sus comunidades, de acuerdo a los con-
venios firmados entre el INE y los respectivos Institutos de Estadistica.
La encuesta de 2007 tiene como objetivos fundamentales los siguientes:

ay Evaluar la situacién de la agricultura espafiola y seguir la evolucidn estruc-
tural de las explotaciones agricolas, as{ como obtener resultados compara-
bles entre todos los Estados miembros de 1la Unidén Europea.

b) Cumplir con la normativa legal fijada por la Unién Europea en los diferentes
reglamentos del Consejo, asi como atender a los requerimientos estadisticos
nacionales y otras solicitudes internacionales de informacidn estadfstica
acerca del sector agrario.

Se analizan las producciones obtenidas, superficie de las explotaciones, régi-
men de tenencia y la mano de obra.

B} Estadistica Minera de Espafia

La Estadistica Minera de Espaiia, elaborada por el Ministerio de Industria, Tu-
rismo y Comercio ¢s la informacién mds completa sobre la produccién del sector
extractivo en Espafia.

El procedimiento de recogida de datos, depuracidn, gestién y publicacién se re-
aliza a través de Internet mediante certificado digital o DNI electrénico. Es de ca-
récter anual.

Se ofrece informacién sobre:

-— Nimero de explotaciones.

— Empleo: nimero de empleados remunerados, horas trabajadas, costes de
personal.

— Consumo de materiales.
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— Consumo de energia.

~— Servicios empleados.

~— Produccién: produccién vendible (los datos referentes a la produccion y a
los consumos de materiales y productos energéticos vienen expresados en
cantidad y valor).

~— Inversiones efectuadas durante el afio de referencia, desglosadas por provin-
cias y referidas al total de productos energéticos, minerales metélicos y mi-
nerales no metilicos, de acuerdo con la siguiente presentacidn:

— Subvenciones.

~— Salarios pagados.

— Impuestos: licencia fiscal y otros impuestos y tasas.

— Variaci6n de existencias de productos terminados y en curso de fabricacion.

La informacién aparece desglosada segtin el tipo de produccién, intervalos de
empleo y provincias,

C) Estadisticas y balances energéticos

El Ministerio de Industria, Turismo y Comercio es también ¢l responsabfe de la
elaboracion de las Estadisticas y balances energéticos. Las estadisticas energéticas
elaboradas son las siguientes,

— Destilacién de Carbén {(Anual y Mensual).

— Estadisticas Eléctricas {Anual y Mensual).

— Estadisticas Gas GLP (Anual).

- Estadfsticas Gas Natural {Anual).

— Estadisticas de Refinerias de Petréleo (Mensual).

Dentro de éstas, destaca la Estadistica sobre la Industria de 1a Energfa Eléctrica,
mmvestigacion censal de cardcter mensual y anual, que recoge datos fisicos y econd-
micos sobre el sector productor y distribuidor de energia eléctrica: niimero y tipo de
centrales, potencia instalada, produccidn por tipo de central, costes de generacion y
costes de mantenimiento, intercambios y distribucién de energia eléctrica. Esta es-
tadistica:

a) Es la principal fuente de informacién y la base imprescindible para realizar
cualquier estudio con profundidad del sector energético.

b) Es fundamental para la realizacion de balances energéticos en el dmbito eu-
ropeo, nacional o regional.

Los consumos de energia elécirica se muestran con una sectorializacién de 34
ramas de actividad. En el dmbito geogrifico se distinguen las producciones por
cuencas, provincias y Comunidades Auténomas. Respecto al tipo se distingoen las
centrales de servicio pablico v las autoproductoras.
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Respecto a los Balances energéticos, anualmente se elabora El libro de La
Energia en Espafia, que recoge la evolucién del mercado energético en Espafia du-
tante el afio corriente, con andlisis detallado de los balances energéticos y precios
asf como de las nuevas disposiciones legales de ordenacién del sector. También se
élaboran informes de coyuntura trimestral y mensual.

D) Encuesta Industrial de Empresas y Encuesta Industrial de Productos

La principal estadistica estructural que se realizaba en Espafia sobre el sector
“industrial es la denominada «Encuesta Industrial», operacidn estadistica iniciada
por el INE en 1978 y que desde entonces ha venido ofreciendo informacién econd-
mica sobre el sector con*periodicidad anual. La Encuesta Industrial se realizaba a
una amplia muestra de establecimientos industriales que eran encuestados en su
mayor parte por el INE, si bien establecimientos de determinados sectores (sectores
delegados) eran investigados por los Ministerios de Industria y Energia y de Agri-
cultura y Pesca. A los establecimientos se le solicitaba informacién de su estractura
econémica-financiera, y de detalle de su produccion y compras.

En 1993 se produjo un importante cambio metodolégico en esta Encuesta, que
pasé a denominarse Sistema Integrado de Estadisticas Industriales, ya que incluye
diferentes Encuestas, todas ellas ajustadas a unas definiciones, nomenclatura y cri-
terios metodoldgicos comunes, que cubren hoy dia las necesidades de informacion
econdmica relativas al sector industrial espaifiol.

Estas investigaciones son:

-— Encuesta Industrial anual de empresas.

— Encuesta Industrial anual de productos.

— Encuesta de I+D.

— Encuesta Industrial Anual de Empresas 1995 (Consumos ¢ Inversiones).

La encuesta industrial anual de empresas, a diferencia de la antigua, adapta las
principales variables del cuestionario a los criterios y normas del Plan General de
Contabilidad. Este nuevo enfoque en la recogida de informacidn del sector indus-
trial, ha sido uno de los principales cambios metodoldgicos gue se han incorporaron
a la encuesta.

Con el objetivo de ajustar los datos demandados (y su mayor o menor especifi-
cacion) a las caracterfsticas propias de cada unidad, se disefian dos modelos dife-
rentes de cuestionarios: un modelo dirigido a las empresas con 20 o mds personas
ocupadas, y otro, simplificado, con un ntimero reducido de variables, para las em-
presas con menos de 20 ocupados.

Las variables que investiga la encuesta industrial de empresas son a grandes
rasgos las siguientes:

— Personal no remunerado.
— Personal remunerado.
— Horas trabajadas.
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— Ventas netas de productos.

— Ventas netas de mercaderias.

-— Prestaciones de servicios.

— Trabajos realizados para el inmovilizado.
— Subvenciones a la explotacidn.

— Otros ingresos de explotacién.

— Total de ingresos de explotacion.

— Variacion de existencias de productos.

— Consumo de materias primas.

— Consumo de otros aprovisionamientos.

— Consumo de mercaderias.

— Trabajos realizados por otras empresas.
— Sueldos y salarios.

-~ Indemnizaciones.

— Cargas sociales.

— Arrendamientos y cdnones.

— Servicios de profesionales independientes.
-— Suministros.

— Otros servicios exteriores.

— Dotaciones para amortizacion del inmovilizado.
— Total de gastos de explotacidn.

— Inversion realizada en activos materiales e inmateriales.

Desde el punto de vista geogrifico, la encuesta industrial anual de empresas cu-
bre el conjunto del territorio nacional, a excepcidn de Ceuata y Melilla. A los efectos
de su explotacion estadistica, la encuesta fue disefiada para permitit ofrecer resulta-
dos con detalle territorial de Comunidad Auténoma, si bien hay que tener presente
que la informacidn relativa a las empresas multilocalizadas se basa en una regiona-
lizacién de la actividad economica de la empresa utilizando para ello las siguientes
variables para las que se pide detalle para cada UAE local:

— Nimero medio de personas ocupadas.
— Importe neto de la cifra de negocios.
—- Sueldos y Salarios.

— Consumo de materias primas.

-— Inversion en activos materiales.

— Inversion en activos inmateriales.

La Encuesta Industrial de Productos tiene como objetivo ofrecer detalle de la
produccién comercializada por la industria en Espafia. A diferencia de la encuesta
industrial de empresas la unidad de informacién es el establecimiento industrial. Se
investigan los establecimientos de empresas industriales de mas de 20 personas
ocupadas en ¢l DIRCE.

La produccion se mide tanto en términos de cantidad como de valor, que se de-
fine como precio medio de venia neto, es decir, incluyendo los costes de envasado
y excluyendo el IVA y otros impuestos sobre los productos, rappels y otros des-
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cuentos realizados, y gastos de transporte facturados por separado. La produccién
se clasifica en cédigo PRODCOM.

_E) Encuesta sobre la Estructura de la Construccidn

Es la estadistica estructural sobre el sector més relevante en Espafia. Dicha en-
“cuesta la elabora el Ministerio de Fomento pero fue disefiada con la colaboracién
del INE, por lo que el cuestionario en que se recogen los datos es bastante similar af
de 1a Encuesta Industrial Anual.

La Encuesta de Estructura de la Construccion se viene realizando desde 1980,
si bien fue en 1987 cuando se extendid el objeto de la investigacion a los empresa-
rios auténomos del sector, y en 1988 se extendid la encuesta a las empresas de ins-
talacidn, montaje y acabado de edificios y obras que hasta entonces eran encuesta-
das por €] INE,

Los principales objetivos de la Encuesta de la Estructura de la Construccién son:

a) Conocer las principales macromagnitndes del Sector de la Construccién,
base esencial para la elaboracidon de las Cuentas Nacionales y Regio-
nales.

b) Obtener un conjunto de informacién detallada, actualizada, fidedigna y
completa del Sector de ta Indusiria de 1a Construccitn a nivel nacional y ho-
mogéneo a los diferentes sectores industriales que permita conocer las prin-
cipales caracteristicas estructurales de la industria en su conjunto.

¢) Obtener series temporales homogéneas de resultados, con definiciones y cri-
terios que permitan la comparacion con datos de otros paises.

d) Por tltimo, servir como instrumento necesario para la ejecucién de estiudios
y andlisis relativos a los factores de produccion utilizados y otros elementos
que permitan medir la actividad, rendimiento y competitividad de las empre-
sas, asi como la estructura y la evolucion de las mismas con el objeto de
comparar su actividad y rendimiento con los de los competidores de su sec-
tor a escala regional, nacional ¢ internacional,

La unidad estadistica investigada es la «empresa» definida como 1a unidad pro-
ductiva que ejerce exclusiva o principalmente la actividad de la construccién, ya
que, esta unidad tipo es méds adecunada que el «establecimiento» para ¢l estudio del
Sector de 1a Construccion.

Las variables contempladas son bdsicamente las mismas que la Encuesta Indus-
trial de Empresas, es decir, personal ocupado, horas trabajadas, volumen de nego-
clo, valor de produccidn, consumos intermedios, impuestos, costes de personal, in-
versién bruta, ventas de bienes de inversion, subvenciones a la explotacion, y gastos
en I+D.

La informacién aparece desagregada segiin tipo de actividad y estrato de nime-
ro de empleados, asi como también se ofrecen datos con menor detalle por comuni-
dades auténomas, en concreto, sobre el nimero de empresas, la cifra de negocio,
los salarios, el empleo y 1a inversién realizada.
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F) Encuesta Anual de Servicios (EAS)

La Encuesta Anual de Servicios 2000 se configura como la primera operacién
en la que el INE ofrece una vision integrada del sector servicios, ya que hasta ahora
los estudios realizados sobre este sector se han venido realizando de manera discon-
tinua y dispersa.

Realizando una breve resefia sobre €l sistema espafiol de produccién de estadis-
ticas estructurales sobre el sector servicios podemeos afirmar que es atin muy recien-
te, ya que exceptuando alguna investigacidn especifica (encuesta de comercio inte-
rior de 1988), todas las estadisticas de servicios realizadas datan de los afios 90. A
comienzos de esta década el INE disefio un plan estadistico para este sector que ha-
bria de ser desarrollado en plazos de cinco afios, mediante encuestas de periodici-
dad anual y plurianual. El objetivo era que cada afio se abordaban diferentes secto-
res de forma que en un periodo aproximado de cinco afios se hubiera investigado
todo el sector de servicios.

El plan no se ha camplido en los términos previstos, si bien a lo largo de la dé-
cada la mayor parte de las actividades de servicios se han investigado al menos una
vez (nunca se han investigado las actividades de transporte por tuberia, actividades
inmobiliarias, intermediacién financiera, y servicios de investigacién y desarrollo).
Del conjunto de encuestas realizadas hay que destacar su falta de unidad metodold-
gica: objetivos, unidades de encuesta, dmbitos territoriales y cuestionarios diferen-
tes; lo que se traduce en la imposibilidad actual de tener un conocimiento conjunto
del sector de servicios en Espafia.

Las encuestas a empresas de servicios realizadas por el INE son las siguientes,
entre paréntesis aparece el afio en que se realizd la encuesta:

—- Servicios Audiovisuales (1992,1997),
— Servicios Técnicos (1992,1997).
— Servicios de Consultoria (1993).
— Servicios de Publicidad (1994),
—- Servicios de Alquiler de vehiculos, Maquinaria y equipo (1994).
— Servicios informdticos (1995).
— Servicios industriales de limpieza (1995).
— Servicios juridicos (1996).
—— Servicios de investigacion y seguridad (1996).
— Servicios empresariales diversos (1996).
— Servicios personales (1997).
— EBstadistica de empresas de transporte de viajeros (anual desde 1990).
— Interurbano (regular y discrecional) por carretera.
— Transporte urbano de viajeros por autobs.
~— Transporte metrapolitano.
— Transporte aéreo.
—— Transporte ferroviario.
— Transporte maritimo.
-— FEstadistica de turismos de servicio pdblico (1996).
" — Estadistica de empresas de turismo de servicio piiblico (1998).
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—- Encuesta sobre la estructura de las empresas de mercancias por carretera
1992, 1993).

. — Encuesta econdémica de empresas de actividades anexas a los transportes y
las comunicaciones (1994).

— Encuesta de servicios postales y telecomunicaciones (1995, 1996).

— Encuesta sobre la estructura de las empresas de restauracién (1989, 1994).

— Encuesta sobre la estructura de las empresas hoteleras (1991, 1992, 1996).

— Encuesta sobre la estructura de las empresas de agencias de viajes (1993,
1997).

— Encuesta de comercio interior (1994/95, 1988, 1992).

Con el propdsito de suministrar la informacién sobre el sector de servicios a
gue obliga el reglamentosdel Consejo de la Unién Europea de 20 de diciembre de
1996 relativo a las estadisticas estructurales de las empresas, ¢l INE puso en 1999
en marcha una nueva encuesia sobre el sector de servicios en Espafia de cardcter
bianual. Dicha encuesta se realiza para las secciones H a K de la CN.A.E. 1993
{excepto la seccion de intermediacién financiera),

Desde el afio 2000 esta encuesta es de cardcter anual y pretende cubrir los si-
guientes objetivos:

a) Estudio de las caracteristicas estructurales y econémicas de las empresas
que componen ¢l sector mds importante de la economia espafiola en térmi-
nos del Producto Interior Bruto y creacidn de empleo.

b) Es un instrumento {itil parara la Contabilidad Nacional y Regional.

c¢) Comparar la situacién actual con anteriores afios y, también, pretende ser
comparable infernacionalmente.

d) Servir de base para estudios estructurales y de actividad respecto a otros
sectores econémicos,

e) Evaluar la calidad de los directorios utilizados en las encuestas y la adecua-
¢idén de los cuestionarios a la realidad,

f)  La seleccién de la muestra se realiza teniendo en cuenta el sector de activi-
dad de la empresa, ¢l estrato de nimero de empleados y, a veces, la comu-
nidad anténoma.

Las variables contempladas son basicamente las mismas que la Encuesta Indus-
trial de Empresas y la de Estructura de la Construccién, donde la informacién apa-
rece desagregada con los mismos criterios que en el caso anterior.

G) Las estadisticas sobre turismo del Instituto de Estudios Turisticos
{IET)

Creado en 1962, el IET es, segtin lo establecido por ¢l Real Decreto 561/2009, de
8 de abril del afio 2009 (B.O.E. del 22 de abril de 2009), por el que se aprueba el Es-
tatuto del Instituto de Turismo de Espafia (Turespafia), un organismo publico con ran-
20 de Subdireccion General, dependiente directamente de la Presidencia de Turespa-
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fia, que tiene como funciones la investigacion de los factores que inciden sobre el -
rismo, asi como la elaboracidn, recopilacion y valoracidn de estadisticas, informacion
y datos relativos al turismo. También le atribuye el mencionado Real Decreto, la crea-
¢i6n y difusién del conocimiento y la inteligencia turistica y la coordinacién de la in-
formacidn sobre el sector turfstico generada por las distintas unidades administrativas
dependientes de la Secretaria de Estado de Turismo y del propio Turespafia.

El IET como productor de informacidn, es el encargado de las operaciones esta-
disticas Movimientos Turisticos en Fronteras (Frontur), Encuesta de Gasto Turistico
(Egatur) y Movimientos Turisticos de los Espafioles (FAMILITUR), generando da-
tos sobre las llegadas de visitantes exiranjeros a nuestro pafs, sus peculiaridades,
gastos que realizan y viajes realizados por los espafioles y sus caracteristicas.

El IET de igual modo explota informacion estadistica procedente de fuentes ex-
ternas, como son la evolucién de llegadas de pasajeros extranjeros en compafiias de
bajo coste y el empleo en el sector turistico, informacién que divulga de manera pe-
riddica. Asimismo difunde otra informacitn estadistica de interés procedente de
otros organismos.

Una gran parte de estos contenidos, asf como la posibilidad de consultar 1a do-
cumentacion turistica existente en el Centro de Documentacidn Turfstica de Espafia
(CDTE), se encuentra disponible a través de esta Web (www.iet.tourspain.es).

Describimos a continuacién las principales caracteristicas de las tres estadisti-
cas que produce el IET.

La Encuesta de Gasto Turistico en Espana (EGATUR)

La Encuesta de Gasto Turistico en Espafia (BGATUR) es realizada por el Insti-
tuto de Estudios Turisticos con la colaboracién del INE y del Banco de Espafia; tie-
ne come objetivo medir tanto el gasto realizado por los visitantes no residentes en
Espafia durante sus viajes a Espafia, asi como el gasto efectuado por los residentes
espafioles durante sus viajes al exiranjero.

La Encuesta se inicia en el afio 2000, tiene periodicidad mensual e investiga en
la frontera a los visitantes no residentes en Espafia cuando abandonan el territorto
espafiol y a los residentes espafioles cuando regresan al territorio nacional. EI traba-
jo de campo se lleva a cabo en los principales puestos fronterizos (carreteras que
comunican con Portugal, Francia y Andorra, aeropuertos, puertos y ferrocarriles).

Esta estadistica tiene representatividad nacional, aungue algunas Comunidades
Auténomas realizan estimaciones propias mediante la regionalizacion de la infor-
macion; la informacién que aporta tienc gran interés para los estudios de demanda
de turismo extranjero, pero su interés fundamental es su contribucién para la esti-
macién de las ribricas de ingresos y pagos por turismo de la Balanza de Pagos y
del consumo de los no residentes en la Contabilidad Nacional de Espafia.

Clasifica fa informacidn por tipo de entrada, duracién de la estancia y naciona-
lidad de los visitantes, aportando detalles sobre aspectos tales como:

— El Motivo del viaje (turistas) o visitas (excursionistas).
— La frecuencia de las visitas.
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—— La duracién de la estancia.

‘- El tipo de alojamiento.

"~ La forma de organizacién.

—— El tamafio del grupo turistico.

— Las actividades realizadas.

—- Fl grado de satisfaccién del viaje.

—- La fidelidad de Tas visitas a Espafia.

— Los gastos realizados y su distribucion, diferenciando el llevado a cabo en
el pais de origen (desglosados por conceptos como transporte, alojamiento,
alquiler de vehiculos, excursiones, especticulos, etc.) v el realizado en el
pais de destino (también desglosado por los principales conceptos).

— La forma de pago (larjetas, dinero en efectivo, cheques, etc.

L ]

Los Movimientos Turfsticos de los Espanoles (FAMILITUR)

Es una Encuesta mensual elaborada por la Secretarfa de Estado de Comercio y
Turismo y en concreto por el Instituto de Estudios Turisticos mediante entrevista
personal directa a residentes mayores de 16 afios en municipios de més de 5.000 ha-
bitantes; tiene como objetivo la estimacion del nimero y caracteristicas de los via-
jes realizados por la poblacién residente en Espafia.

Existe informacion disponible desde 1996 que cuantifica los flujos de viajeros
espafioles entre las distintas Comunidades Auténomas y desde Espafia hacia el ex-
tranjero, caracterizando los mismos en funcidn de aspectos como el motivo del via-
je. la duracion de la estancia, el tipo de alojamiento utilizado y el destino, etc.

La informacién se publica con un desfase de tres meses con respecto al cuatri-
mestre de referencia; en ella se incluye, con un nivel de desagregacién autondmico,
los resultados sobre nimero de viajes, su origen y destino, motivaciones, tipo de
alojamienio, medio de transporte y gasto efectuado, duracién v temporalidad, etc.

Las Encuestas en fronteras: Movimiento Turistico en Fronteras
(FRONTUR)

La Encuesta sobre Movimiento Turistico en Fronteras (FRONTUR) se realiza
de forma continuada por el Instituto de Estudios Turfsticos en colaboracién de la
Direccion General de Trafico, AENA, RENFE v Puertos del Estado. Tiene como fin
estimar ¢l nimero de entradas de viajeros por los distintos puntos de acceso, as{
como proporcionar informacion sobre el comportamiento turistico de los visitantes
no residentes en el territorio nacional.

La informacién se obtiene mediante encuestas y aforos muestrales que comple-
mentan otras informaciones administrativas proporcionadas por los organismos res-
ponsables del trifico de pasajeros en carreteras, aeropuertos, puertos y trenes.

Los principales objetivos de FRONTUR son: cuantificar mes a mes el niimero
de visitantes que llegan a Espaiia por las distintas vias de acceso (carretera, aero-
puerto, puerto maritimo y ferrocarril), caracterizarlos segtin su tipologia de visitan-
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te, diferenciando los turistas (que realizan al menos una pernoctacién) de los ex-
cursionistas (que no pernoctan) y conocer el comportamiento turistico en sus des-
plazamientos dentro de Espafia en relacién con las principales caracteristicas de
sus viajes,

Se publica informacién mensual con 15 dias de demora tras la finalizacién del
mes de referencia sobre el nimero de visitantes, turistas y excursionistas, que llegan
a Espafia por las distintas fronteras, sus paises de residencia, las Comunidades Au-
ténomas de destino, el tipo de alojamiento utilizado, la duracidn de la estancia, la
forma de organizacion del viaje (paquete turistico o no), el motivo del viaje y por
tltimo edad y sexo.

Anualmente y para las principales temporadas vacacionales se publica informa-
cién adicional con un mayor desglose de estas variables (motives y tipos de aloja-
miento, fidelidad de los turistas, actividades realizadas, grado de satisfaccion, uso
de Internet en la planificacion de sus viajes, etc.).

1.6.4. Estadisticas econdmicas sobre las Administraciones Pablicas

Entre estas estadisticas destacan las Cuentas del IGAE, que son elaboradas cada
afio por la Intervencién General de la Administracién del Estado (EGAE) con la in-
formacién sobre las liquidaciones presupuestarias de cada uno de los organismos de
la Administracién Central, de las Comunidades Autdénomas, de las Corporaciones
Locales y de los Organismos Auténomos Administrativos de las Comunidades Au-
ténomas.

Otras estadisticas que miden la actividad econémica de las administraciones pd-
blicas, son la Estadistica del Gasto Piblico en Educacion y la Cuenta Satélite del
Gasto Sanitario, elaboradas, respectivamente, por el Ministeric de Educacién y por
el Ministerio de Sanidad y Politica Social.

1.6.5. Estadisticas sobre consumo y precios
A) La Encuesta de Presupuestos Familiares (EPF)

La EPF iniciada en enero de 2006, sustituye a la Encuesta Continua de Presu-
puestos Familiares (ECPF) base 1997, que con periodicidad trimestral se realizé
desde 1997 hasta 2005. La nueva encuesta suministra informacién anual sobre la
naturaleza y destino de los gastos de consumo, asi como sobre diversas caracteristi-
cas relativas a las condiciones de vida de los hogares.

Los gastos de consumo se refieren tanto al flujo monetario que destina el hogar
al pago de determinados bienes y servicios de consumo final, como al valor de los
bienes percibidos en concepto de autoconsumo, salario en especie, comidas gratui-
tas o bonificadas y alquiler imputado a la vivienda en la que reside el hogar (cuando
es propietario de Ia misma ¢ la tiene cedida por otros hogares o instituciones). Los
gastos se registran en el momento de adquisicién, independientemente de que ¢l
pago sea al contado o a plazos.
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.l tamafio de muesira ¢s de aproximadamente 24.000 hogares al afio. Cada ho-
|gar permanece en la muestra dos aﬁos consecutivos, renovindose cada afio la mitad
‘de la muestra. :

i 13 encuesta proporciona estimaciones del gasto de consumo anual para el con-
fjﬁhto nacional y las comunidades autdnomas y del consumo en cantidades fisicas
de determinados bienes alimenticios para el conjunto nacional.

'B} indice de Precios al Consumo (IPC}

El Indice de Precios de Consumo (IPC) mide la evolucién mensual del nivel de
3'precios de los bienes y servicios de consumo adquiridos por los hogares residentes
en Bspafia. Es un indice e tipo Laspeyres, cuyo procedimiento de cdlculo se estu-
diard mds adelante.

- En el Sistema Base 2006 se utiliza la definicién de gasto de consumo de la

“ EPF: «el gasto de consumo es el flujo monetario que destina el hogar v cada uno de
sus miembros al pago de determinados bienes y servicios, con destino al propio ho-
gar o para ser transferidos gratuitamente a otros hogares o instituciones».

Los distintos bienes y servicios de consumo se clasifican de acuerdo con la cla-
sificacién armonizada COICOP (Classification Of Individual Consumption by Pur-
pose). La precision con la que este indicador coyuntural mide la evolucion del nivel
de precios depende de dos cualidades que todo IPC debe tener: representatividad y
comparabilidad temporal. El grado de representatividad del TPC viene determinado
por la adaptacion de este indicador a la realidad econdmica del momento; asi, la
tasa de variacién calculada a partir del IPC se aproximard mdas a la evolucién del
conjunto de precios de la economfa, cnanto més se adapten los elementos seleccio-
nados para su medicion a las pautas de comportamiento de los consumidores. Para
conseguirlo, los articulos seleccionados que forman parte de la cesta de la compra
deben ser los mds consumidos por 1a mayorfa de la poblacidn, los establecimientos
de la muestra deben ser los més visitados, y la importancia relativa de cada articulo
en la cesta de la compra debe responder a las tendencias de consumo de los ho-
gares.

Por otro lado, el IPC es un indicador que sélo tiene sentido cuando se estable-
cen comparaciones en el tiempo; de hecho, un nimero indice no tiene apenas signi-
ficado si no se establece una comparacion con indices de otros periodos, para obte-
ner las tasas de variacién correspondientes (puede ser un mes, un afio, o cualquier
otro periodo de tiempo). Por ello, la otra cualidad atribuible a un IPC es la compa-
rabilidad temporal, es decir, la necesidad de que los elementos que definen el TIPC
permanezean estables a lo largo del tiempo excepto, l6gicamente, los precios reco-
gidos mensualmente. De esta forma, se consigue que cualquier variacién en el IPC
sea solo debida a cambios en los precios de los articulos seleccionados, y no a cual-
quier cambio en ¢l contenido metodolégico de este indicador.

Las aplicaciones del IPC son numerosas y de gran importancia en los dgmbitos
econdmico, juridico y social. Entre ellas cabe destacar su utilizacién como medida
de la inflacién. También se aplica en la revision de los contratos de arrendamiento
de inmuebles, como referencia en la negociacion salarial, en la fijacion de las pen-
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siones, en la actualizacién de las primas de seguros y otros tipos de contrato, -y
como deflactor en la Contabilidad Nacional.

C) Indice de Precios de Vivienda (IPV)

El IPV, base afio 2007, tiene como objetivo la medicidén de la evolucion de los
precios de compraventa de las viviendas de precio libre, tanto nuevas como de se-
gunda mano, a lo largo del tiempo. La fuente de informacidon utilizada para el cdl-
culo del 1PV procede de las bases de datos sobre viviendas escrituradas que propor-
ciona el Consejo General del Notariado, de donde se obtienen los precios de
transaccion de las viviendas, asf como las ponderaciones que se asignan a cada con-
junto de viviendas con caracteristicas comunes.

La muestra utilizada para esta estadistica comprende todas las viviendas escri-
turadas en el trimestre de referencia. El proceso de disefio y desarrollo del IPV se
ha realizado de forma coordinada entre el INE y EUROSTAT.

D} indices de Precios desde el punto de vista de la oferta

Respecto al sector agrario, destacamos los Indices de Precios Percibidos y Pa-
gados por los Agriculfores, que miden la evolucién de los precios que percibe el
agricultor y el ganadero por la venta de los productos agrarios v la de los precios
que se pagan por las compras de materiales y aprovisionamientos. Estos indices son
claborados por el Ministerio de Medio Ambiente y Medio Rural y Marino.

El Indice de Precios Industriales (IPR1I), elaborado por el INE, es un indica-
dor coyuntural que mide la evolucién mensual de los precios de los productos in-
dustriales fabricados y vendidos en el mercado interior, en el primer paso de su co-
mercializacion, es decir, de los precios de venta a salida de fabrica obtenidos por
los establecimientos industriales en las transacciones que estos efectian, excluyen-
do los gastos de transporte v comercializacién v el IVA facturado. Para su obten-
¢idn se realiza una encuesta continua de periodicidad mensual, que investiga todos
los meses mas de 8.000 establecimientos industriales.

Los Indices de Precios de Materiales del Sector de la Construccion, elabora-
dos por el Ministerio de Fomento, miden la variacién de los precios de los distintos
matetiales que se utilizan en las férmulas tipo, para aplicar a las cldusulas de revi-
sién de precios que figuran en los contratos de las Administraciones piiblicas. Se
estudian los precios de venta, sin incluir el IVA facturado, de distintos materiales
susceptibles de ser utilizados en la construccién (cemento, cerdmica, maderas, ener-
gia, aluminio, acero, cobre y ligantes) para los indices de precios de materiales.

Los Indices de Precios del Sector Servicios miden la evolucién de los precios,
desde el lado de la oferta, de las actividades de las empresas que operan en los sec-
tores de Transporte Maritimo de Mercancias, Transporte Aéreo Regular de Pasaje-
ros, Manipulacidn de mercancias, Depdsito y almacenamiento, Actividades Posta-
ies y de Correos, Telecomunicaciones, Programacién y Consultoria Informdtica,
Servicios de informacién, Asesoria Juridica y Econdmica, Servicios y andlisis téc-
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s, Publicidad y Estudios de Mercado, Actividades relacionadas con el empleo,
tividades de Seguridad y Actividades de Limpieza. Los precios recogidos corres-
ponden @ los servicios suministrados a las empresas (segmento de negocios).

1.6.6. Estadisticas sobre el mercado laboral
A) La Encuesta de Poblacidn Activa (EPA)

. La EPA es una macroencuesta elaborada mensualmente por el INE; obliene in-
“formacién sobre la situacién laboral de una muestra estadisticamente representativa
.de unas 200.000 personas; la situacién laboral estd clasificada de acuerdo con las
definiciones de la Organizacién Internacional del Trabajo y de la Comisién Europea
en Activos, Inactivos, Ocupados o Parados.

. La situacién de los ocupados se diferencia entre los asalariados y trabajadores
‘por cuenta propia y dentro de ambos en distintas categorias; las cifras se desagregan
por provincias y grandes sectores (agricultura, industria, construccién y servicios,
etc.), aunque pueden pedirse explotaciones especificas al INE en las que se detallen
datos mds concretos para cualquiera de las variables de 1a Encuesta.

Los resultados generales se publican después de un mes v medio de finalizar el
trabajo de campo y estdn disponibles en la pagina Web del INE.

B! La Encuesta de Coyuntura Laboral (Ministerio de Trabajo y Asuntos
Sociales)

La Encuesta de Coyuntura Laboral (ECL) es una investigacién por muestreo de
periodicidad trimestral realizada por el Ministerio de Trabajo y Asuntos Sociales;
estd dirigida a empresas y proporciona informacion sobre los efectivos laborales, su
composicién segutin diversas caracteristicas, movilidad laboral, altas, bajas y modifi-
caciones de contrato, jornada laboral efectivamente realizada, horas no trabajadas y
sus motivaciones, horas extraordinarias, opiniones de los empresarios respecto a la
evolucién de sus plantillas, etc.

Los resultados se publican en la pdgina Web del Ministerio de Trabajo y-Asun-
tos Sociales: http://fwww.mtas.es/estadisticas/ECL/Welcome.htm.

En el mismo sentido esta estadistica proporciona informacién trimestral sobre
oiros aspectos tales como: tipo de contrato v jornada laboral, tamafio de los centros
de trabajo, Comunidades Autonomas, efectivos laborales con remuneracién ignal al
salario minimo interprofesional, vacantes existentes e} dltimo dia del trimestre de
referencia, etc.

C) Afiliacion de Trabajadores al Sistema de Seguridad Social
(Ministerio de Trabajo y Asuntos Sociales).

La Secretaria de Estado para la Seguridad Social (Ministerio de Trabajo v
Asuntos Sociales) publica mensualmente estadisticas sobre el niimero de Afiliados
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dados de Alta en la Seguridad Social por Regimenes (general, autonémos y ¢spe-
ciales) por Comunidades Autonomias y provincias; la informacidn se publica en la
Web de la Seguridad Social: http://www.seg-social.es/.

D} Estadistica de Paro y Contratos Registrados

El Instituto Nacional de Empleo (INEM) publica mensualmente estadisticas so-
bre el paro registrado con desagregacidn de datos a nivel provincial, de edad y sexo
de los demandantes de empleo y sectores econdmicos; en la publicacion virtual sélo
se proporciona informacién para grandes sectores (agricultura, Industria, construc-
cién, servicios y sin empleo anterior), aungue existe informacién con mayor nivel
de detalle.

En la misma linea se dispone de informacién sobre conirataciones por modali-
dades (indefinidos y temporales).

La informacién se publica en el apartado de estadisticas de la Web:
http://www.inem.es/

E) Encuesta Anual de Coste Laboral {(EACL)

La Encuesta Anual de Coste Laboral s una operacidn estadistica de periodici-
dad anual que completa los resultados obtenidos en la Encuesta trimestral de Coste
Laboral (ETCL) obteniendo una perspectiva anual de los mismos. Tiene como obje-
tivo fundamental conocer los niveles anuales del Coste laboral medio por trabaja-
dor, detallando sus principales componenics: percepciones salariales, cotizaciones
obligatorias a la Seguridad Social, cotizaciones voluntarias, prestaciones sociales
directas, indemnizaciones, gastos en formacién profesional y otros gastos por em-
plear mano de obra.

Desde el afio de referencia 2008, la EACL obtiene estimaciones del coste la-
boral clasificado por Comunidades Auténomas, actividad econdmica segin la
clasificacién CNAE-09 y tamafios de las unidades. Se investigan las cuentas de
cotizacién cuya actividad econdmica esté encuadrada en los tres grandes secto-
res econdmicos: Industria, Construccidén y Servicios, en concreto aquellos cen-
tros con actividades econdémicas comprendidas en las secciones de la B ala S de
la CNAE-09.

F) indices de Salarios Agrarios

Estos indices miden la evolucion de los ingresos diarios brutos del trabajador y
los complementos recibidos en especie valorados en euros. Las ponderaciones utili-
zadas para el cdlculo de los salarios medios se corresponden con el nimero de tra-
bajadores empleados a nivel nacional en cada categoria.
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1.7. EJERCICIOS

Sobre conceptos estadisticos fundamentales
y fuentes de datos estadisticos

_<>_

?Ejércicio 1.1. Una empresa consultora quiere hacer un estudio con el fin de co-
arer clertas opiniones sobre el comportamiento turistico de las mujeres de clase me-
i residentes en la ciudad de Barcelona.

""Reflexione sobre cudlseria el universo a investigar.

Respuesta

Fal como indica el enunciado, la poblacidn la integrarfan Ias mujeres residentes
en la ciudad de Barcelona; es necesario, sin embargo, precisar con més detalle las
caracteristicas de este universo.

En concreto, deberiamos decidir la condicién de residencia de forma objetiva y
concreta en el tiempo, definiendo como residentes, por ejemplo, a las personas ins-
critas en el Padréon Municipal de Habitantes de la ciudad de Barceclona en la fecha
gue interese al investigador.

Seria necesario, asimismo, fijar una edad minima para que cumplan la condi-
cidn exigida (mujer) y el nivel mfnimo y maximo de ingresos que determinan la
condici6n «clase media».

Los fines del estudio podrian aconsejar, por ejemplo, que el mismo estuviese
referenciado a las mujeres residentes en Barcelona, con edad comprendida entre 18
y 70 afios en el momento de realizar la toma de datos y con un ingreso familiar per
cépita de entre 750 y 2000 euros mensuales.

Cualquier grupo de mujeres que cumpla con estos requisitos puede constituir
una muestra.

—_—

Ejercicio 1.2. Responda las siguientes preguntas:

a) En un determinado periddico, se ha publicado una noticia informdndonos
de que el 10% de los espafioles que viajaron al extranjero durante el afio
2009 prefirieron no contratar ningin seguro de viaje. ;Se legd a esta con-
clusion a partir de una muestra o de una poblacion?

b) El 15% de las matriculaciones de automdviles realizadas en Fspafia duran-
te los hltimos cinco afios fueron de una determinada marca comercial. ;Se
llegd a esta conclusion a partir de una muestra o de una poblacion?
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Respuesta

@) Se llegd a esa conclusién a partir de una muestra, ya que no podriamos en-
cuestar a todos los espafioles que viajaron al extranjero durante 2009 porque,
entre otras razones, ademds del elevado coste, no existe uyn registro en el que
conste, de forma exhaustiva y detallada, esta informacidn.

b) Todas las matriculaciones de automéviles, con las principales caracteristicas
del vehiculo, quedan registradas en la Direccién General de Trdfico; sf Ia in-
formacién tiene como fuente este registro, la conclusién indicada estard ob-
tenida de una poblacién.

Ademds, dado que existe este registro, y que es relativamente fdcil su
consulta, serfa mucho mds laborioso y caro, inferir esta informacién me-
diante la realizacion de una encuesta muestral.

—y ———

Ejercicio 1.3. Indique si las siguientes variables son cualitativas o cuantitativas.

a) Profesion de los empleados de cierta empresa.

by Nimero de clientes de una empresa durante el afio 2010,

¢) Nimero de viajes de turismo realizados por una persona el dltimo afio.

dy Volumen de ventas, en miles de euros, de la industria del automovii en Espaiia.
&) Grado de satisfaccién de los clientes con un servicio dado.

f) Tiempo promedio de espera en la conexion entre 2 determinados vuelos en un -
aeropuerto durante el dltimo mes.

Respuesta

a) Variable Cualitativa {con modalidades del tipo: directivos, encargados de
obra, administrativos, obreros de produccion...).

b) Variable Cuantitativa (con valores 1, 2, 3...).
¢) Variable Cuantitativa (con valores 1, 2, 3...).
) Variable Cuantitativa (con valores 1000, 5000...).

¢) Variable Cualitativa (con modalidades del tipo: muy satisfecho, poco satisfe-
cho, ..).

f) Variable Cuantitativa (con valores 15, 20 minutos....).

B
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lﬁé;jercicio 1.4. Decida sobre qué poblacion seleccionaria una muestra para
gnalizar.
a) El sueldo promedio de los empleados de una gran empresa durante un deter-
minado afio.
b) El tiempo promedio en la gestion de una determinada subvencion a la explo-
tacion por las empresas dedicadas a la agricultura.

c) El mimero de personas que vigjan en avion entre Barcelona y Madrid de lunes
a viernes durante el dltimo afio.

d) La proporcion de personas que eligen cierfa marca de detergente en un su-
permercado.

Respuesta

a) Se deberia elegir un grupo de empleados representativo de la compafifa y del
periodo analizado; en este grupo deberfan estar adecuadamente representadas
todas Ias categorias laborales de 1a compaiiia, ya que, muy probablemente,
nuestra variable de interés (sueldo) esté estrechamente ligada a la categorfa de
los empleados.

b) Se debe consignar €l tiempo utilizado por todas las empresas agrarias que han
pedido Ia citada subvencién en ¢l periodo de referencia.

¢) Se deberian elegir al azar un nimero significativo de los aviones que hubiesen
volado de lunes a viernes entre Barcelona y Madrid durante el iltimo afio.

d) Se deberia elegir aleatoriamente un grupo de clientes de dicho supermercado.

—_—

Ejercicio 1.5. Clasifique, por tipos, la siguiente lista de variables:

— Peso mdximo autorizado de un vehiculo de fransporte de mercancias.
— Edad en afios cumplidos del sustentador principal del hogar.

— Cantidad de pasajes vendidos durante este mes.

— Nivel de educacicn.

— Razon social de una empresa.

— Estado civil.
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— Cantidad de reservas hechas por minuto.
— Contenido de un disquete.

- Volumen de agua registrado en un embalse.

Respuesta

— Peso maximo autorizado de un vehiculo: variable cuantitativa continua.

— Edad en afios cumplidos del sustentador principal del hogar: variable cuanti-
tativa discreta.

— Cantidad de pasajes vendidos durante este mes; variable cuantitativa discreta.
— Nivel de educacion: variable cualitativa.

— Razén social de una empresa: variable cualitativa.

— Estado civil: variable cualitativa.

- Cantidad de reservas hechas por minuto: variable cuantitativa discreta.

— Contenido de un disquete: variable cualitativa.

— Volumen de agua registrado en un embalse: variable cuantitativa continua.

Ndtese que sdlo las variables cuantitativas tienen la calificacidn de continuas o
discretas, ya que las variables cualitativas son categdricas (toman atributos o cate-
gorfas).

_ S —

Ejercicio 1.6. Una gran empresa extranjera de fabricacion de componentes elec-
tronicos ha decidido expandir su produccion instalando una nueva fdbrica. De cara
a su ubicacion, se barajan 3 paises, entre los cuales uno de ellos es Espafia. Analice
que fuentes estadisticas habria de consultar en Espadia de cara a tomar la decision
sobre donde instalarse (supongamos que esta misma informacion sea accesible en los
otros dos paises.

Respuesta

Para simplificar, supongamos que la decision final sobre la ubicacién depende
de dos variables bdsicas: la situacién del mercado v los costes de fabricacion exis-
tentes en cada pais.

Respecto a la situacion del mercado, se podrian consultar en primer lugar la En-
cuesta Industrial de Empresas y la Encuesta Industrial de Productos, obteniendo in-
formacidn sobre los ingresos y gastos de las empresas del sector en Espaiia y sobre
¢l volumen de produccion.
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jira estadistica a analizar son los Resultados del Comercio Exterior, que nos

rmaré del volumen de importaciones necesario para satisfacer la demanda, y del
en de produccion que se exporta.

" Otras fuentes alternativas serfan las de origen tributario, en concreto los Resul-

s Econémicos y Tributarios en el IVA o las Cuentas Anuales en el Impuesto so-

re Sociedades en el sector.

Podrian también consultarse la Contabilidad Nacional de Espafia (CNE), donde
sdremos analizar la demanda de este tipo de productos segfin el tipo de consumi-
dor, empresas, hogares, administraciones ptiblicas e instituciones sin fin de lucro,
dlsungulendo la parte que se produce en Espafia de las importaciones y el Directo-
rio Central de Empresas (DIRCE), para saber el colectivo de empresas y locales que
operan en Espafia.

También podrfa ser imteresante analizar los datos de 1a Estadfstica del Procedi-
iniento Concursal y el Mercado Bursétil.

27 Enlo relativo a los costes de fabricacion, a partir de 1a Encuesta Anual de Coste
‘Laboral, podremos obtener informacién sobre los salarios medios que se pagan.

© Por iltimo, deberfan analizarse los precios medios y la evolucién de los mis-
mos. A partir del fndice de Precios Industriales (IPRI), podemos evaluar la evolu-
cién de los precios de venta. Conjugando éste con el Indice de Precios del Sector
Servicios, tendremos informacién de la evolucién de los correspondientes precios
de las materias primas, aprovisionamientos y servicios consumidos.

En definitiva, con todos estos datos, podriamos valorar la situacion de las em-
presas del sector y del mercado en nuestro pais. Si obtuviéramos informacion simi-
lar en los otros dos paises tendrfamos informacién suficiente para decidir donde
instalar la nueva fabrica.






Capitulo 2
DISTRIBUCIONES'UNIDIMENSIONALES

.En este capitulo se abordan las técnicas de Estadistica Descriptiva dedicadas al es-
j.gudlo de las distribuciones e frecuencias de una sola variable y a sus representaciones

. graﬁcas

."2 1. DISTRIBUCION O DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS

Se denomina distribucion o distribucicon de frecuencias al conjunto de valores
que toma una variable, adecuadamente ordenados — de mayor a menor o de menor
a mayor—, y acompafiado de sus frecuencias absolutas, es decir, de las veces en las
que aparece cada valor.

La notacidn més habitual que se emplea es la siguiente:

— X (normalmente en maytscula): La variable o caracteristica objeto de estudio.

— x, (normalmente en mindscula): Bl valor que toma la variable o caracteristica
X para el individuo 7.

— r: El mimero de valores dlstmtos que toma una variable; es comiin también
utilizar el simbolo «k» para esta notacién.

— n,; El mimero de veces o frecuencia con la que aparece un determinado valor
X..

- N:El ndmero de unidades en las cuales efectuamos la medicién o dispone-

mos de datos.

— n: A veces suele utilizarse la «n» mintiscula para hacer referencia al total de
datos; o mas habituaal, sin embargo, es notar con «N» maytscula el total de
datos referido a una poblacion y «n» mindscula para el totaf de datos referi-
dos a una muestra de dicha poblacidn.

Ejemplo 2.1. Se tira un dado 100 veces y se obtienen:

10 veces lacara 1,

15 veces la cara 2,

25 veces la cara 3,

30 veces la 4,

15 veces lacarady
5 veces la cara 6.
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Diremos que la variable X (resultados obtenidos con el lanzamiento de un dada),
toma k posibles valores (las caras del dado: 1, 2, 3, 4, 5, 6), de forma que el subindice
i varia entre 1y 6; los posibles valores que toma X (los x) serdn:

=L x=2 x,=3 x,=4 x;=5 y x;=0

El valor x, aparece n, veces, por ejemplo el valor x, es decir,la cara 1 del dado,
aparece n, veces en nuestro experimento, 10 veces y N, o sea, el niimero total de umi-
dades en las cuales efectuamos la medicién, es 100,

" Las distribuciones de frecuencias pueden ser unidimensionales, bidimensionales
o multidimensionales, seglin cbservemos una, dos o miiltiples caracteristicas de la po-
blacidm,

2.2. DEFINICIONES

En una distribucién de frecuencias unidimensional se definen los siguientes con-
ceptos elementales:

Frecuencia absoluta

Es el niimero de veces que se presenta un valor (si sc trata de una variable) ¢ un
cardcter o modalidad (si se trata de un atributo) en la poblacién analizada. Para una
variable X, se representa como #,. '

En ¢l Ejemplo 2.1, 1a frecuencia absoluta seria;

n,=10; n,=15, n,=25 n,=30; n=15 y n=5

1 2

Es decir, en nuestro experimento, la frecuencia absoluta de 1a cara 1 def dado, es
decir el niimero de veces que ha salido la cara 1, es 10,

Frecuencia total o total de datos

Es ta suma de todas las frecuencias absolutas o 1o gue es lo mismo el niimero de
datos que tenemos en la distribucion. Se denota con la letra &; en el Ejemplo 2.1 seria
100 tiradas.
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F ééuencia relativa

‘Es el cociente entre la frecuencia absoluta con la que se presenta un valor o
modaltdad y la frecuencia total de datos (n [ N}, suele expresarse en tantos por
0 0 en tantos por Uno y se denota como f,

‘En general la frecuencia absoluta $610 aporta informacidn respecto al experi-
‘saento en cuestion (en el caso referido n, =10 s6lo indica que la cara 1 ha salido 10
fveces) la frecuencia relativa facilita la generalizacion de esta informacién; en nuestro
¢aso diremos que la frecuencia relativa con la que ha salido la cara 1 es f, = 10/100 =
10,10 = 10%; es decir que la cara 1 ha salido un 10% de las veces; en términos de pro-
::B'abilidad se dice, si el dado no estd trucado, a medida que se aumenta el mimero de
|anzamientos todas las caras tienden a salir el mismo mimero de veces y diremos que
1a prObabilidad de salida 8e un cara es 1/6, es decir un 16,66%.

En el Ejemplo 2.1, 1a frecuencia relativa de 1os valores de la variable, expresada en

- porcentajes, serd:

£=10%; f=15%; f,=25%: f,=30%; f=15%; y [ =5%

Como puede comprobarse la suma de las frecuencias relativas siempre es 1
(100%).

Frecuencia absoluta acumulada N,

La frecuencia absoluta acumulada de un deterntinado valor de la variable (X)) es la
frecuencia absoluta de dicho valor mds la suma de las frecuencias abselutas de todos
los valores anteriores. Se denota como N para obtener adecuadamente esta fre-
cuencia es necesario que la distribucién esté previamente ordenada.

En el Ejemplo 2.1, la frecuencia absoluta acumulada de los lanzamientos serfa:

N =10; N,=25; N;=50; N,=80; N,=95 y N;=100

N,=13, indica que la cara 1 o la cara 2 han salido 25 veces; N, =95 indica que las
caras 1, 2, 3, 4 6 5 han salido 93 veces.

Frecuencia relativa acumuliada

Llamamos frecuencia relativa acumulada de un determinado valor ordenado X, a
la suma de las frecuencias relativas f, de dicho valor y de los valores inferiores a €1,
Se denota como F,

En el ejemplo 2.1, tendriamos:

F =10%; F,=25%; F,=50%, F,=80%; F,=95%; y F,=100%

Esta presentacion se denomina también, a veces, como porcentaje acurmulado.
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2.3. TIPOS DE DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS

Los datos estadisticos suelen presentarse en tres situaciones diferentes:

a)

bj

c)

Los valores no se repiten en ningtin caso. Son las denominadas Distribuciones de
Tipo 1 o Distribuciones Unitqrias; se representan come wna sucesion del tipo:

Xps Xy Xy veey X,

Ejempilo 2.2. Los pesos, en Kg. de 3 personas son:

55,68,79

Cada valor de la caracteristica medida se repite un determinado niimero de ve-
ces. Son las denominadas Distribuciones de Tipo I1.

Ejemplo 2.3. Las puntuaciones, de O a 10, otorgadas por 30 clientes de un ho-
tel sobre la percepcion que han tenido de la limpieza general del mismo son las
siguientes:

045298902496826746439980888937

Cuando trabajamos con variables continuas o con variables discretas que pre-
sentan una gran cantidad de valores, resulta conveniente agrupar estos valores
en intervalos o clases; cuando las observaciones estan clasificadas en interva-
los trabajamos con Distribuciones de Tipo III.

Ejemplo 2.4. Una muestra de 500 clientes de un determinado paquete taris-
tico, se distribuye, por edades, de acuerdo con los siguientes intervalos:

0 a 10 afios 50 clientes
11 a 18 afios 70 clientes
19 a 45 afios 20 clientes
46 a 65 afios 160 clientes
Mis de 65 afios 200 clientes

La presentacidn de datos por intervalos presenta bastantes ventajas (en el
caso de referencia hemos evitado tener que indicar las 500 edades una tras otra
o preguntar a cada uno de los entrevistados por su edad exacta) y algunos in-



UNIDIMENSIONALES 61

convenientes {con una presentacion de este tipo tenemos una informacién
menos precisa sobre el fenémeno investigado).

ELABORACI()N DE TABLAS DE FRECUENCIAS EN
DISTRIBUCIONES DE TIPO I

Para la construccién de tablas de frecuencias en Distribuciones de Tipo II se
bpera, con caracter general, de la siguiente forma:

-~ Ordenaci6n de los datos:

De menor a mayor o de mayor a menor en el caso de ser valores y en el
orden alfabético o%el que se considere mds apropiado en el caso de tratarse de
modalidades {(excelente, bueno, regular, malo y pésimo, por ejemplo).

— Recuento de las frecuencias absolutas.
— Construccion de una tabla estadistica de frecuencias: n., N, f, F,.

'Ejemplo 2.5. Las valoraciones del servicio recibido por una muestra de 40 usnarios
de un paquete turistico son las siguientes:

9039494929899215678167464399808889379969

Construir una tabla de frecuencias.

Procederemos de la siguiente forma:

— Ordenamos los valores para facilitar el recuento:
01122333444456667778888889999999899990999

— Construimos la tabla de frecuencias, indicando en la primera columna los dis-
tintos valores que ha tomado la variable (de 0 a 9) vy en la segunda el nimero
de veces que ha aparecido cada valor n; para ello podemos contar directa-
mente o agrupar previamente los datos. Algunas técnicas que nos facilitan el
recuento sorm:

Por los tradicionales «palitoss» 1 H Hi H l, "l'H_H‘
AR ERE)

En la tercera columna obtenemos las frecuencias absolutas acumuladas N, su-
mando, a cada n,, la r, propia y las n, anteriores; en la cuarta se obtienen las frecuen-
cias relativas f; y en la quinta columna las frecuencias relativas acumuladas, F .

Formando cuadros
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i.atabla de frecuencias quedaria en la siguiente forma:

0 1 1 140 = 2.5% 1/40= 2,5%
1 2 @2+h)= 3 240 = 50% 3/40=75%
2 2 (3+2)= 5 240 = 50% 5M40= 125%
3 3 (5+43)= 8 340 = 1.5% 8/40= 20.0%
4 4 12 4/40 = 10,0% 12/40 = 30,0%
5 1 13 1/40 = 2,5% 13/40 = 32,5%
6 3 16 340 =  71.5% 16/40 = 40,0%
7 3 19 3/40 = 1.5% 19/40 = 475%
8 6 25 6/40 = 15,0% 25/40= 62.5%
9 15 40 15/40 = 37.5% 40/40 = 100,0%
40 40/40=1 = 100%

2.5. ELABORACION DE TABLAS DE FRECUENCIAS NO UNITARIAS EN
DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS UNIDIMENSIONALES CON
DATOS AGRUPADOS EN INTERVALOS

Como indicdbamos con anterioridad, cuando trabajameos con variables continuas
o con variables discretas que presentan una gran cantidad de valores, resulta conve-
niente agrupar estos valores en intervalos o clases.

En este tipo de presentaciones es necesario manejar dos conceptos: amplitud del
intervalo y marca de clase.

Se denomina amplitud del intervalo a la diferencia entre los dos extremos del in-
tervalo.

Segiin la distribucion con la que estemos trabajando y los fines para los que se dise-
fie la investigacion, pueden construirse més o menos intervalos y disefiarse con amplitud
{c,) constante o variable, es decir, con igual o de diferente amplitud cada intervalo.

I.a notacién, mds habitual que se emplea para los intervalos es la siguiente:

L. Limite superior del intervalo.
L, | : Limite inferior del intervalo.
¢,:  Amplitud de un intervalo=L, L.

I

El punto medio de cada intervalo se llama marca de clase del intervalo y hace la
misma funcién que el valor de la variable; le designamos por ello, indistintamente, cos
X, 0.

1 i

L, +L
m, = x, =~
2

También puede obtenerse mediante la siguiente expresion equivalente:
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m;=x;, =L, +&
2
Para evitar confusiones en la clasificacién de los individuos es importante definir
“con claridad los Hmites de cada intervalo. En el ejemplo que sigue se ha tomado la op-
¢i6n de definir los limites inferiores de cada intervalo con un minuto de diferencia con
‘respecto al limite superior del intervalo anterior, de forma que no quede duda de en
; que intervalo incluir un cliente que entrd, por ejemplo a las 12 horas en punto.

i

'Ejempio 2.6. Supongamos que queremos planificar los horarios de la plantilla de tra-
‘bajadores de un establecimiento comercial y que disponemos para ello de informacién
‘detallada sobre la afluencia de clientes en las distintas horas del dia; supongamos que
la informaci6n se refiere & la hora de entrada de una muestra representativa de 1.000
clientes ¥ que es del siguiente tipo:

Cliente 1 2 3 4 5 6 7 8 .. | LOOO

Hera 10,01 [ 10,25 17,36 { 19,21 } 10,3 [ 10,31 | 10,32 | 1035| ... 15,01

Como esta serie resulta excesivamente larga y muy dificil de inferpretar, al menos
- visualmente, conviene agruparla en intervalos; se piensa que para los efectos de
nuestra planificacion la agrupacién méds conveniente es en intervalos de dos horas; el
centro comercial abre de 10 a 20 horas; los datos agrupados, con su correspondiente
tabla de frecuencias podrian quedar de la siguiente forma:

i e

(20-10h) 0] 0 0/1.000 0% 0/1.000 0%
(1001 -12h) | 550 (550 + 0=) 350 | 330/1.000 | 55% 5350/1.000 | 55%
(12,01-14h.) | 100§ {550+ 100=)650 ;| 100/1.000 10% 650/1.000 | 65%
(14,01 - 16 h.) 50 (630 +50=) 700 : 50/1.000 5% 700/1.000 | 70%
(16,01 -18h.y | 100 | (700 + 100 =)800 [ 100/1.000 10% 800/1.000 | 80%
(18,01 -20h.) | 200 [(R0O +200=)1.000 [ 200/1.000 | 20% | 1.000/1.000 | 100%

1.000 1} 100%

En la primera columna se observan los intervalos indicados en el parrafo anterior,
constindose que la entrada en el establecimiento comercial tiene lugar entre las 10y
Ias 20 horas y que el resto de los intervalos son de dos horas; en la segunda columna
se refleja la frecuencia absoluta de visitantes en cada intervalo; en la tercera se indica
la frecuencia absoluta acumulada (entre paréntesis se muestra la forma en la que se va
obteniendo la columna, sumando a la N, anterior la n, de cada intervalo); en la cuarta
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y quinta columnas se obtiene la frecuencia relativa f, (division de la », entre N = 1000)
y su expresién en porcentajes y en las dos dltimas columnas la frecuencia absoluta re-
lativa acumulada F, (N, dividido por N'y expresado en porcentajes).

La quinta columna nos indica, por ejemplo, que entre las 10 y las 12 horas entran
un 33% de los clientes del establecimiento comercial; en principio parece que esta de-
sagregacion de la informacién es mds que suficiente para planificar los horarios del
personal, pero cualquier otra, mds agrupada o desagrupada, podria valer para trabajar
estadisticamente con esta muestra.

Debemos agrupar de acuerdo con los fines que persiga nuestro trabajo y teniendo
en cuenta que, probablemente, una vez que hagamos la agrupacién y dispongamos de
la tabla agrupada, ser4 esta tabla la tinica informaci6én de que dispongamos y no la ta-
bla original con los datos individualizados; asi, por ¢jemplo, si con la informacion ori-
ginal hubiésemos generado la tabla anterior, tendriamos informacion de las entradas
de clientes entre las 10,01 y las 12 horas, pero no de los habidas entre las 10 y las 11
horas y seria costoso o incluso imposible volver a desagregar esta informacién.

Los intervalos pueden ser abiertos y cerrados por alguno de sus extremos o por
ambos:
Las notaciones empleadas al efecto son Jas siguientes:

T —

Intervalo abjerto por ambos | (8 h.- 10h.) | En el intervalo estdn excluidas las 8 y las 10
exiremos. 8<x <10 | horasen punto

Intervalo cerrado por ambos | {811 - 10h.] [ En el intervalo estdn incluidas las 8 y las 10
extremos, 8<x<10 ! horas en punto.

Intervalo abjerto porel ex- | (8h. - 10h.] | Enelintervalo estin incluidas las 10 horas en
tremo inferior y cerrado 8<x <10 | punto, pero no las 8 horas en punto, que se
por el extremo superior. incluird en el intervalo anterior.

Intervalo abierto porel ex- | [8 h. - 10h.)) | En el intervalo estdn incluidas las 8 horas en
tremo superior y cerrado 8<x <10 | punto, pero no las 10 horas en punto, que se
por el extremo inferior. incluird en el siguiente intervalo.

—

La configuracién de los intervalos debe permitir incluir inequivocamente a cada
uno de los elementos de la poblacién en une y sélo en uno de los intervalos disefiados.

Con este criterio, una agrupacién de datos de una variable come la distancia ki-
lométrica entre 100 municipios, podria quedar de la siguiente forma;

-5 Km] | 5

(5- 10 Km.] 10
(10 - 25 Km.] 5
(25 - 50 Km.] 50
(50 - 100 Km.] 30

(100 - 500 Km.] 105
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Asf, la distancia 0 Km. no estarfa contemplada en esta distribucion, dado que los in-
tervalos son abiertos por el extremo inferior, mientras gue al ser cerrados por el extremo
superior, la distancia 5 Km, exactos estarfa incluida en el primer intervalo y el siguien-
te intervalo empezaria para los municipios cuya distancia fuese ligeramente superior.

2.6. REPRESENTACION GRAFICA DE LAS DISTRIBUCIONES

Es conveniente representar graficamente las distribuciones a partir de sus diversas
frecuencias; las figuras mis empleadas para este fin son: los diagramas de barras, po-
ligonos de frecuencias, los diagramas acumulativos de frecuencias, los poligonos
acumulados de frecuencias, los diagramas de sectores, los cartogramas, pirdmides de
poblacién, pictogramas, eft.

Describimos a continuacion los més utilizados:

A) Graficos de barras

En general, se emplean para variables discretas en distribuciones de frecuencias
con datos sin agrupar; representan los valores de las variables en el eje de abscisas y
en el de ordenadas se levanta, para cada punto, una barra con un valor igual a la fre-
cuencia absoluta o relativa.

También se conocen como diagramas de rectingulos; todas las barras o rectdngulos
tienen la misma base y sus dreas son proporcionales a las frecuencias absolutas 1.

El alumno debe saber manejar cualquier programa informdtico de graficos para per-
mitir la generacidn de los mismos; aconsejamos a tal fin 1a hoja de céleulo Excel, con la
que se pueden generar buena parte de los graficos que explicamos a continuacion®.

Ejemplo 2.7, Representar en un diagrama de barras los siguientes datos sobre el nii-
mero clientes de una empresa durante los diversos meses del afio:

Enero 45 Julic 125
Febrero 35 Agosto 110
Marzo 121 Septiembre 120
Abril 18 Octubre 73
Mayo 85 Noviembre 67
Junic 100 Diciembre 99

Total anual 1.000

 Otros programas o aplicaciones informdticas de interés son Minitab, SPSS, PSPP, TeeChart Offi-
ce, StatGraphics, etc.
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La representacion gréfica serfa la siguiente:

Diagrama de Barras

N.o de clientes

O

Gréfico 2,1, Ejemplo de diagrama de barras.

Este tipo de graficos permite comparar varios fendmenos estudiados; supongamos '
dos empresas A v B, con la siguiente informacion sobre 1a distribucion de su clientela:

Enero 45 25
Febrero 35 38
Marzo 121 139
Abril 18 54
Mayo 85 95
Junio 100 99
Julio 125 115
Agosto 110 135
Septiembre 120 80
Qctubre 73 75
Noviembre 67 65
Diciembre 9 80
Total 1.000 1.000

El Grafico comparativo seria el signiente:
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B N.°clientes de A
B N.°clientes de B

Diagrama de Barras

Gréfico 2.2. Ejemplo de diagrama de barras comparative de dos variables.

';_'B) Histogramas

Los histogramas son representaciones similares a los grificos de barras; son, de
hecho, un tipo especial de grifico de barras que suelen utifizarse para ver los datos
~agrupados; en este caso la representacidn es un conjunto de rectangulos donde cada
“uno representa una clase; la base de los rectangulos serfa igual a la amplitud del in-
“tervalo y la altura se determinaria de forma que el drea del rectdngulo sea proporcio-
“nal a 1a frecuencia de cada clase.

" Ejemplo 2.8. Representar un histograma con los siguientes valores y frecuencias:

500 a 1.000 2
1.000 a 3000 10
3.000 2 4000 5
4.000 a 5000 4

El gréfico resultante serfa el siguiente:

Frecuencia

Grafico 2.3. Ejemplo de i -
histograma. 500a 10008  3000a 4000a

1000 3000 4000 5000  ygiores
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Como puede verse, la columna del intervalo 1000 a 3000 tiene el doble de an-
chura que 1a del resto de los intervalos.

C) Poligono de frecuencias

El poligono de frecuencias es una representacion grdfica alternativa al histograma.
Se forma uniendo los puntos que representan las frecuencias mediante segmentos, de
tal manera que el punto con mayor altura representa la mayor frecuencia; el drea bajo -
la curva representard al 100% de los datos.

Suelen utilizarse para representar tablas de frecuencia asociadas a distribuciones .
de datos cuantitativos de tipo Il, si bien pueden utilizarse con cualquier tipo de datos. -
En ¢l caso de las distribuciones de tipo I, los puntos en el eje de abcisas correspon-
deran a las marcas de clase de los intervalos.

Ejemplo 2.9, Represenﬁar_ el poligono de frecuencias asociado al ejemplo anterior.

12 4
2000; 10
10 +
&
= 8
o
z .
g 61 3500; 5
L 4500; 4
4 -
2 -
750; 2
0 N T T T L “/
0 1000 2000 3000 4000 5000
Marcas de clase

Grafico 2.4. Ejemplo de poligono de frecuencias.

B} Graficos de sectores

Estos grificos se utilizan para mostrar 1as contribuciones relativas de cada punto
de los datos a] total dela serie. En un gréfico de sectores s6lo se representa una serie.

En los grificos de sectores el drea de cada sector es proporcional a las frecuencias
absolutas n, de cada modalidad.
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emplO 2.10. Durante un determinado periodo Ia distribucién de clientes de una em-
'presa segiin su nacionalidad fue la siguiente:

Espafioles 250

Franceses 150
Italianos S0
Otros .10

Representarlos graficamente.

Para este tipo de representaciones son muy adecuados los grificos por sectores;
£stos graﬁcos ofrecen gran variedad (quesos, circulos, anillos, etc.); c6mo puede
Eiverse, encl prlmer graﬁco «a veces puede ser aconsejable destacar levemente los sec-
oreS para mejorar la vision del gréfico.

- Cualquier programa de graficos, como la propia hoja de calculo Excel, permite
._generar con bastante facilidad este tipo de gréficos; los datos que facilitan su inter-
pretacion pueden indicarse en cifras absolutas (primer grifico) o en términos por-
centuales (segundo gréfico).

CLIENTES DEI UI\ITIAH%TAEDL SEGUN CLIENTES DE UN HOTEL SEGUN
NACIONAL NACIONALIDAD
- Oztz/os Otros
ta JHOHOS P italianos 10%
18 - 0% B

i Franceses Espafioles
Espafioles P
30% 0% 150% : 250%

Gréfico 2.5. Ejemplos de gréfico de sectores.

E} Gréficos de series temporales

Una secuencia de valores a intervalos regulares de tiempo constituye una serie
temporal. En los graficos de series temporales se representan los valores ordenados se-
glin fa secuencia temporal, la cual figura en el eje de abcisas, en tanto que los valores
obtenidos se representan en el eje de ordenadas.

Ejemplo 2.11. Segin la informacién aportada por el INE, la evolucién del TPC en
Espafia (Base 2006 = 100) en distintos meses del afio viene reflejada en la siguiente
serie.
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Fne-08 104,747 Ene-09 105,592
Feb-08 104,91 Feb-09 105,603
Mar-08 105,841 Mar-09 105,776
Abr-08 106,98 Abr-09 106,809
May-08 107,702 May-09 106,772
Jan-08 108,322 Jun-09 107,242
Jul-08 107,802 Jul-09 106,327
Ago-08 107,571 Ago-09 106,698
Sep-08 107,549 Sep-09 106,446
Oct-08 107,918 Oct-09 107,205
Nov-08 107,46 Nov-09 107,786
Dic-08 106,909 Dic-09 107,758

Elaborar un grafico representativo de la serie.
Un grafico que representa esta evolucién es el siguiente:

Evolucion del IPC en Espana

110
107,8 107
106 | ' s 107, o' UTE
108 - 1063 1084
04,7,
joal 1048
102 4
100 T T v v T T T T T T T T S a— : T r T T T T r T 1
Q,éb Oéb 5‘3’ kcq’ q\é" Qéb & oéb Qéb & _&éb o@’ %@ 0@ {c:?’ 3‘,” q\é” Q@ N 0@ Q@ & _&ch 0@
3 S : 3 ;
FE P IFITIVTH L ILFTFELTFIITPLEITET
Mes

Fuente: Instituto Nacionat de Estadistica. .

Grafico 2.6. Ejemplo de serie temporal.

f) Diagramas de Pareto

Este diagrama esta basado en el principio de Pareto, aplicado a la mala distribu-
cién de la riqueza (muchos tienen poco y pocos tienen mucho) y que puede generali-
zarse indicando que en la mayor parte de las situaciones se presentan muchos hechos
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sblemas sin importancia frente a unos pocos especialmente importantes; el obje-
de la representacion gréfica es permitir visualizar de forma rdpida los problemas
‘datos mas significativos, que quedan a la izquierda de la grafica, mientras que a
edida que se avanza hacia la derecha del gréfico se van situando los datos de menor
terés.

Ticne gran utilidad en economia, ya que este principio paretiano se ajusta a bas-
Fantes situaciones reales (pocos clientes suelen acumular muchas ventas mientras un
gran ntimero de pequefios clientes suman un pequefio porcentaje del total, pocas em-

Zresas contratan a muchos trabajadores mientras la mayoria sélo tiene pocos emple-
ados; algunos errores del control de calidad de un producto o servicio son los més ha-
pituales mientras otros muchos se producen sélo de vez en cuando, pero cuando se
producen son muy importantes, efc.).

" Su construccién se refliza en dos pasos:

. Se ordenan las clases o categorias segiin la frecuencia relativa de su aparicion.
~'— Cada clase se representa por un rectdngnlo con una altura igual a la frecuencia
relativa.

~ El diagrama de Pareto representa los valores de las variables en el gje de abscisas
'y las frecuencias absolutas y relativas acumuladas en el eje de ordenadas.

.Ejemplo 2.12. Construir un diagrama de Pareto ajustado a la siguiente distribucién de
frecuencias correspondiente a las ventas de una empresa a 100 clientes:

De 1.000 a2 2.000 € 10
De 2,000 a 3.000 € 7
De 3.000 2 4.000 € 8
De 4.000 a 5.000 €

De 6.000 a 7.000 € 21
De 7.000 a 8.000 € 9
De 8.000a9.000 € 32
De 9.000 2 10.000 €

De 10.000 a 20.000 € 3
Mais de 20.000 €

Total 100

Procedemos a la ordenacion por clases o categorias (de mayor a menor en la im-
portancia de sus frecuencias) y a obtener las frecuencias relativas y las frecuencias re-
lativas acumuladas obteniendo la signiente tabla;
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De 8.00029.000 € 32 32,00% 32,00%
De 6.000 2 7.000 € 21 21,00% 53,00%
De 1.000a2.000 € 10 10,00% 63,00%
De 7.000 a 8.000 € 9 9.00% 72,00%
De 3.00024.000 € 8 8.00% 80,00%
De 2.000 2 3.000 € 7 7,00% 87,00%
De 4.000a 5.000 € 4 4.00% 91,00%
Menos de 1.000 € 3 3,00% 94.00%
De 10.000 a 20.000 € 3 3,00% 97,00%
De 9.000 a 10.000 € 2 2,00% 99,00%
Mais de 20.000 € 1 1,00% 100,00%
Total 100

Frecuencia

A partir de esta informacién construimos el siguiente grafico o diagrama de Pa-
reto, gue nos indica, con un golpe de vista que mds de la mitad de los clientes com-

pran entre 6.000 y 9,000 euros anuales:

15 1

10 -

5 4

Diagrama de Pareto

& 100,00%
- 90,00%
L 80,00%
1 70,00%
4 60,00%

- -+ 50,00%
TIFrecuencia

e %, acumutado + 40,00%
........................................................................................................ + 30,00%

+ 20,00%

1 10,00%
1 | go,00%

0

9.e00

De 8.000 a De 6.000 a De 1.000 De 7.000 a De 3.000 a De 2.000 De 4.600a Menaos de De 10.000 De 9.0002 Mas de

7.000 a 2.000 8.000 4.000 a3.000 E.Q00 1.000  a20.000  10.000  20.00C

Ventas en Miies de Euros

Grafico 2.7. Ejemplo de diagrama de Pareto.
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&y.Diagramas de Tallos y Hojas

Haremos mencién, finalmente, a la técnica recuento y ordenacion de datos de-
‘nominada Dlagramas de tallos y hojas; esta técnica, similar a los hlstogramas es
pastante facil y, segin los casos, aporta mds informacién que los propios histogra-
‘nas. Su utilizacién serd adecuada si el niimero de datos a representar no es muy ele-

yado.

Ejemplo 2.13. Representar la siguiente distribucion de frecuencias en un diagrama de
tallos y hojas

3324362939%203645313139242923414033243441
Comenzammos seleccionando los tallos que en nuestro caso son las cifras de de-

cenas, es decir 3, 2, 4, que reordenadas son 2, 3 y 4.
A continuacion efectuamos un recuento y vamos «afiadiendo» cada hoja a su tallo.

Tallos Hojas

4904934
369611934
5101

Por ltimo reordenamos las hejas y hemos terminado el diagrama

Tallos | Hojas

2 0344499
3 113346699
4 0115

H} Otras representaciones gréficas

Dado que el verdadero interés de los graficos es describir la informacion de los
datos, 1a naturaleza de las variables nos puede sugerir otras representaciones distintas
a las anteriores.

A continuacidn se han seleccionado dos ejemplos de pictogramas; en el segundo
se ha optado por aumentar el tamario de las figuras haciéndolo proporcional a las fre-
cuencias de cada modalidad, mientras que en el primero se opta por aumentar ¢l ng-
mero de objetos representados,
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Visitantes a un determinado parque natural

2.500.000 - kg
2.250.000 -
2.000.000
1.750.000 4

1.500.000 -

N.2 de visitantes

1.260.000 -

1.000.000

750.000 -

500.000

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004

Aho

Grafico 2.8. Eiemplo de pictograma.

Estado Civil de los clientes de un paguete turistico

0 o

Casado Soltera Viudo Divorciado Ns/Nc

Grafico 2.9. Ejemplo de pictograma.

Ea mayor parte de las distribuciones permiten diversas representaciones alternativas.

Ejempio 2.14. Veamos un ejemplo de representacion grafica sobre datos referidos a
una distribucién de los clientes de un hotel segiin su nacionalidad.
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" Datos obtenidos:

Neamos un ejemplo de representacién gréfica sobre datos referidos a una distri-
. ~i6n de los clientes de un hotel segiin su nacionalidad.

Franceses

Belgas
Suecos
Noruegos
Ingl'éses
Otros

Algunas de las posibles representaciones graficas que pueden establecerse son:

Otros Franceses
Ingieses  10% 24%
15% TR ][E e
Noruegos Belgas
13% W%
Suecos
28%

g 450
=
2 300
o
L ES
T o150 CI -
2 @@
o+ e L
o L o ]
@ & Q0 & O
F S HFES
¥ & P &8
& 9 &
& <

Nacionalidad

Otros =

Suecos
Belgas &
Franceses

Otros; 145; 10%

Franceses; 350;
24%

Belgas; 150;

Noruegos; 185,
13%

10%

Suecos; 420;
28%

Figura 2.1. Distintas representaciones graficas sobre unos mismos datos: nacionalidad
de los clientes del hotel.
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2.7. GENERACION DE GRAFICOS CON LA HOJA DE CALCULO EXCEL -
Y SPSS

2.7.1. La generacion de graficos con Excel

. Para generar graficos pueden utilizarse multiples aplicaciones informdticas (SPSS,
TeeChart Office, StatGraphics, etc...); en este epigrafe daremos algunas instrucciones
bdsicas para trabajar con la hoja de cdlculo Excel, que permite crear una gran variedad
de graficos. Existen varios grificos de tipo estdndar (barras, columnas, lineas, circular,
anillos, radial, dispersién, etc..) y otros personalizados (apilado, dreas en tres dimen-
siones, circular, etc..), cada uno de ellos con diversas variaciones.

Los cuatro pasos que se requieren para realizar una representacion gréifica en Ex-
cel son:

1. Seleccionar el tipo de grafico que van a ser representado. Esta seleccion in-
cluye también fa posibilidad de seleccionar subtipos de graficos, tal como se
indica en la Figura 2.1. Para dar acceso a este cuadro de didlogo ha de hacerse
click en el siguiente botén de comandos, o bién seleccionar el ment fnser-
tar —> (rdfico.

Figura 2.2. Asistente para Graficos de Excel. Paso 1 de 4.

2. Seleccién de los datos de origen. Estd opcidn, tal como se indica en Ia Figu-
ra 2.2, permite colocar los datos en filas o en columnas o incluir varias series
de datos en el mismo grifico.
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Figura 2.3. Asistente para Graficos de Excel. Paso 2 de 4.

3. En el tercer paso se agregan las leyendas, el titulo del grdfico, los titulos de
los ejes, las opciones de rétulos de datos o se especifica si adjuntar o no la ta-

bla de datos, tal como puede verse en la Figura 2.3,

Figura 2.4. Asistente para Gréficos de Excel. Paso 3 de 4.
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4. Finalmente el dltimo paso nos pide que le indiquemos ¢l lugar en el que Ex-
cel construird el Gréfico, pudiendo elegir entre una casilla de 1a hoja de cdl-
culo en la que trabajamos o como una hoja nueva que Excel generari auto-
madticamente.

T e O DR T S

2 4 ubicacio

Figura 2.5. Asistente para Graficos de Excel. Paso 4 de 4.

2.7.2. La generacidn de graficos con SPSS

El programa estadistico SPSS es un sistema global para el andlisis de datos.
SPSS puede adquirir datos de casi cualquier tipo de archivo y utilizarlos para generar
mformes tabulares, grificos y diagramas de distribuciones, miiltiples estadisticos des-
criptivos y andlisis estadisticos complejos.

En particular, y en lo referente a este apartado permnite generar graficos de alta re-
solucién, que incluyen grificos de sectores, grificos de barras, histogramas, diagramas
de dispersion y grificos 3-D de alta resoiucién y a todo color, entre muchos otros.

Una de las ventajas de SPSS en su funcién de editor de grificos es que permite
modificar los gréficos y diagramas en la propia ventana a la que incorporz los grificos
generados; es posible cambiar los colores, seleccionar diferentes tipos de fuentes y ta-
mafios, infercambiar los ejes horizontal y vertical, rotar diagramas de dispersién 3-D
e incluso cambiar el tipo de grifico.

La operativa del programa es muy simple y la iremos desarrollando a lo largo de
los siguientes capitulos:

El alumno debe consultar un manual de SPSS para trabajar adecuadamente con ¢l
programa; veamos, no obstante, aquf algunas nociones bdsicas:

Existen diversos tipos de ventanas en SPSS:

Editor de datos. El Editor de datos muestra el contenido del archivo de datos.
Puede crear nuevos archivos de datos o modificar los existentes con el Editor de datos.
Si tiene més de un archivo de datos abierto, habrd una ventana Editor de datos inde-
pendiente para cada archivo,

El Editor de datos proporciona dos vistas de los datos.

— YVista de datos. Esta vista muestra los valores de datos reales o las etiquetas de
valor definidas.
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_— Vista de variables. Esta vista muestra la informacién de definicién de las va-
riables que incluye las etiquetas de la variable definida y de valor, tipo de dato
(por ejemplo, cadena, fecha y numérico), nivel de medida (nominal, ordinal o
de escala) y los valores perdidos definidos por ¢l usuario.
En ambas vistas, se puede afadir, modificar y eliminar la informacién contenida
en el archivo de datos.

ital = wiﬁii’ééﬁ% ~ingre

1 e:arm “‘%&‘ﬁu
* Cassdp! 12 73000 $50. B4 B2
Sincasat] 23 153,00 5+ B
Casaio E 2600 §25-949] . 13,
{azaro -4 26l §525- 5431 ‘32{ :
Ein casar .2 23,80 menns de ik o
Cagate 3 JEO0 7541 I
Sin cazar 13 4000 $25- 8§40 18,
&in casar 15 57,00, $50- 174 By -
&in cagar B 24000 menps dy 1200
Casade; 0 8810 85+ 4B
(gl 7am0l S0, sl
W Msladavariablee f - o sl e

Figura 2.6, Editor de datos de SPSS.

Muchas de las funciones de la Vista de datos son similares a las que se encuentrai
en aplicaciones de hojas de calculo. Sin embargo, existen varias diferencias impor-
tantes: Las filas son casos. Cada fila representa un caso o una observacién. Por ejem-
plo, cada individuo que responde a un cuoestionario ¢s un caso.

— Las columnas son variables. Cada columna representa una variable o una
caracteristica que se mide.

— Las casillas contienen valores. Cada casilla contiene un valor dnico de una va-
riable para cada caso.

Puede especificarse el nivel de medida como Escala (datos numéricos de una es-
cala de intervalo o de razdn), Ordinal 0 Nominal. Los datos nominales v ordinales
pueden ser de cadena (alfanuméricos) o numéricos.

— Nominal. Una variable puede ser tratada como nominal cuando sus valores re-
presentan categorfas que no obedecen a una ordenacion intrinseca. Por ejem-
plo, el departamento de la compaiifa en el que trabaja un empleado. Son
ejemplos de variables nominales: la regidn, el c6digo postal o la confesion re-
ligiosa.
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— Ordinal. Una variable puede ser tratada como ordinal cuando sus valores re- .-
presentan caiegorias con alguna ordenacidn intrfnseca. Por ejemplo los nive-
les de satisfaccidn con un servicio, que vayan desde muy insatisfecho hasta
muy satisfecho. Son ejemplos de variables ordinales: [as valoraciones del ni-
vel de satisfaccién, confianza o preferencia.

— Escala. Una variable puede ser tratada como de escala cuando sus valores re-
presentan categorias ordenadas con una métrica con significado, por lo que
son adecuadas las comparaciones de distancia entre valores. Son ejemplos de
variables de escala: Ia edad en afios y los ingresos en délares.

Visor. Todas las tablas, los grificos v los resultados estadisticos se muestran en el
Visor. Puede editar los resultados y guardarlos para utilizarlos posteriormente. La ven-
tana del Visor se abre automdticamente la primera vez que se ejecuta un procedi-
miento que genera resultados.

Visor de borrador. Los resultados pueden mostrarse como texto simple (en lugar
de como tablas pivote interactivas) en el Visor de borrador.

Editor de tablas pivote. Con el Editor de tablas pivote es posible modificar los
resultados mostrados en este tipo de tablas de diversas maneras, Puede editar el texto,
intercambiar los datos de las filas y las columnas, afiadir colores, crear tablas multi-
dimensionales v ocultar y mostrar los resultados de manera selectiva.

Editor de graficos. Puede modificar los graficos y diagramas de alta resolucion
en las ventanas de los grificos. Es posible cambiar los colores, seleccionar diferentes
tipos de fuentes y tamaifios, intercambiar los ejes horizontal y vertical, rotar diagramas
de dispersion 3-D e incluso cambiar el tipo de grafico.

Editor de resultados de texto. Los resultados de texto que no aparecen en las
tablas pivote pueden modificarse con el Editor de resultados de texto. Puede editar
Jos resultados y cambiar las caracteristicas de las fuentes (tipo, estilo, color y ta-
mafio).

Editor de sintaxis. Puede pegar las selecciones del cuadro de didlogo en una ven-
tana de sintaxis, donde aparecerdn en forma de sintaxis de comandos. A continuacion
puede editar esta sintaxis para utilizar Ias funciones especiales de SPSS que no se en-
cuentran disponibles en los cuadros de didlogo. También puede guardar los comandos
en un archivo para utilizarlos en sesiones de SPSS posteriores.

Veamos en este capitulo el uso del Editor de Grafieos:

Antes de crear un grifico es necesario tener los datos en el Editor de datos. Es po-
sible introducir los datos directamente en el Editor de datos; abrir un archivo de datos
previamente grardado o leer una hoja de cdlculo, un archivo de datos de texto deli-
mitado por tabuladores o un archivo de base de datos. Si selecciona Tutorial en el
ment Ayuda podra ver ejemplos en pantalla de creacidn y modificacion de grificos.
Ademis, el sistema de ayuda en pantalla incluye informacion sobre cdmo crear y mo-
dificar cualquier tipo de grifico.

Una vez que los datos se encuentran en el Editor de datos, seleccione Generador
de grificos en el mend Graficos.

Se abrird el cuadro de didlogo Generador de graficos.
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Farastre hasta agul un gréfico de ks galeria
para utilizario come punto de partida

O blen

fulse en Ia ficha Elementes bésikos para crear
un grafico mediante elementos

SactaresfPolar
DispersiéniPuntos

Figura 2.7. Generador de Gréficos de SPSS. Paso 1/2.

El cuadro de didlogo Generador de grificos se utiliza para los tipos de graficos
més habituales, que aparecen en la pestafia Galeria. Si debe crear un grafico que no
estd disponible en el generador de graficos, también puede seleccionar un tipo de gra-
fico especifico en el ment Graficos.

En el generador de graficos, arrastre el icono correspondiente al grifico al «lien-
Zo», Que es la zona grande que hay encima de la galerfa,

Arrastre las variables desde la lista Variables a las zonas de arrastre del eje. {(Si de-
sea obtener mds informacién acerca del generador de graficos, pulse en Ayuda.)
Cuando se haya terminado de definir el grafico, el resultado ser4 similar al siguiente
grafico.
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Figura 2.8. Generador de Graficos de SPSS. Paso 2/2.

Si necesita cambiar los estadisticos o modificar los atributos de 1os ejes o las le-
yendas, pulse en Propiedades del elemento.
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%-Ejei {Barrai}
¥-Ejel {Barral}

Figura 2.9. Seleccidn de Propiedades de los Gréficos de SPSS.

En la lista Editar propiedades de, seleccione el elemento que desea cambiar. {Si
desea obtener informacién acerca de propiedades especificas, pulse en Ayuda.)

Pulse en Aceptar en el cuadro de didlogo Generador de gréficos para crear el gra-
fico.

Aparecera el grafico en ¢l Visor.
Ejemplo:



84

ESTADISTICA PARA ADMINISTRACION Y DIRECCION DE EMPRESAS

Administrafive  Sequridad Directive
Categoria lzboral

Para modificar un gréfico, pulse dos veces en cualquier parte del grafico que apa-
rece en el Visor. Al hacer esto, aparecerd el gréfico en el Editor de gréficos.

i

archive  Edicion

}:

S
B 550,000
2 50

L8

£ $40.000~

s
3 $30.000 -
o

T ¥0.u0-

$10.000

G

Administrativo  Segurided  Directivo
Categoria laboral

X Hombre
Ej tauger
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Puede modificar cualquier parte del gréfico o cambiar a otro tipo de gréfico que
;epresente Jos mismos datos. Puede afiadir elementos, asi como ocultartos o mostrar-
1os ut;hzando los menus del Editor de graficos.

}?éra modificar un eiemento de un gréfico

Seleccione el elemento que desea modificar,
Elija en los mends:

Edicién
Propiedades...

"
Se abrird la ventana Propiedades. Las pestafias que aparecen en la ventana Pro-
‘piedades dependen de la seleccion realizada. La ayuda en pantalla explica c6mo hacer
“que aparezcan las pestafias que necesita,

'ﬁpos de grdficos

. SPSS puede generar multiples tipos de gréficos (grafico de éreas, barras, cajas, ta-
Tlos y hojas, histogramas, grificos de lineas, puntos y bandas, sectores, diagramas de
dispersion, etc.; para un mejor conocimiento y aplicabilidad de la Estadistica el
alumno debe practicar con este programa la elaboracién de graficos explicada en
_este capitulo.
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2.8. EJERCICIOS

Sobre distribuciones de frecuencias unidimensionales
N

Ejercicio 2.1. Una empresa tiene un total de 20 empleados que trabajan en cuatro
oficinas. Las oficinas estdn numeradas del 1 al 4. Los registros de Iq empresa indican
las oficinas en las que se ubican los 20 empleados listados en orden alfabético en la
siguiente forma:

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

N R S =N TR Sy U N e
I R T o LU T U R I ~S =)
el - T - S " B (N TR N SR N -

—
<

Sintetice los datos y muestre, en una tabla, las frecuencias asociadas con los va-
lores1,2,3v4.

Respuesta

Procedemos a contar las frecuencias con las que aparecen los empleados en cada
una de Jas oficinas; por ejemplo, en la oficina 1 contaremos 8 empleados (los enu-
merados en las posiciones 1, 3,7.8,9 15, 16 y 20). _

Nos quedaria, para una Frecuencia total o total de datos: N = 20, la siguiente
tabla:
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1 8

2 4 B+r4=)12
3 3 (12+3=)15
4 5 (15+5=)20

W

-Ejercicio 2.2. Convierta las frecuencias del Ejercicio 2.1 en frecuencias relativas
yen frecuencias relativas acumuladas y en porcentaje acumulado.

Respuesta

En el Ejercicio 2.1 el niimero total de observaciones fue 20; para obtener las fre-
ciiencias relativas deben dividirse las frecuencias absolutas por el nimero totat de ob-
servaciones.

La informacién demandada serfa:

Frecuencia absolata () 8 T4 3 5
L 8 4 3 3
i i = —=04 | —=02 | —=0,15| —=0,25
¥recuencia relativa f; 5 0 20 20 20
Frecuencia relativa aconmulada 0,40 0,60 0,75 1
Porcentaje acumulado 40% 60% 75% 100%

La Frecuencia relativa también podemos expresarla en porcentajes: en la ofici-
na 1 trabajan un 40% de los empleados, en la 2 un 20%, enla 3un 15% y enla4 el
25% restante.

La Frecuencia relativa acumulada indica que en las 2 primeras oficinas trabajan
conjuntamente un 60% de empleados y entre las 3 primeras oficinas agrupan un
75%.

—
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Ejercicio 2.3. Suponga que en cierto mes los 20 empleados del ejercicio anterior
reciben, en euros, los siguientes satarios:

850 | 1.265 | 895 575 | 2410 | 470 660 | 1.820 | 1.510 | 1.100

620 425 750 965 840 | 1505 [ 1.375 ) 695 | L.I25 | 1.475 |

Utilice estos datos para construir una tabla de frecuencias con infervalos de
clase adecuados.

Respuesta

Con solo 20 observaciones no debemos formar excesivas clases o intervalos;
construyamos, por ejemplo, 5 intervalos del mismo tamafio. El ingreso varfa entre 425
y 2.410 euros, una eleccion adecuada de clases, en este caso, podria consistir en di-
vidir los ingresos en grupos de unos 500 euros de amplitud, en la siguiente forma:

(250 - 7507
(750 - 1.250)
[1.250 - 1.750)
[1.750 - 2.250)
12.250 - 2.750)

573, 470, 660, 620, 425, 750 y 695
850, 895, 1.100, 965, 840 y 1.125
1.265, 1.850, 1.510, 1.375 y 1.475
1.820

2410

[l T ¥ T R |

Una norma prictica es ir tachando los valores de la distribucién a medida que va-
mos incluyéndolos en un intervalo; de esta forma comprobiremos que los hemos in-
clwido todos y evitaremos errores.

Nétese que:

— Cada observacién cae exactamente dentro ¥ s6lo dentro de una clase o inter-
valo; a tal fin hemos construido los intervalos abiertos por la izquierda (ex-
tremo inferior) y cerrados por la derecha (extremo superior), de forma que, por
ejemplo, el empleado que gana 750 <al mes ha quedado in¢luido en el primer
intervalo (250 - 7501.

— No hay espacios entre los intervalos, de forma que todo el rango o recorrido
de los datos estd incluido en los extremos de las clases.

— Todas las clases tienen la misma amplitud (500 euros).

L, +1

— Las marcas de clase de los intervalos o _ serian, redondeando:

500, 1000, 1500, 2000 y 2500. '
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‘Con esta informacion operamos para construir la siguiente tabla:

550 - 750) 7 7 (1120 - 100 =) 35% 35%
1750 - 1.250) 6 13 (6/20 - 100 =) 30% 65%
11250 - 1.750) 5 18 (5/20 - 100 =) 25% 90%
[1.750 - 2.250) i 19 (1/20- 100=) 5% 95%
12250 - 2.750) v 20 (/20 100=) 5% 100%
“Total 20 100%

No hay una regla general gue nos determine el mimero de intervalos o los lmites
que debemos emplear para sintetizar una informacidn estadistica en intervalos; tene-
mos que pensar fundamentalmente en el interés que puede aportar una sintesis de este
tipo en los andlisis que necesitemos realizar con los datos; en el ejemplo anterior pa-
rece que el nimero y los limites elegidos podrian ser adecuados para conocer la dis-
tribucién de salarios en la empresa, pero segiin el detalle con el que nos interese la sin-
tesis podriamos, por ejemplo, haber “unido” los dos tltimos intervalos, de forma que,
51 s6lo tuviéramos acceso a la nueva informacidn sintetizada, sélo sabrfamos que un
10% de los empleados ganan entre 1.750 y 2.750 € al mes.

No obstante, una formulacién gue puede utilizarse para decidir el nimero de in-
tervalos es la denominada Regla de Sturges, que tiene la signiente formulacion:

Ntmero de clases o intervalos = I +3.332log /' N
Longitud del intervalo = Rango / Nimero de clases

Con este criterio, en nuestro problema se obtendrian 1 +3.332log 20 =535
2.750 250 _ 549

intervalos; longitud del intervalo = 3

— < —
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Ejercicio 2.4. A confinuacion, realice una grdfica de barras con los datos del
Ejercicio 2.1 v un histograma con los datos del Ejercicio 2.3.

Respuesta
Grafico de barras
g .
8 -
7 M
.g B
¢ 51
g 4
o 3 "
1 -
LW
1 2 3 4
Oficina

Dado que todos los intervaios tienen la misma amplitud, el histograma quedaria
del siguiente modo:

Histograma

Frecuencia
F
L

Salarios en euros

____.{;___

Ejercicio 2.5. Construya un poligono de frecuencias con los datos del Ejerci-
cio 2.3
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r;R_gspuesta

Poligono de frecuencias

Frecuencias

Salario en euros

—_

Ejercicio 2.6. Suponga que las calificaciones de 40 aspirantes a un empleo de en
una prueba de aptitud son las siguientes:

42 21 46 69 87 29 34 59 81 97

64 60 87 81 69 77 75 47 73 82

91 74 70 65 86 87 67 69 49 57

55 68 74 66 81 90 75 82 37 94

Realice un diagrama de tallos y hojas.

Respuesta

Si ordenamos los valores veremos que las puntuaciones varian entre 21 y 97. Los
primeros digitos, del 2 al 9, se colocan en una columna en la parte izquierda del dia-
grama, y los segundos digitos se registran en la fila correspondiente al primer digito.
Por ¢jemplo, ubiquemos los puntos 21, 42 y 46.
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A continuacion se puede apreciar el diagrama de tallos y hojas compieto,

—

A== R = Y - P S
~ w2 O R
L e B« O e
o o~ W @ L
E N e L

wh

Nora: La forma mads practica de construir el diagrama es ir tachando los valores de la
tabla inicial, a medida de que se van incorporando al diagrama.

R e —

Ejercicio 2.7. Una compaiita de alquiler de automdéviles registra el niimero de au-
tomoviles alguilados en cada turno de ocho horas. Los datos correspondientes a los
dltimos 28 turnos son.:

366 390 324 385 380 375 384
383 375 339 360 386 387 384
379 386 374 366 377 385 381
359 363 371 379 385 367 364

a) Realice una tabla de frecuencias, frecuencias acumuladas, frecuencias relati-
vas y frecuencias relgtivas acumuladas utilizando intervalos de clase ade-
cuados.

by Construya un histograma.

c) Construya un poligono de frecuencias.

d) Construya un diagrama de tallos y hojas.

Respuesta

a) La variable oscila entre 324 y 390; dadas las caracteristicas de los datos utili-
zaremos intervalos de clase cuya longitud sea 1{; Ta tabla de frecuencias, fre-
cuencias acuriuladas, frecuencias relativas y frecoencias relativas acumuladas,
quedaria:
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320 < x < 330 o 1 1/28 = 0,036 - 0,036
330 < x < 340 i 2 0,036 0,072
340 < x < 350 0 2 0 0,072
350 < x < 360 { 3 0,036 0,108
360 < x < 370 6 9 0,214 0,322
370<x<380 |+ 7 16 0,250 0,572
380 < x < 390 11 27 0392 | 0964
390<x<400 | 1 28 | 0036 1

Notese que hemos elegido intervalos cerrados por el extremo inferior y abier-
tos por el extremo superior, del tipo [320 — 330), en el que estd incluido el va-
lor 320, pero no el 330, que se incluir en el siguiente intervalo. Esta forma de
sefialar los limites de los intervalos es similar, aunque menos utilizada, que la
indicada hasta ahora: [320 — 330), [330 — 340), elc.

b) Dado que todos los intervalos tienen la misma amplitud, el histograma
sera:

Histograrha

—_
(=T (N ]
1 |

Frecuencia
[a3]
1

Numero de automdviles
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c) El poligono de frecuencias serfa:

Poligono de frecuencisa

Frecuencia

Namero de automdviles

d} El diagrama de tallos y hojas, quedaria

32 |4
33
34
35
36
37
38
39

p =1

D W tth O NO
N
-t

Ejercicio 2.8. En una empresa se observaron en una muestra aleatoria, los si-
guientes valores de las ventas de cada uno de sus 16 empleados (datos de ventas un
determinado dia, en miles de euros):

225 3 2 23 21 25 2
215 2 2 1,7 15 25 3
a) Agrupe los datos en una tabla, indicando las frecuencias absolutas y las acu-

muladas, y calcule las frecuencias relativas y relativas acumuladas.
b) Represente la informacion en un grdfico de barras.
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Régpuesta
) Lo mejor es comenzar ordenando los datos; de menor a mayor quedarfan en la

siguiente forma:

15 15 17 2 2 2 22
2 21 23 25 25 25 3 3

-Ib ) Obtenemos las frecuencias absolutas y acumuladas, las frecuencias relativas y
las relativas acumuladas,

1,5 2 2 2/16 12,50% 2/16
1,7 1 3 1/16 6,25% 3/16
2 6 6/16 37,50% 9/16
2,1 1 10 1/16 6,25% '10/16
2,3 I 11 /16 | 6,25% 11116
2,5 3 14 3/16 18,75% 14/16
3 2 16 26 12,50% 1

¢) Larepresentacion gréfica seria la siguiente:

6

NOW R G B~

Frecuencias

1,8 17 2 2,1 23 25 3

Ventas en miles de euros

—

Ejercicio 2.9. Los siguientes valores corresponden a las venias en miles de euros
realizadas por una empresa sus tltimas 15 operaciones:

20 25 22 20 25 20 21 22 22 24 23 20 23 20 25
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a} Constriya una tabla de frecuencias y frecuencias acumuladas.
b) Agrupe los datos en intervalos de amplitud dos.
¢) Dibuje el histograma.

Respuesta

a) Tabla de frecuencias y de frecuencias acumuladas.
Después de ordenar los valores y contar las frecuencias obtenemos el si-
guiente resuitado:

20 5 5
21 1 6
22 3 9
23 2 11
24 1 12
25 3 15

b) Como la informacién disponible varia entre 20 y 25 y debemos agruparla en
intervalos de amplitud 2 (2.000 €), tendremos:

¢) Histograma.
Dado que todos los intervalos tienen la misma amplitud, los rectdngulos tienen
también la misma anchura.

Histograma

Frecuencia

20-21 22-23 24-25

Tiempo
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:Ej'ércicio 2.10. Se dispone de la siguiente distribucion de frecuencias.

52 50 38 42 48 55 520 51 36 47 52 53 57 56
35 36 58 49 46 50 49 52 38 41 55 48 59 49

- @) Sintetice los datos en una tabla, agrupando los datos en intervalos de ampliud 5.
by Calcule la frecuencia relativa de cada intervalo.
¢) Calcule las frecuencias acumuladas y acumuladas relativas.

d) Determine cudnitos valores son inferiores y superiores a 50

Respuesta:
a) Ordenados los datos de menor a mayor

35 36 36 38 38 41 42 46 47 48 48 49 49 49
50 50 51 52 52 52 52 53 55 55 536 57 58 59

Se observa que varian entre 35 y 59; nuestro primer intervalo podria ser el 35-
39 y elqiltimo ¢l 55-59; en este caso, la tabla de frecuencias quedaria:

35-39

5
40-44 2
45-49 7
50-54 8
55-59 6

b) Las frecuencias relativas serfan las siguientes

35-39 5/28
40-44 2/28
45-49 7/28
50-54 8/28

55-59 6/28
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¢) Calculamos las frecuencias acumuladas y acumulas relativas.

35-39 5 5/28 17.9%

40-44 7 7128 25,0%
45-49 i4 14728 50,0% -
50-54 22 22/28 78,6%
55-59 28 28/28 100,0%

d) Dado los limites de los intervalos tenemos facil determinar el nimero de va-
Tores inferiores v superiores a 50; en el primer caso estén las frecuencias acu-
muladas en los tres primeros intervalos (5, 2y 7(5+2+ 7= 14) yen el se-
gundo los acumulados en los dos siguientes (8 + 6 = 14); en el capitulo
siguiente veremos que este valor se denomina la Mediana de Ia distribucidn.

N e —

Ejercicio 2.11. Para el ejercicio anterior, represente el histograma y el poligono
de frecuencias. .

Respuesta

Histograma
10
& 81
g 8
5
4
2
w 2
0
< ¥ ¥ S &
§ & ¢ 5§ 8

Pasajeros
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Paligono de frecuencias

a
7 4
6
54
4
3.
2.
14

Frecuencias

.
5o
5
0. 54
8g.

Pasajeros

FEjercicio 2.12. La base de datos de una compaiiia de seguros ofrece la siguiente
informacion diaria sobre el niimero de pdlizas realizadas durante un determinado mes

on 26 dias laborables:
62 65 65 57 55 50 65 77 73 30 62 54 48
79 60 63 45 51 68 79 T3 33 41 49 55 65

a) Agrupe estas cifras en una tabla utilizando intervalos de clase adecuados y cal-
cule las frecuencias absolutas, acumuladas, relativas y relativas acumuladas.

b) Construya el histograma.
¢) Construya el poligono de frecuencias.

dy Construya el diagrama de tallos v hofas.

Respuesta:

a) Considerando intervalos con amplitud 10, la tabla de frecuencias queda como
sigue:

2 7,7% 7,7%

30-39 2

40-49 4 6 15,4% 23,1%
50-59 6 12 23,1% 46,2%
60-6% 9 21 34,6% 80,8%
70-79 5 26 19,2% 100,0%

Total 26 100,0%
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b) El histograma asociado a la anterior tabla serfa:

Histograma

Frecuencias

30-39 40-49 50-59 60-69 70-79

N.o de pdlizas

&) Poligono de frecuencias.

Poligono de Frecuencias
10
94

Frecuencias
[+
Il

0 = T T _— —

30-3% 40-49 50-59 60-69 70-79

d) Diagrama de tallos y hojas.

3 0 3
4 8 5 1 9
5 7 5 0 4 5
6 2 3 5 5 0 3 8
1 7 3 9 9 3
—

Ejercicio 2.13. Con los daios del ejercicio anterior responda:

a) Cudntos dias se superaron las 50 pélizas de seguro?
b) ;Cudntos dias se hicieron menos de 70 polizas?

c) (Qué porceniaje de dias se efectuaron entre 300 y 49 pélizas?
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Respuesta
:__ai')'. 20 dias (la suma de las frecuencias de los tres Gltimos intervalos).

b) 21 dias {la suma de las frecuencias de los cuatro primeros intervalos o, lo que
es lo mismo, la frecuencia acumulada del cuarto intervalo).

‘¢) 6/26=3/13=23% (la frecuencia relativa del tercer intervalo).
S N —
Ejercicio 2.14. Los trabajadores de una empresa efectuaron el siguiente niimero

de horas extras en unag muestra aleatoria de 20 semanas:

154 204 218 185 168 403 259 233 171 335
329 501 306 331 261 183 188 218 115 112

Construya un grdfico de tallos y hojas con los rétulos de los tallos 1,2, 3,4y 5
(por lo tanto con hojas de dos cifras).

Respuesta
1 54 85 68 71 83 88 15 12
2 04 18 59 33 61 18
3 35 29 06 31
4 03
5 01

—_— —

Ejercicio 2.15. Un hotel conserva un registro de motivos por los que sus huéspe-
des solicitaron cambios de habitacion. Las frecuencias son las siguientes:

Habitacidn no aseada 2
Instalacion sanitariz en mal estado 1
Cama inadecuada 13
Localizacién ruidosa 4
Cambio al drea no fumadores 18
Vista desagradable 1
Habitacién equipada inadecuadamente 8
Otras (no registradas) 6
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a) Construya un diagrama de Pareto.

a) El gerente del hotel creia que los principales problemas estaban relacionadps.
con el mantenimiento y la limpieza. ;Confirma el diagrama que esas fueron
las razones principales de las quejas?

Respuesta

a} Diagrama de Pareto.

Diagrama de Pareto

Frecuencia

Motivo

b} No, los principales problemas estan relacionados con el registro de huéspedes,
no con el mantenimiento, ya que la asignacién de una habitacién con cama di-
ferente a Ia deseada o con ubicacion en el drea de fumadores deberia haberse

resnelto en recepeidn.
—_—

Ejercicio 2.16. Los salarios en euros de los empleados de una empresa son:

620 850 | L2751 890 730 930 | 1.200 | 1150 ) 690 875

1.270 | 880 745 950 850 | L230{ 990 755 770 | 1.150

630 850 | 1270 | 880 730 960 [ 1.250 | 1.200 | 660 850
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Construir una tabla de frecuencias agrupadas y obtener la marca de clase de
os intervalos.

: Realizar el histograma correspondiente.
)D isefiar la tabla de frecuencias acumuladas absolutas v relativas.

d) ‘Realizar el grdfico de frecuencias acumuladas.

‘g ) La tabla de frecuencias asociada es:

500 a 750 625 i_ 7 23,3%
750 a 1.000 875 14 46,7%
1.000 a2 1.250 1.125 6 20,0%
1.250 a 1.500 1.375 3 10,0%

30 100,0%

b) El histograma correspondiente serfa:

Montante de salarios

500-750 750-1000  1000-1250  1250-1500
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¢) La tabla correspondiente a la frecuencia acumulada absoluta y relativa es:

5

500 a 750 7 23,3%

750 2 10600 21 70,0%
1000 a 1250 27 90.0%
1250 a 1500 30 100,0%

d) La grafica con los valores acumulados obtenidos es:

30

254
20+
154

10+

.

a d — } —

250 500 750 1000 1250 1500

—_— e —

Ejercicio 2.17. El gerente de una empresa desea conocer el estado civil de sus tra-
bajadores para asignarles cierta compensacion familiar. Una vez recogida la infor-
macion pertinente y realizado un resumen de los datos, obtuve la siguiente distribu-
cidn de frecuencias:

Casados 52
Divorciados con hijos a cargo 32
Divorciades sin hijos a cargo 41
Solteros 99
Total 224
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dent ifique la variable en estudio, el tipo a que pertenece y su escala de me-

Comp!gre el cuadro calculando las frecuencias relativas correspondientes a
ada una de las categorias establecidas.

Represente las frecuencias calculadas por medio de un grdfico de barras.

El tipo de variable que estamos analizando serfa:

“ ‘Variable en estudio: Estado civil
Tipo de variable: Cualitativa

~b) Tabla de frecuencias

Casados 52 52/224=0,232=23,2%
Divorciados con hijos a cargo 32 32/224 =0,143 = 14,3%
_Divorciados sin hijos a cargo 41 41/224 =0,183 = 18,3%
Solteros 99 99/224 = 0,442 = 44,2%
Total 224 : 224/224 = 1,000

c) El grifico de barras queda como sigue:

Grafico de barras

Casados  Divorciados Divorciados Solteros
con hijos sin hijos

— e ——
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Eiercicio 2.18. Con el objetivo de estudiar la clientela de una empresa se lley
cabo una Encuesta entre 13 de sus clientes elegzdos de forma aleatoria y estadistj
camente representativa; se les preguntd por el niimero de veces que se hablan inge
resado en sus servicios Los resultados fueron resumidos en la siguiente tablg 4,
frecuencias:

1

1

3
4 O O
5 17 s [ el
6 L e U
7 15 b s s e
8 28 0 ] e e,
9 13 ) e s
10 e e
11 O [
12 e
13 1 e

a) Identifique la variable en estudio, a qué tipo pertenece y la escala de me-
dicidn. '

by Complete la tabla calculando las frecuencias relativas, absolutas acumuladas
y relativas acumuladas.

c) Represente grdficamente las frecuencias absolutas y absolutas acumuladas.

Respuesta

a) La variable a analizar serd la siguiente.

Variable ¢n estudio:  Nimero de veces que se interesa por los servicios de la
empresa.

Tipo de variable: Cuantitativa discreta.
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—
L o = O

W00 Oyt s

120

0.8%
0.8%
2,5%
58%
14,2%
15,0%
12,5%
23,3%
10,8%
11,7%
0.8%
0.8%
0,8%
100,0%

12
29
47
62
90
103
117
118
119
120

Representacion grifica de la Frecuencia relativa acumulada

30 1
25 -
20 -
154

11 12 13






Capitulo 3

LAS MEDIDAS DE POSICION
EN DISTRIBUCIONES UNIDIMENSIONALES

3.1. INTRODUCCION

_ Las distribuciones de {recuencias de una variable estadistica pueden estudiarse a
través de unas medidas, que se conocen con el nombre genérico de estadisticos y que,
_analizadas conjuntamente, nos dan un panorama sobre las caracteristicas de la distri-
bucion.
Los estadisticos mds habituales de una distribucién de frecuencias se agrupan y re-
sumen en el siguiente esquema gréifico:

Medidas
o]
Estadisticos

Medidas Medidas Medldas Medidas
de de de
Posicion Dispersién Concentramon Forma

Media Aritmeética,
Media Geomeétrica,
Media Armonica,
Mediana, Moda
y Cuantiles

v Medidas
de Lorenz de Curtosis

indice de Gini 4 MAEC_irl;ia;s )
Absolutas Relativas Curva € Asimetrla

1

Rango, recorrido Coeficiente de aperiura,
intercuartilico, desviacion recorrido relativo, recorrido
absoluta media, varianza, semi-intercuartilico,

desviacion tipica coeficiente de variacion
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En este capitulo explicamos las principales medidas de posicion v en el siguiente
estudiaremos las medidas de dispersidn, forma y conceniracién. :

3.2. LA MEDIA ARITMETICA
3.2.1. La media aritmética simple

La media aritmética de una variable se define como la suma de todos los valores
de la variable dividida por el niimero total de observaciones; suele denotarse por X. En
las distribuciones de tipo I se obtiene mediante la siguiente formulacién: '

fo [3.2.1]

e XXt X b X X+t x, o
X = =

N N

El simbolo Z significa «Sumatorio»; la expresién E i, que utilizaremos

habitualmente en esie libro, se lee como «el sumatorio de todos los valores de x
desde el primero (7 = 1) hasta el iltimo (¢ = n)».

Ejemplo 3.1. Los afios de antigiiedad en una empresa de 5 trabajadores son 6, 5,4, 3,
2; Obtener la media aritmética simple de estas valoraciones,
Aplicando la expresidn [3.2.1], el estadistico pedido serd:

6+5+4+3+2 20

3.2.2. La media aritmética ponderada por [as frecuencias

En las distribuciones de tipo 1I o de tipo II es necesario utilizar las frecuencias
para obtener la media aritmética; para ello se emplea la siguiente formulacién:

i=r

X1
[
S A TNt {3.2.2]
M+ +R+.L N

Que indica que cada valor ha sido «ponderado» o multiplicado por la frecuencia
con la que aparece.
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'}gjémplo 3.2. Obtener la media aritmética de las valoraciones de 0 a 10, otorgadas por
=0 clientes sobre la percepeidn del servicio de atencién al cliente de una determinada
empresas; los valores otorgados por dichos clientes son:

43352302156781674643

.. Podriamos operar aplicando la expresién [3.2.1], pero también y dado que algunas
-de las valoraciones se repiten varias veces, podemos agruparlas obteniendo una tabla
de frecuencias de tipo II; esta agrupacion es inevitable cuando disponemos de un gran
‘primero de observaciones (imaginemos una encuesta sobre valoraciones realizada a
'1.000 clientes de la empresa).
 Construimos una tabla de frecuencias de tipo II, es decir, con frecuencias agru-
“padas, que quedarfa de la siguiente forma:

0 1 0
1 2 2
2 2 4
3 4 12
4 3 12
3 2 10
6 3 18
7 2 i4
8 I 8
9 0 0
10 0 0
Suma 20 80 J

Aplicando la expresién [3.2.2] tendremos:

F R
T A G+ =§)_‘4

R+, + Ry +...+ R, N 20

En el caso de que los datos estén agrupados en clases, es decir, en las distribu-
ciones de tipo III, se opera igual que en los casos anferiores, tomando la marca de cla-
$€ 1, Como x,.
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El alemno puede comprobar que el resultado obtenido por este método es similar
al gue se hubiese obtenido aplicando la formula [3.2.1]

Ejemplo 3.3. Obtener 1a media aritmética de la siguiente distribucién de distancias -
entre ciudades:

(0-5Km.] 4
(5-10Km.] 10
(10 - 25 Km.] 6
(25 - 50 Km ] 40
(50 - 100 K.} 5
(100 - 5300 Km.] 35
Aproximamos las marcas de clase mediante la expresién m = x, = .4‘1-_2_'& .de

dénde queda:

0-5Km)] 253 4 10
(5-10Km.] 7.5 10 75
(10 - 25 Km.} 175 6 105
(25 - 50 Km.] 37.5 40 1.500
(50 - 100 Km.] 75 5 375
(100 - 500 Kin.) 300 35 10.500
Suma L 100 12.565

La media aritmética, aplicando la expresién [3.2.2] quedarfa:

i=r

X#

R+ Xplly + Xl e T, Z " 12.565

=125.65 Km.
mAH, R, N 100

X =

No siempre puede calcularse la media aribnética, a veces incluso, tiene un sentido
limitado o no ttil.

Particularmente, la media aritmética no es posible calcularla cuando los daros son
cualitativos (no tiene mucho sentido obtener una media aritmética enire los colores o
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alidades de pelo o para la valoracién de algin ratio en el que las opciones o atri-
utos searn «excelente, buena y mala», salvo que le adjudiquemos, en este caso, unas
etermmadas puntuaciones de, por ¢jemplo, excelente equivale a 9, buena a 6 y mala
), tambi¢n existe alguna dificultad para el cilculo y sélo puede ser aproximada
suando los datos estdn agrupados en intervalos abiertos.

" Nétese que en cierto modo este es el caso de nuestro ejemplo anterior, en el que
‘hemos calculado las marcas de clase aproxunando los extremos de los intervalos, ha-
ciendo, por e]emplo (0+5]/2 = 2,5 Km. para el primer intervalo, lo que en realidad es
gra aproximacion; este célculo hubiese sido més complicado si hubiésemos trabajado,
por ejemplo, con la renta anual media de nuestros clientes y la informacion disponible
bstuvwsa en intervalos abiertos como el del Ejemplo 3.4.

-?Eu;emplo 3.4. Mediante una encuesta efectuada a 1.000 compradores de un deter-
minado producto, se ha obtenido que su renta anual, en euros, es la siguiente:

Menos de 10.000 € 50
De 10.001 2 20.000 € 100
De 20.001 a 50.000 € 600
De 30.001 a 100.000 € 150
Mais de 100.000 € 100
Suma 1.000

Con esta informacién, calctlese 1a media aritmética muestral.

En este caso sélo podriamos aproximar la media aritmética haciendo una hipéte-
sis sobre Ia marca de clase de los dos intervalos abiertos, es decir, del primero (menos
de 10.000 € y del dltimo (mas de 100.000 €).

Asi, por ejemplo, podriamos suponer que la media de los que ganan menos de
10.000 € es 5.000 € (media entre 0 y 10.000 €) y la media de los que ingresan «Mds
de 100.000 euros anuales» es 150.000 €.

Con esta hipdtesis construimos la marca de clase x, en la siguiente forma:

Menos de 10.000 € 50 5.000 250.000

De 10.001 2 20.000 € 100 15.000 1.500.000
De 20.001 a 50.000 € 600 35.000 21.000.000
De 50.001 a 100.000 € 150 75.000 11.250.000
Mas de 100.000 € 100 150.000 15.000.000

Suma 1.000 49.000.000
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Operando con 1a expresién [3.2.2] tendremos:

i=5
X0,
&7 29.000.000

- = 49.000
N 1000

=

Que nos da una media aritmética de 49000 € de renta.

Pero cualquier otra hipdtesis sobre las marcas de clase, que podria ser tan vatida
cormno la primera, nos datia ofro resultade. As{, podiamos hacer 1a hipdtesis de que el pri-
mer intervalo tiene una media de 6.000 (suponiendo que nadie tiene 0 y no es realista Ia
hipdtesis anterior} y que hay muchos clientes con alta renta, gue aumentan la marca de
clase del dltimo intervalo hasta 250.000 €; con esta segunda hipdtesis tendriamos:

Menos de 10.000 € 50 6.000 300.000
De 10.001 2 20.000 € 100 15.000 1.500.000
De 20.001 a 50.000 € 600 35.000 21.000.000
De 50.001 a 100.000 € 150 75.000 11.250.000
Mis de 100,000 € 100 250.000 25.000.000
Suma 1.000 39.050.000
i=5
A1
. £ _ 59.050.000 _ 59.050
N 1.000

Con lo que la media de {a distribucién ser{a 59.050 €.

3.2.3. La media aritmética ponderada por coeficientes

En ocasiones resuita conveniente introducir un coeficiente de ponderacién que de
mayor peso a algunos valores de la variable. Estos coeficientes o pesos suelen deno-
minarse w,, dando lugar a ia siguiente expresion de la media aritmética ponderada para
distribuciones de tipo I:

S
X=t [3.2.3]
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Para las distribuciones de tipo I y IH serfa:
¥="— [3.24]

N Para ilustrarnos sobre la importancia de este tipo de ponderaciones veamos Jos si-
giiientes ejemplos:

-rEJemplo 3.5. Supongamos que queremos hacer una seleccién de personas para cubrir
.un puesto comercial en una empresa en donde se considera muy importante ¢l cono-
cimiento de Inglés, dado que se tiene un importante nimero de clientes extranjeros, y
menos importante del de otras materias como Ja Estadistica o el Marketing; en el cu-
“riculum vitae de un candidato tenemos informacién sobre las notas medias obtenidas
en distintos blogues de conocimienios; se¢ considera que Ja calificacién de Inglés
‘debe ponderarse el doble que la del resto de materias:

Inglés 5 7 2
Marketing 6 5 1
Estadfstica 10 1

En este caso tenemos vna distribucién de tipo I (frecuencias unifarias). Utili-
zando la expresi6n [3.2.3], tendriamos para ambos alumnos la siguiente nota media
ponderada:

52+61+101 26 s T7-2+5-1+8-1 27

Si hubiésemos operado con la media aritmética simple dar{famos una nota media
de 7 (21 entre 3) para ¢! primer candidato y una media de 6,66 (20 partido de 3) para
¢l segundo; elegirfamos, en consecuencia, al primero; al introducir los coeficientes de
ponderaci6n, la eleccién recaeria en el segundo candidato,
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Ejemplo 3.6. Supongamos que queremos hacer un seguimiento de la valoracién:
que dan los clientes de una empresa con los servicios recibidos; realizamos pata ellg
una enciesta a una muestra representativa de de dichos clientes en la que les pedimos
que valoren de 0 a 10 su grado de satisfaccion con el citado servicio.

Teniendo en cuenta la importancia de las ventas de cada estrato, obtener 1a media
aritmética ponderada segiin el nimero de clientes ¥ 1a importancia del montante fac-
turado a cada cliente.

Los resultados obtenidos son los signientes:

Mis de 500.000 € 5 10% 6
De 100.000 a 500.000 € 25 15% 4
De 10.000 a 100000 € 80 45% 9
Menos de 10.000 € 390 30% 3
Total 500 100%
Media aritmética ponderada por las frecuencias:
.
S
%o 5 =5'6+25'4+80‘9+390‘3=2.02():4504

. 500 500

En este caso se ha ponderado por el ndmero de clientes; o lo que es 1o mismo, a la
opinién de cada cliente se le ba dado el mismo valor; la media obtenida 4 04 estd més
proxima a la expresada por el grupo en el que hay mas clientes (Ios 390 clientes con
ventas inferiores a 10.000 € valoraron el servicio con un 3).

Ex‘.wi
10°6+15-4+45:9+30-3

100
3
=1

En este caso se ha ponderado por la importancia de las ventas; cdmo el grupo de
clientes cuyas ventas se sitiian entre 10.000 y 100.000 € valora muy bien los servicios

=6,15



1.AS MEDIDAS DE POSICION EN DISTRIBUCIONES UNIDIMENSIONALES 117

prestados (un 9) y representan un alto porcentaje de las ventas (45%), la media de va-
Joracion de la empresa ha subido notablemente hasta un 6,15; de ambos hechos debe
concluirse que aunque nuestra empresa no atiende bien con cardcter general a sus
clientes (obtiene un suspenso de media), si lo hace adecuadamente con el grupo de sus

clientes medianos.

REFLEXIONES

La estadistica descriptiva debe adaptarse a los fines del andlisis que estemos rea-
lizando, de forma que segiin la variable con la que estemos trabajando y segiin el mo-
tivo para el que realicemos dicho andlisis, puede interesar prescindir de un céleulo
exacto de la media aritmética en aras de obtener una mejor informacién de conjunto;
asi, por ejemplo, en el Ejemplo 3.4, si estamos programando una politica de marketing
para nuestra empresa, puede interesamos més trabajar con la distribucion de nuestros
clientes por estratos de nivel de renta anual, que con la media aritmética de su renta; el
estadfstico renta media anual apenas tendria un significado, mientras que saber que un
60% de nuestros clientes tienen una renta comprendida entre 20.001 y 50.000 €
annales, nos permite perfilar determinadas técnicas de marketing que podemos sapo-
ner adecuadas para las familias con este estrato de renta.

El ejemplo 3.6. pone también de manifiesto el cardcter instrumental de la Esta-
distica, mostrandoe una situacién en la que, segiin se emplee uno u oiro indicador, se
obtienen resultados distintos que ponen en todo caso de manifiesto el trato discrimi-

" natorio dado a pequefios y medianos o grandes clientes de la empresa.

Otro aspecto a teper en cuenta, en funcidn también de los objetivos perseguidos
por nuestro trabajo estadistico, es la exactitud de los datos disponibles; alguien podria
pensar que siempre es preferible trabajar con datos agrupados mediante distribuciones
de tipo I en vez de con datos por intervalos mediante distribuciones de tipo III, ya que
es evidente que al agruparlos en intervalos se pierde exactitud y precision en la in-
formaci6n; en realidad no siempre es asf; la informacién sobre 1a renta manejada en el
ejemplo anterior, probablemente tuvo que ser obtenida mediante una pregunta en
una Encuesta a una muestra representativa de nuestros clientes; s{ hubiésemos queri-
do obtener informacion méds precisa, preguntando sobre la renta exacta, ;1o habriamos
conseguido?; seguramente no, porque habria habido mds clientes que se hubiesen ne-
gado a contestar la pregunta con ese detalle, otros que ni siguiera habrian podido ser
precisos en el momento de realizar la Encuesta, efc..; en cambio, si recabamos una res-
puesta por intervalos relativamente imprecisos y amplios, la pregunta puede ser con-
testada con menor reticencia y por un mayor ndmero de entrevistados, lo que nos
aportard mayor exactitud en las estimaciones.

Llegado a este punto, es importante resaltar que para un usuario de la estadistica,
como puede ser en nuestro caso un administrador o director de una empresa, por en-
cima del conocimiento con detatle de los cdlculos mateméticos de un estadistico, es-
tan los planteamientos 16gicos; cualguier programa informadtico-estadistico o una
simple calculadora puede damos la media aritmética de unos datos, pero, general-
mente, tiene mds importancia saber si tiene sentido trabajar con este estadistico cal-
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culado, su interés para el tema de trabajo y sus ventajas, limitaciones, e inconvenien-'
tes, que los propios detalles del célculo. .

3.2.4. Propiedades de la media aritmética

1.a media aritmética tiene, entre otras, las siguientes propiedades:

1. Lasuma de las desviaciones de todos los valores respecto a su media aritmé=

tica es cero, es decir:

Z(Xiﬁf)ni =0

Ejemplo 3.7.

La media aritmética sera:

10 80

15 45

13 25 375
Total 50 500

Obteniendo la columna diferencia y multiplicando por la de frecuencias n,, se

comprueba que la suma
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2. . Si multiplicamos o dividimos todas las observaciones por un mismo ntmero,
Io que se conoce como cambio de escala, la media queda multiplicada o divi-

dida por dicho numero.

'3, Si le sumamos a todas Ias observaciones un mismo nimero, 1o que se conoce

como cambio de origen, la media aumentari en dicha cantidad?®.

f.C'omo consecuencia de estas dos tltimas propiedades, sf a la variable estadistica

£=G+0;

% 1a sometemos al mismo tiempo a un cambio de origen O,y a un cambio de escaia C

' L. x, -0 .
siediante la transformacion: y, = 4{3———‘ (siendo Oy C constantes), resulta que:

Esta propiedad es bastante utilizada para la simplificacion de los cdlculos
‘cuando los valores observados son muy elevados y tienen un maximo comtn divisor;

‘yeamos un gjemplo:

'Ejemplo 3.8. Tenemos la siguiente distribucidén de frecuencias

5
ik

10.000
15.000
25.000
30.000
35.000

- VS S

Podemos comprobar cémo se cumple la primera propiedad:

10.000 2 20.000
15,000 5 75.000
25.000 3 75.000
30.000 6 180.000
35.000 4 140.000
Suma 20 490.000

* La demostracién de estas propiedades puede verse en textos de Estadistica mds avanzada; por
ejemplo en: Casas Sanchez y Santos Pefias, «Introducci6n a la Estadistica para Administracién y Direc-
cién de Empresas». Editorial CEURA. 2002,
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De dénde se deduce gue la media aritmética es 24.500:

X:H 490,000
N

Obteniendo 1a columna de diferencias se observa que:

r

(xl. - f)ﬂi =0
1=l

2 -14.500 -29.000

15.000 5 -9.500 —47.500
25.000 3 500 1.500
30,000 6 5.500 33.000
35.000 4 10.500 42.000
Suma 20 0

Los cambios de escala nos pueden facilitar los cdleulos; si realizamos 1n cambio
de escala para poder operar mejor: (C = 1000}, nos queda la siguiente distribucion
para la nueva variable y,.

10.000 10 2
15.000 15 5
25.000 25 3
30.000 30 6
35.000 35 4

Obtenemos la media aritmética para la nueva variable y,

490 _

I .
5= —(10-2+15-5+25-3+30-6+354) = 24.5
¥ =551 +253+306+354) 20
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Y; aplicando la propiedad estudiada, obtenemos la media aritmética para la va-
ble original x;

%= (5 =1.000 - 24,5 = 24.500

‘Para facilitar los cdlculos, también podrfamos haber efectuado un cambio de ori-
del tipo: 0,= 25 000, de forma que

gen
10.000 ~15.000 2
15.000 ~10.000 5
25.000 0 3
30.000 5.000 6
35.000 10.000 4

y= 5%(—15.000-2-10.000-5+0-3+5.000-6+ 10.000-4} =

~ —80.000 + 70.000
- 20

=-500

¥ =F+0, =-500+25.000 = 24.500

O, podriamos realizar conjuntamente Jas dos transformaciones:

10.000 15 2
15.000 10 5
25.000 0 3
30.000 5 6
35.000 10 4
F = (-15:2-10:540-3+5-6+10-4)= 2t 0 _ g5
20 20

Transformando nuevamente los valores a nuestra variable inicial X, se tiene:

X=Cy+0=1.000 - (-0,5) + 25.000 = -500 + 25.000 = 24.500
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Segtin los datos disponibles, algunas transformaciones de este tipo pueden facili-
tar sustancialmente los cdlculos de la media aritmética.

3.2.5. Ventajas e inconvenientes de la media aritmética
Las principales ventajas de la media aritmética son las siguientes:

— Se trata de un concepto familiar para la mayorfa de las personas y es intuiti-
vamente claro.

— Es calculable en todas las variables, es decir siempre que nuestras observa-
ciones sean cuantitativas.

— Para su célculo se utilizan todos los valores de la distribucién,

— Es inica para cada distribucién de frecuencias

— Tiene un claro significado, yva que al ser el centro de gravedad de la distribu-
cién representa todos los valores observados.

— Es 1itil para llevar a cabo procedimientos estadisticos como la comparacion de
medias de varios conjuntos de datos.

Los principales inconvenientes son:

— Que es un valor muy sensible a los valores extremos, con lo que en las distri-
buciones con gran dispersion de datos puede llegar a peder totaimente su
significado. Recordemos aquf la famosa anécdota del pollo, si una persona se
come un pollo ¥ otra no come pollo, como media, entre 1as dos se habrin co-
mido medio pollo cada una.

— Que no es calculable cuando los pardmetros son cualitativos.

— Podemos tener dificultades para su cdlculo en distribuciones de tipo 1]
con intervalos abiertos; en estos casos es necesario estimar una marca de
clase para poder calcular 1a media y €sta nos varfa s{ cambiamos la marca de
clase. ‘

3.3. MEDIA GEOMETRICA

La media geométrica de una distribucion de frecuencias con N observaciones es In
rafz de indice N del producto de todas las observaciones elevado a sus respectivas
Jrecuencias, '

La representaremos por G y adopta la siguiente formulacidn:

— En distribuciones unitarias o distribuciones de tipo It
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. En distribuciones no unitarias:

=’{”/x1”‘ XX X =N

¥

r

fo' indica que se trata del producto de todos los valores de

I=

El signo ¥

1a vartable x, desde el primero (i = 1) hasta el dltimo (i = 7).

El estadistico media geométrica sélo se puede calcular si no hay observaciones nu-
las, ya que si algin valor es cero se anulan los productos y la media toma valor cero.
» También puede no tener sentido su cdlculo cuando algin valor es negativo, ya
 que en este caso, podemos obtener nimeros irracionales que desnaturalicen ¢l valor
del estadistico.
Es una medida estadistica que debe emplearse cuando los valores de la variable no
‘son de naturaleza aditiva (tasas, tipos de interés, porcentajes, niimeros indices, efc.).
Las principales ventajas de la media geométrica son las siguientes:

— En su determinacién intervienen todos los valores de la distribucidén.

— Es menos sensible que la media aritmética cuando 1a distribucién tiene valores
extremos.

-— Por su formulacidn es mds representativa que la media aritmética cuando la
distribucion evoluciona de forma acumulativa o con efectos multiplicativos.

— Cuando existe, es decir, cuando la distribucién no tiene valores negativos, ¥
cnando estd definida, es decir cuando la distribucién no tiene valores nulos, su
valor estd definido de forma obietiva y es dnico.

Los principales inconvenientes son:

— Su significado estadistico es menos intuitive que la media aritmética.

—- La mayor complicacién de los calculos

— Su indefinicién (da mimeros con naturaleza imaginaria) cuando tiene valores
negativos y su valor nulo cuando una observacion toma este valor.

Dada su formulacidn, el cdlculo de la media geométrica exigird normalmente la
ufilizacidn de logarifmos o de programas informaticos.

En este sentido, recordemos que por la propia fonmulacién de Ia media geométrica
se cumple la siguiente propiedad:

1 % . : 1 x
- ; en neperianos -
logG = E n;logx, p InG ‘_E nInx,

i=1
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Que indica que cl logaritmo de la media geoméirica es igual a la media aritmét;-
ca de los logaritmos de los valores de la variable.

Ejemplo 3.9. Una empresa de fabricacién de automéviles que ha iniciado su activi-
dad en 2007 experimenta durante 2008 un aumento de las ventas de sus vehiculos de
un 10%; en 2009 sus ventas aumentan un 20% mds y en 2010 vende un 25% més que
en 2009. ; Cudl es la tasa media de incremento durante el diitimo trienio? :
Dado que la variable presenta una evolucion multiplicativa es preferible wiilizar Ia
media geométrica para el calculo.
Considerando un valor 100 para 2006, tendriamos:

2007: 100

2008: 110 (es decir, un 10% mds que 100)
2009: 132 (es decir, un 20% ma4s que 110)
2010: 165 (es decir, un 25% mds que 132)

=3
G=Hx-x; x, =4[ Tx =3110-120-125 =118,17
. =1

Lo que indica gue durante el periodo las ventas han aumentado con una media del
18.,17% anual. Asi, si el primer afic son 100, el segundo afio serdn 100 x 11817 =
118,17, el tercer afio: 118,17 x 1,1817 = 139,63 y el cuarto afio: 139,63 x 1,1817 = 165,

La media aritmética serfa:

n

PE?
L5 =110+120+125=11&33
N 3

Es decir, aritméticamente se obtiene un incremento anual del 18,33% y mediante
la media geoméirica un incremento algo inferior del 18,17%.
Esta relacién siempre se cumple, de forma que G < X,

Ejemplo 3.10. En los afios 2007, 2008 y 2009 los 20 establecimientos de una em-
presa han experimentado el siguiente crecimiento en su niimero de clientes:

2007 Crecimiento del 10%
2008 Crecimiento del 15% 6
2009 Crecimiento del 20% i0
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Si suponemos que comenzo a operar en ¢l afio 2006 con 100 clientes. ;Cudl fue la
fdsa media de incremento durante los dltimos 3 afios?
"~ En este caso se trata de una distribucién de tipo II, en la que la media geométrica
%iene dada por la expresion:

3
G=NxM - xP-xp - e xl =N1fo;’f =zg/1,104 1,15%-1,20" =
=1

= 1,464 2,313 6,192 =%20,969 =1,1643

‘donde como puede observarse hemos decido, dado que las cifras en tanto por cien re-
“sultarfan muy elevadas, efectuar el cdlculo a partir de crecimientos unitarios, obte-
‘niendo por tanto un crecimiento medio anual del 16,43%.

" 8i trabajamos con logaritmos neperianos, aplicando la expresion

10gG=%anlnxi

y trabajando en tantos por cien, obtendriamos:

InG=516(41n 110 +61In 115 +10in 120) =

=L (4-4700+6-4745+10-4,787) = 22440 _ 4 76
20 — 20

G = antilogaritmo neperiano {exponencial) de 4,76 = 116,43; el mismo resultado
que hemos obtenido con el método general.

La media de crecimiento seria, pues, del 16.43%, ligeramente inferior a 16,50%
que se obtiene como media aritmética:

i=r

X.A.
T (10-4)+(15-6)+(20-10)  40+90 +200
N 20 20

i=1

I= =16,5

Cualquiera de los dos promedios (el aritmético o el geoméirico) puede ser vélido
para la obtencidn de un ratio medio, sin embargo, dado que «la variable evoluciona de
forma acumulativa v con efectos multiplicativos», la media geométrica refleja mds
adecuadamente el promedio de crecimienio y deberfa utilizarse como mejor estadis-
tico descriptivo del promedio.
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Cémo puede compararse en el ejemplo, el cdlculo de 1a media geométrica en dis-
tribuciones de tipo I y 111 es relativamente complicado y exige la utilizacién de pro-
gramas informdticos o de tablas Iogarftmicas.

3.4, MEDIA ARMONICA

La media arménica de N observaciones es 1a inversa de 1a media de las inversas
de las observaciones; suele denotarse con la letra H. .
En distribuciones unitarias o de tipo I, viene dada por la siguiente formulacién:

2%

En distribuciones de tipo 11, vendrd definida por:

N N

S
R U i3
X Xy Xy pos X;

Su utilizacion es bastante poco frecuente y sélo debe emplearse cuando la varia-
ble estd medida en unidades relativas, por e¢jemplo, Km./h., es decit, para promediar
velocidades, tiempos, rendimientos, efc. .

Las principales ventajas de la media arménica son las siguientes:

— Est4 definida de forma objetiva y es dnica.
— Para su cdlcalo tiene en cuenta todos los valores de la distribucidn,

— Es mds representativa que ofras medidas en los casos de obtener promedios
de velocidades, rendimientos, productividades, eic.

— Los valores extremos tienen una menor influencia que en la media aritmé-
tica.

Los principales inconvenientes son:

—— Matemdticamente solo se puede calcular si no hay observaciones iguales a
cero, ya (ue en este caso nos apareceria un cociente indeterminado del tipo

.
L=,

0
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— Cuando la variable toma algunos valores muy pequeiios puede carecer de sig-
nificado; en estos casos sus inversos pueden aumentar casi hasta el infinito, eli-
minando el efecto del resto de los valores.

Fjemplo 3.11. Cinco trabajadores de una empresa de catering han producido 200,
250, 300, 350 y 400 raciones de un determinado preparado alimenticio con unos
rendimientos, respectivamente, de 10, 15, 17, 19 y 20 unidades por trabajador y
hora. Calcular el rendimiento medio de los trabajadores de la empresa.

En este ejemplo el ritmo de produccién es el rendimiento obtenido por trabaja-
dor y la produccién son las raciones alimenticias obtenidas por cada trabajador.
Dado que es la distribuci6n de una variable cociente, es adecuado emplear la media
armdnica.

La distribucién de frecuencias serfa:

10 200
15 230
17 289
19 361
20 400
Suma 1.500

Y la media arménica vendria dada por:

_ N ~ 1.500 _
MM, om 200 250 289 361 400
X x x 10 15 17 19 20
= 1-300 =16,17

20+18+17+19+20

El alumno puede comprobar que la media aritmética es 17,00 y la media geomé-
trica es 16,62,
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3.5. RELACION ENTRE LAS MEDIAS ARMONICA, GEOMETRICA
Y ARITMETICA

Puede demostrarse que en todas las distribuciones de frecuencias la media armé-
nica es, si existe, ignal o inferior a la media geométrica y que ésta s a su veZ (tam-
bién, si existe), igual o inferior a la media aritrética.

Se cumple, pues, siempre que existan los distintos estadisticos, la siguiente rela-
cién:

H<G<X

En el ejemplo anterior se tiene que:

16,17 < 16,62 < 17,60

3.6. LA MEDIANA

Las medias estudiadas hasta ahora son medidas que tratan de equilibrar los valo-
res de una distribucién compensando los més grandes con los més pequeiios para bus-
car su centro de gravedad o posicionamiento central; estos estadisticos tienen en ge-
neral dos problemas: '

— Son muy sensibles a los valores extremos de las distribuciones de forma que
cuando existe mucha dispersitn los hacen poco representativos, y

— No es posible calcularlos en las distribuciones cualitativas (por ejemplo, no
tiene mucho sentido calcular 1a media aritmética, armoénica o geométrica, de
los colores del pelo de un grupo de individuos).

Para resolver el primero de estos problemas se emplea la mediana, que es un es-
tadistico que en vez de equilibrar los valores de la variable equilibra las frecuencias y
para resolver el segundo inconveniente se utiliza la moda, que es un estadistico que
toma en consideracién los valores mas repetidos.

La mediana de una distribucion de frecuencias, previamente ordenada en orden
creciente o decreciente, se define como el valor central de la variable que divide la
distribucion en dos partes iguales; ¢s decir, ¢s el valor que deja el mismo mimero de
observaciones o de frecuencias a su izquierda gue a su derecha.

A) Calculo de la mediana en el caso de distribuciones de tipo |

Se presentan dos casos diferentes:
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1. Que el nimero de observaciones, N, sea impar: En este caso hay un ér-

mino central, el término &y, que serd el valor de la mediana.
2

Ejemplo 3.12. Calcular la mediana de una distribucion estadistica con los si-
guientes valores, indicativos de los afios de antigiiedad en una empresa de 5
trabajadores:

59, 3,8 11

Lo primero que debe hacerse es ordenar dichos valores; los ordenamos en
sentido creciente y tendremos:

3,5 8 9 11

Como son 5 valores (impar}, la mediana vendra dada por el valor central 8,
que deja a su izquierda la misma masa (2 valores, es decir dos trabajadores)
que a su derecha (otros 2 trabajadores).

Obsérvese el muy diferente significado que tiene la mediana respecto de la
media; la media nos dirfa que la plantilla de la empresa en cuestién tiene
como media 7,2 afios de antigiiedad (nedia aritmética de los valores 3, 5, 8, 9,
11), mientras que la mediana nos indica que «la mitad» de la plantilla de
esta empresa tiene mas de 8 afios de antigiiedad y la otra mitad menos de §
aftos de antigiicdad en la misma,

2. Que ¢l nitmero de observaciones, N, sea Par: En este caso hay dos términos
centrales, y; la mediana sera la media aritmética de esos dos valores,

Ejemplo 3.13. Calcular la mediana de una distribucién estadistica con los si-
guientes valores, indicativos del mimero de reclamaciones mensuales efec-
tuadas por los clientes de una determinada empresa:

2,3, 5 6,8 9, 12, 16, 20, 24, 25, 26

En este caso N = 12, un ndmero par; la distribucién estd ya ordenada, por
lo que debemos fijarnos en los dos términos centrales, es decir, los (ue ocupan
1a posicién 6* y 7¢ (9 y 12) y la mediana vendra dada por:

M = 9“"212 -10,5

e
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Si la variable no admite decimales, como seria ¢l caso de este ejemplo; g
acepta que existen conjuntamente dos medianas con los dos valores central
9y 12, ya que valores iguales o menores a 9 hay 6 y valores iguales o sup
rores a 12 también hay 6; en el ejemplo podria decirse, pues, indiferen
mente, que la mitad de los meses {(es decir, en 6 meses) hay mds de 9 recly!
maciones y que en la mitad de los meses hay menos de 12.

Con esie criterio, queda una vez mds indicado que la estadistica descriptiva no eg
una ciencia exacta; es mds bien un conjunto de reglas y convenios que ayudan i
simplificar e interpretar la informacién disponible; cuando gestionamos una empresa:
tenemos disponible la informacion del ejemplo en el registro de reclamaciones; en’
cualquier momento el administrador de 1a empresa poede pedirnos un informe sobré:
la marcha del mismo y no podemos confeccionarlo con vaguedades como «unos.
meses tenemos sélo dos quejas y otros 8, 10 6 26»; si manejamos adecuadamente los:
ratios estadisticos, podremos indicar, por ejemplo, que a lo largo del afio hemos ieni-:
do como media 13 reclamaciones mensuales, que 1a mitad de los meses tenemos:
raenos de 12 y que la otra mitad tenemos mds de 9, que cémo médximo hemos tenido
26 y ¢6mo minime 2, etc.. '

Nétese que en el Ejemplo 3.13, los valores observados estin previamente or-
denados; cuando no se presenten ordenados es necesario proceder previamente a la
ordenacion de las observaciones, ya que de Jo contrario el cdlculo de la mediana es to-
talmente errdneo y puede carecer de significado.

Agd, por gjemplo, sf no hubiésemos ordenado los datos del ejemplo 3.12 hnbié-
semos concluido que 1a mediana era 3, 1o que serfa errdneo, ya como es evidente «la
mitad» de [a plantilla no tiene mds de 3 afios de antigiiedad en la empresa. '

B) Célculo de ia mediana en las distribuciones de tipo |l

Para determinar Ia mediana en distribuciones no unitarias o de tipo IL, es preciso
también ordenar los valores y trabajar con la frecuencia absoluta acurmulada N, ob-
teniendo en concreto el valor N/2.

Al igual que en las distribuciones de tipo I, por convenio generalmente aceptado
entre los estadisticos, se distinguen dos casos:

1. Que exista un N, igual a N/2
En este caso la mediana es la media aritmética de X. y del siguiente X, sl
la variable no admite decimales, la mediana serian los dos valores, conjunta-
mente,

2. Cuando no existe un NV, que iguale a N/2, la mediana corresponde al primer X,
cuyo valor supere al de N/2.
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; plb'3.14. Obtener la mediana de la siguiente distribucion de frecuencias, en la
= indica el grado de satisfaccién (valoracién de 0 a 100) de 100 clientes que han
ado el servicio de una oficina bancaria:

il
10 2 2
11 3 5
12 5 10
i3 6 16
24 4 20
25 9 29
36 5 34
50 54 88
58 4 92
99 g 100
Suma 100

La columna N, es la columna de frecuencias absolutas acumuladas; obtenemos el

valor Nf2 = 50; el primer valor que lo supera en la columna N, es el 88; que corres-
ponde a x, = 50; la mediana ¢s en consecuencia el valor 50.
“" Podriamos decir, en consecuencia, que mas de la mitad de los clientes han dado
puntuaciones iguales o superiores a 50, lo que es complementario de otre hecho re-
levante y a tener en cuenta en la interpretacién de los datos, como serfa que la media
aritmética de las puntuaciones otorgadas s6lo es de 44,16.

Ejemplo 3.15. Obtener la mediana de la siguiente distribucién de frecuencias:

12 64 100
16 31 131
20 37 168
25 15 183
30 17 200

Suma 200
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El valor de N/2 = 100; en este caso existe un valor de N, cuya frecuencia acumu-
lada es 100; en x, = 12, N, iguala a N/2; acudimos al primer supuesto anterior y con-
sideramos como mediana la media aritmética del valor x, y del siguiente x,, (x, = 12
yx,,= 16), o sea:

M 212+16=

. 14
2

En este caso, dirfamos que la mitad de la distribucion esta por debajo def valor 14
v la otra mitad por encima de este valor.

C) Céleculo de ta mediana en las distribuciones de tipo Il
0 agrupadas por intervalos

Sila variable estd agrupada en intervalos Ia mediana se calcula en parecida forma
que el apartado anterior, es decir:

1. Siexiste N, que es igual a N/2, 1a mediana, por convenio, es el limite superior
del intervalo mediano o intervalo en el que N, = N/2.

2, Sinoexiste un N, = N/2, la mediana est4 en ¢l siguiente intervalo, es decir en
el primer intervalo cuya N, supera a N/2; diremos que dicho intervalo es el in-
tervalo mediano.

En algunas ocasiones puede ser conveniente adjudicar a la mediana un valor
concreto dentro del intervalo; en este caso, debemos estimar este valor con diversos
procedimientos que explicamos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.16. Supongamos la siguiente distribucién agrupada en intervalos sobre las
cifras de ventas mensuales en euros de 2.000 establecimientos comerciales:
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(0-8.000€) 50 50
(8.001 - 10.000 €) 100 150
(10.001 - 11.000 €) 75 225
(11.001 - 12.000 €} 350 775
(12.001 - 13.000 €) 950 1.725
(13.001 - 14.000 €) 75 1.800
(14.001 - 15.000 €) 25 1.825
(15.001 - 16.000 €) 25 1.850
(16.001 - 24.000 €) 150 2.000
2.000

Operando con la columna de frecuencias absolutas acumuladas N, se observa
que el primer valor de N, que supera a N/2 = 1.000, se corresponde con el intervaio
{12.001-13.000 euros), intervalo que acumula 1.725 comercios y cuyas ventas men-
suales se sitlian en forno a los 12.500 euros.

Dado que los datos se presentan en intervalos puede indicarse simplemente que el
intervalo (12.001 — 13.000 €) es el intervalo mediano de la distribucién y que en con-
secuencia hay tantos comercios cuyas ventas son inferiores a 12.001 euros mensuales,
como aquellos gue venden mas de 13.000 euros.

Podria considerarse, no obstante, que conviene una mayor precision de la media-
na y que debe situarse ésta en un punto exacto dentro del intervalo mediano; en este
caso podrian adoptarse tres alternativas:

1. Obtener la marca de clase y sitizar en |la misma Ia mediana; en este caso dirfa-
mos que la mediana esta en los 12.500 euros.
2. Aproximar la mediana mediante una regla de 3 que busque la proporcionali-
dad; para efectuar esta aproximacioén operamos de la siguiente forma:
Suponemos que los 950 establecimientos comerciales que estdn en el in-
tervalo (12.001-13.000 euros) se distribuyen uniformemente a lo largo del
intervalo; sabemos que 775 establecimientos venden menos de 12.000 euros
(N del intervalo anterior), luego faltan 225 establecimientos en llegar a las
1.000 que nos interesan (N/2 = 1000); haciendo una sencilla regla de tres en la
que se tiene en cuenta la amplitud del intervalo, diremos:
Si 950 agencias se distribuyen en 1.000 (amplitud del intervalo) 225 agen-
cias ocupardn «x».
De dénde:

,_ 225-1.000
950

=237
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Luego el valor exacto de la mediana serd de 12.238 euros (L, +x =12.001
+237).

Es evidente que este método resulta més exacto que el de las marcas de
clase v es el que debe utilizarse.

Existen ofros convenios mds o menos aplicados por los estadisticos; uno
bastante habitual en los libros de estadistica es el que resulta de la aplicacién
de Ia siguiente formulacion:

i1 [3.6.1]

¢, es la amplitud del intervalo; en el Ejemplo 3.16, dénde ¢,= 1.000, tendria-
mos:

M, =12.001+ —1—@355—775 -1.000 =12.238

Repetimos que se trata de convenios mds o menos aceptados, pero en
todo caso discutibles; de forma que cualquier a de las 3 opciones manejadas en
este supuesto (el intervalo mediano 12.001-13000, sin especificar ningtin pun-
to concreto, 12.500 ¢ 12.238) pueden considerarse como vélidas.

Una vez més indicamos que la estadistica es un instrumento para el gestor; la im-
portancia de la exactitud de este 1ltimo dato viene dada por los objetivos para los que
sirva el mismo.

Ejemplo 3.17. Tenemos la signiente distribucién:

(0-8] ' 5 5
(8 - 101 10 15
(10 - 11} 7 22
(11-12} 128 150
(12-13] 20 170
(13- 14} 117 287
(i4 - 15} 5 292
(15 - 16} 3 295
(16 - 24} 5 300
300
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En este caso el valor de N, que iguala a N/2 = 150 se corresponde con ¢l intervalo
{11-12); por ¢l convenio mds aceptado entre los estadisticos, consideraremos la me-
diana como el limite superior de dicho intervalo, es decir, el 12.

Nétese la exactitud de este convenio, ya que 150 observaciones (l1a mitad del total
de las 300 disponibles) son inferiores a 12 y la otra mitad superiores a esta cantidad.

Las principales ventagas de la mediana son Ias siguientes:

— BEs la medida mds representativa en ¢l caso de las variables cualitativas o atri-
buios {recordemos que cuando hablamos de nacionalidades, por ejemplo, no
podemos calcular 1a media aritmética, ni otras medidas de posicién).

— Su cdlculo es sencillo.

— Tiene una facil interpretacidn.

— No es sensible a los valores extremos de la distribucion.

El principal inconveniente es que en su determinacién no se tienen en cuenta to-
dos los valores de la variable; este inconveniente puede constituir incluso una venta-
ja, ya que es posible su cdlculo cuando no se conocen los valores extremos pero si su

frecuencia.
En el ejemplo 3.18 se retleja esta ventaja.

Ejemplo 3.18. Determinar la mediana de la siguiente distribucién de las ventas
anuales a una muestra de 100 clientes:

Menos de 1000 € 5 5

Pe 1.001 2 2.000 € 15 20

De 2.001 a 5.000 € 30 50

De 5.001 a 10.000 € 10 60

Mis de 10.000 € 40 100
100

En este caso (W/2 =50), podemos situar, sin problemas, la mediana en el valor de
5.000 € (limite superior del intervalo de 2.001 a 5.000 €), valor que nos indica que
hay 50 clientes a los que vendemos mds de 5.000 € y otros 50 a los que vendemos
menos de 5.000 €.

Tendriamos algiin problema, sin embargo, si tratdsemos de calcular otros esta-
disticos como la media aritmética, la media geométrica o la media armdnica, a no ser
que realicemos unas hipdtesis sobre la marca de clase de los dos intervalos abiertos (el
primero y el dltime); ademds, como ya hemos indicado, el resultado de cualquiera de
estos estadisticos variarfa si cambidsemos la hipdiesis sobre la marca de clase asig-
nada.
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3.7. LAMODA

LaModa es el valor de la variable que se repite mds veces; suele designarse por M
y se define como el valor de la variable gue presenta mayor frecuencia absoluta.

En el caso de que existan varios valores en esta situacién se dice que la distribu-
cién es bimodal, trimodal o multimodal.

Se diferencia entre moda o modas absolutas y moda o modas relativas.

Se dice que un valor de una variable constifuye una moda relativa cuando su fre-
cuencia absoluta no es superada por la de sus valores contiguos.

Obtencion de la moda en los tres tipos de distribuciones

A) En las distribuciones de frecuencias de tipo I no tiene sentido hablar de moda, ya
qute las frecuencias absolutas son todas unitarias.

B) Para obtener la moda en lus distribuciones de tipo I basta con observar la co-
lumna de las n,; veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.19. Determinar la moda de [a siguiente distribucion de frecuencias sobre
una muestra de 100 visitantes a una feria de muestras:

Espafiola

Francesa 15
Norteamericana 30
Otras nacionalidades 15
Total 100

La moda absoluta, es decir, Ia categorfa que mds visitantes aporta, corresponde a
la nacionalidad espafiola (40).

En este caso existir{a también una moda relativa para el valor 30 (nacionalidad
noricamericana), ya que cumple la condicién de superar Ia frecuencia de los valores
contiguos (15).

Sin embargo, la moda relativa sélo tiene interés cuando tratamos con variables
«ordenables» y previamente ordenadas (variables cuantitativas o variables cualitativas
ordenables); realmente, en el ejemplo anterior, bastarfa con variar el orden de las na-
cionalidades (orden que realmente no aporta nada y que probablemente ha salido por
casualidad) para que ya no existiese la moda relativa sefialada; seria, por ejemplo, el
siguiente supuesto de ordenacion:
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Espaficla 4
Norteamericana 30
Francesa 15
Otras nacionalidades 15
Total 100

Veamos un ejemplo con variables ordenables, que puede extenderse, sin proble-
mas, a variables cuantifativas,

Ejemplo 3.20. Obtener la moda de la siguiente distribucién de 100 opiniones de
clienies sobre la calidad de un determinado servicio:

Muy buena 5
Buena 40
Normat 15
Mala 30
Muy mala 10
Total 100

La moda absoluta esta representada por la categoria «buena», pudiendo afirmarse
que hay una moda relativa en la categoria «mala», cuya frecuencia supera a las cate-
gorfas de «normal» y «muy malax».

C) En las distribuciones de tipo 111, es decir, cuando los datos estdn agrupados en
clases o intervalos pueden darse dos supuestos:

a) Que los intervalos sean de igual amplitud

En este caso la moda absoluta se situard en el intervalo que presente mayor fre-
cuencia absoluta y las modas relativas en el intervalo o intervalos que superen la fre-
cuencia absoluta de los intervalos contiguos.

Para determinar ¢l valor exacto de la moda y al igual que hemos indicado con la
mediana podriamos optar por considerar 1a marca de clase del intervalo o proceder a
prorratear un valor dentro del intervalo.
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Para este prorrateo el convenio mds aceptado entre }os estadisticos es ¢l que re-
sulta de aplicar la siguiente expresion:

M =L +— . [3.7.1]

[0-5) 2.000
(5 - 10) 3.500
[10 - 15) 500

6.000

El intervalo modal es el intervalo [5 - 10), con una frecuencia absoluta de 3.500
superior a la de los otros 2 intervalos; para buscar el punto exacto aplicamos la ex-
presion [3.7.1] en la siguiente forma:

M, =L  +—2 .o = 200 =6

g =5+—— .5
T 2.000 + 500

Indicdndonos que la moda estd en el valor 6; bajo determinados supuestos este
dato parece mds preciso que s se sefialase la marca de clase del intervalo modal (7,5)*

Siendo este el criteric mds aceptado, no seria un error estadistico especialmente
grave, situar la moda en la marca de clase del intervalo modal.

b} Que los intervalos tengan distinta amplitud

En este caso, para determinar el intervalo modal es necesario obtener un ratio de
densidad de frecuencia (frecuencia absoluta dividida por amplitud del intervalo); el
intervalo con mayor valor en este ratio constituird el intervalo modal.

Este ratio es imprescindible para evitar situaciones de desequilibrio que pudieran
desvirtnar el propio concepto, interés e interpretacién de la moda.

Veamos un ejemplo de intervalos de distinta amplitud.

* Esta formula se basa en considerar unz cierta uniformidad en la distribucién de valores dentro de
cada intervalo; si la frecuencia del intervalo inferior, 2,000, es bastante superior a la frecuencia del Gt~
mo intervalo, 500, podria pensarse que los valores de las observaciones van disminuyendo, de forma que
dentro del infervale modal se acumulardn mis en los valeres préximos al extremo inferior (5) que al ex-
trema superior (10); la expresién utilizada permite reflejar o aproximar este hecho.
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Ejemplo 3.22. Determinar la moda de la siguiente distribucién de frecuencias

(0 - 25) 125
[25 - 30) 50
130 - 35) 35
[40 - 45) 25
[45-55) 80

315

Incurririamos en nna imprecision estadistica si considerdsemos que ¢l intervalo
modal es el (0-25), ya que aunque es verdad que en este intervalo se han acurpulado
un mayor niimero de observaciones (125), también lo es que ticne una amplitud (25)
superior al resto de los intervalos (5 § 10); si construimos la columna de densidad de
frecuencias n /c,, dividiendo las frecuencias por la amplitud de los intervalos, tenemos:

(0-25) 125 25 5

[25 - 30) 50 5 10

[30 - 35) 35 5 7

[40 - 45) 25 3

[45-55) 80 10 8
315

De ddnde se deduce que el intervalo modal, es decir el que concentra una mayor
densidad de observaciones, es el intervalo [25 — 30),

Para hallar el punto modal exacto lo més habitual es operar con la siguiente ex-
presidn

h,
M,=L_ L ' [3.7.2]
iy + Ay

Equivalente a la expresién [3.7.1.], pero, en la que en vez de considerar las fre-
cuencias n,, se tiene en cuenta la densidad de frecuencias de cada intervalo (el cociente
h,=n,lc,, donde ¢, representa la amplitud del intervalo).
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Aplicando Ia expresion [3.7.2] a los datos del ejemplo, se tiene:

Lt a5 T 5079
b+ 547

i i+1 +

M

Las principales ventajas de Ia moda son las siguientes:

— Es un estadistico que puede obtenerse en fodas las distribuciones (tanto en va-
riables cuantitativas como en las cualitativas), ya que siempre es posible de-
terminar el valor, la categoria o la modalidad que mds se repite. '

— Su célculo es sencillo.

— Tiene una fdcil interpretacion estadistica, ya que nos da el valor o modalidad
que més se repite.

Al igual que en la mediana como principal inconveniente hay que sefialar que en
su determinacién no intervienen todos los valores de la distribucién, centrdndonos sélo
en la mayor frecuencia absoluta de un determinado valor de la variable o de la mo-
dalidad de los atributos.

3.8. MEDIDAS DE POSICION NO CENTRALES: LOS CUANTILES

Los cuantiles son los valores de la variable que dividen una distribucion de fre-
cuencias en partes iguales.
Los mds habituales son:

— Los cuartiles, que son tres valores que dividen a la serie de datos en cuatro
partes ignales. La mediana coincide con el segundo cuartil y divide 1a distri-
bucidn en dos partes iguales.

~— Los quintiles, que son cuatro valores que dividen la distribucién en 5 partes
iguales.

— Los deciles, que son nueve valores que dividen la distribucién en diez partes.

—— Los percentiles, que son 99 valores que dividen la distribucion en cien partes
iguales.

Considerando N el nimero de datos de la distribucién, o frecuencia absoluta

. . . .. ¥l
acumulada, con cardcter general los cuantiles se obtienen con 1a expresion 7 enla

que r indica el cuantil correspondiente (r = 1, primer cuantil, 7 = 2, segundo cuantil,
etc.) y ¢ el mimero de intervalos con ignales frecuencias en fos que se pretende divi-
dir Ta distribucién {si ¢ = 4 hablamos de cuartiles, si ¢ = 10 de percentiles, etc.).

.23 obtenemos los cuartiles.
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“En el caso de los tres cuartiles la expresion a utilizar serfa:

%\i para el primer cuartil 0,

%TN para el primer cuartil ,
% para el primer cuartil Q,

Para distribuciones agrapadas en intervalos utilizamos la siguiente expresion:

i‘E_Ns—l
[3.8.1]

El calculo de los cuantiles se efectiia de manera similar a o explicado para la me-
diana.

.Ejemplo 3.23. Obtener los cuantiles de la distribucién de frecuencias:

i2 20
45 30
55 20
60 10
82 10
90 10
Total 100

Obtenemos la columna de frecuencias absolutas acumuladas N

12 20 20

45 30 50

55 20 70

60 i0 80

32 10 90

90 i0 100
Total 100

Y procedemos de la siguiente forma:
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— Obtencién de cuartiles:

Q,; procedemos a obtener 1—4N— = 1%:0 =25
El primer valor que supera a 25 en la columna de N, es la frecuencia acu-
mulada 50, que corresponde al valor de la variable x, = 45; luego O, =45

0,; 200/4 = 50; este valor coincide con la frecuencia absoluta acumulada
de x, = 45; al igual que se explicé en la mediana, cuando existe esta coingi-
dencia, por convenio generalmente aceptado entre los estadisticos, se toma
como cuartil la media aritmética de x, y del siguiente x,, ,; en nuestro caso
(45 +55)/2=50

i1

0.; 300/4 = 75; el primer valor de V, que lo supera es 80, que corresponde
al valor de la variable x, = 60.

— Obtencion de Deciles:

Dy '1'1%r = _11%0 = 10; el primer valor de N, que supera a 10 corresponde

al valor de la variable x, = 12.

D.; 700/10 = 70; el valor 70 coincide con la frecuencia absoluta acumu-
lada de x, = 55; por convenio, se toma como séptimo decil la media aritmética
dexy del siguiente x, | ; en nuestro caso (35 + 60)/2 = 57.5.

— Obtencion de Percentiles:
P..; 3000/100 = 30; ¢l primer valor de NV, que lo supera corresponde al va-

lor de 1a variable x, = 45,

El alumno puede practicar calculando deciles y percentiles en €sta o en otras dis-
tribuciones, si bien debe tener en cuenta la aplicacion e interpretacion logica de los
resultados; asi, por ejemplo, si suponemos que la variable x, del ejemplo 3.23 corres-
ponde a algo indivisible, como serfa el ndmero de animales de una granja o niimero de
aviones que llegan diariamente a un aeropuerto, puede no tener mucho sentido obte-
ner el séptimo decil como media de 2 valores enteros e indicar en consecuencia que el
70% de las granjas tienen 57,5 animales o que el 70% de los dias llegan 57,5 aviones
al acropuerto; la mediana, los cuartiles y en general todos los estadisticos tienen un va-
lor instrumental (nos ayudan a sintetizar, analizar o interpretar una informacion més
amplia) y no un valor matemdtico que puede no tener senfido Iégico; en este caso con-
creto parecerfa més légico y, en consecuencia, més deseable, indicar que el 70% de los
dias llegan menos de 57 aviones.
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Otra observacion a tener en cuenta es que algunos programas informaticos no uti-
Tizan los mismos criterios o algoritmos indicados con anterioridad; en concreto, la hoja
de célculo Excel de Microsoft considera a todas las distribuciones como si fueran con-
tinuas y sitia los cuartiles no en el valor de la variable cuya frecnencia absoluta acu-
‘muiada supera al establecido por el cuartil, sino en un punto intermedio que obtiene
‘mediante un algoritmo particular; dado que muchos alumnos pueden utilizar este
programa para efectuar o comprobar los ¢ileulos, explicamos a continuacidn los re-
sultados que da Excel con un sencillo ejemplo.

Ejemplo 3.24. Disponemos de Ja siguiente informacion sobre el gasto de 4 clientes
en una cafeterfa:

Cliente |
Cliente 2
Cliente 3
Cliente 4 85

Las frecuencias absolutas y las frecuencias acumuladas serfan:

oo
el e
I W b —

Cilculo de Cuartiles:

(Media arjitmética del valor que iguala N, =1y ¢l siguiente)

QZ:%=2=H=8+9=8,5 8.5
(Media aritmética del valor que iguala N, =2y el siguiente)

2
Q1:14“=3:%>x=9+85=47 28

(Media aritmética del valor gue iguala N, =3 y el siguiente)
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Lo que hace Excel es aplicar un criterio simgilar al explicado en el Ejemplo 3.21
para obtener un punto o valor concreto dentro de los intervalos; es decir, prorratea la
«masa» de la distribucidn entre los valores de Iz variable, de forma que no se queda
con ¢l valor exacto de esta, sino con vn valor intermedio entre los dos valores afecta-
dos; por ejemplo,

Para el calculo del primer cuartil:

— Considera que entre los dos valores afectados hay una «masa» de 7 euros (8-1),
— Bivide esta masa entre los clientes de la distribucién 7/4 = 1,75 euros.
— Resta este valor del limite superior del cuartil (8-1,75 =6,25).

Para el cdlculo del tercer cuartil:

— Considera gue entre los dos valores afectados hay una «masa» de 76 euros
(85-9).

-— Divide esta masa entre los clientes de la distribucion 76/4 = 19 euros.

— Suma este valor al limite inferior del cuartit (19 + 9 = 28 euros).

Dado el cardcter instrumental de la Estadistica Descriptiva cualquicra de estos dos
criterios podria ser vélido, aunque segtin los datos disponibles v segtin los fines per-
seguidos por ¢l analista, podria ser mds aconsejable uno u otro criterio; si el ejemplo
3.24 estuviese referido a una muestra mds amplia y estadisticamente representativa po-
dria tener sentido el resultado aportado de Excel, ya que una vez inferidos los resul-
tados al conjunto de la clientela probablemente le aporte al analista una informacién
més precisa la afirmacién de Excel que indica que «el 25% de 1a clientela gasta menos
de 6,25 eurcs» que la aportada por el criterio tradicional; s{ por el contrario volviése-
mos al ejemplo anterior y hablisemos de aviones parece més conveniente indicar que
«un 25% de los dias entran 4 aviones en un acropuerto, prescindiendo en este caso de
las cifras decimales».

3.9. MEDIDAS DE POSICION ROBUSTAS

Como ya se ha comentado, Ia media aritmética se ve fuertemente afectada por los
valores extremos. Las medidas robustas de tendencia central tratar de paliar los pro-
blemas de estimacion asociados a distribuciones andmalas, siendo estadfsticos que
funcionan bien para varios tipos distintos de distribuciones tedricas, aunque pueden no
ser el mejor estimador para mingtn tipo concreto de distribuci6n siendo, por tanto, el
mejor compromiso. Estudiamos aqui las mds significativas.

3.9.1. La media k-recortada

La media recortada o acotada al k por ciento es la media de los datos que guedan
después de eliminar el k por ciento de los datos més grandes y el k por ciento de los
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datos mds pequefios. A la media recortada al 25% se la denomina centrimedia. Ob-
viamente, la media recortada al 0% serd igual a 1a media aritmética.

La media k-recortada elimina el efecto de los valores extremos en el caso en que
Ja proporcién de los mismos en cada extremo sea inferior a k; de este modo, puede
considerarse un remedio muy adecuado para la «falta de robustez» de la media.

3.9.2. La media k-winsorizada

Se opera de forma andloga a las medias k-recortadas, s6lo que en Jugar de pres-
cindir de los k por ciento datos mas grandes y mds pequefios, se sustituyen por el va-
lor mayor y menor de los datos restantes.

Asf, si partimos de los siguientes datos:

3,4,4,5 5 6 17,8 9, 11

La media recortada a nivel 2 implicaria eliminar as dos puntuaciones mayores y
las 2 menores, es decir, calcularfamos 1a media de los siguientes datos.

4,5 56,7, 8

En la media winsorizada a nivel 2, los datos 3 y 4 (los dos menores) yel 9y 11
(los dos mayores) se sustituyen por 4 v 8 respectivamente. Es decir, calcularemos la
media de los signientes datos.

4,4, 4,5 56,7, 8, 8,8

3.9.3. La trimedia

Es un indice de tendencia central que consiste en calcular una media aritmética
ponderada de tres medidas, Ia Mediana (con peso doble) y el primer y tercer cuartel,
es decir:

Q,+20,+0,

Trimedia = 1

Ejemplo 3.25, Calcular con los datos siguientes la media aritmética, la trimedia y las
medias recortadas y winsorizadas al 10%. Comentar los resultados obtenidos.

2,1 32 35 41 44 49 52 58 69 73
i0
x

Media MIMétlca: f = i=1 = 11,31
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Media recortada al 10%:

Dado que el 13% de los datos es igual a: 0,1-10 = 1, debemos calcular la media
aritmética de las ocho observaciones centrales, es decir:

32 35 41 44 49 52 38 69

Media 1-recortada: Bl =475

Media winsorizada al 109%:

La media 1-winsorizada se calcula sustituyendo 2,1 por 3,2 v 73 por 6,9, es decir,
calcularemos la media aritmética de los siguientes datos:

32 32 35 41 44 49 52 58 69 69

10
S

Media 1-winsorizada: =L - 48]
10

Q, +20,+Q, 35+2-4,65+5,8
Trimedia: 7 — = 4 = 4,65

Como vemos, la existencia de un valor extremo, desplaza la media a un valor de
11,31, que parece no estar acorde con la verdadera tendencia central de la serie. La in-
fluencia de este valor extremo es eliminada por las medidas robustas, que sitdan la
tendencia e valores comprendidos entre 4,5 v 5.

3.10. MOMENTOS DE UNA DISTRIBUCION UNIDIMENSIONAL
DE FRECUENCIAS

Los momentos son medidas que caracterizan a una distribucién de frecuencias y
que tienen como principal utilidad su condicién de operadores para el calculo sim-
plificado de las medidas de posicion, dispersién o forma de una distribucidn; también
tienen una importante utilidad para efectuar las regresiones estadisticas que aborda-
remos mds adelante.

Existen dos clases de momentos:

~— Los momentos respecto al origen, (ue se representan con g, y se obtienen
mediante la siguiente formulacién:
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.

L
4y = > X =
: N

=]
Algunos ejemplos de estos momentos son:

-— Sih=0,setiencg,= 1.
— Sih =1, setiene g, = ¥, es decir la media aritmética de x, .

— Por lo tanto a,esla media aritmética de los valores observados eleva-

dos a la potencia A,

— Los momentos centrales o respecto a la media, que se representan con m, y
se obticnen mediante la siguiente formulacion:

A Y
m, = E(x,.~x) -+
& N

Siendo x 1a media aritmética de la variable estadistica,

El momento de orden 1 respecto a la media no tiene ningiin interés, ya que
siempre es cero:

r r ¥

i, =E(xi_f)h%ﬂi—2xinz‘_%fzni =X-x=0

=1 f=1

Al momento de orden 2 respecto a la media m, ; definido como

iy = E(xj —J?)Z—Kr—i

i=]

se le denomina varianza y, coémo veremos en el capitulo siguiente, constituye
la medida de dispersion mds utilizada en Estadistica.

Puede demostrarse, utilizando el desarrollo del Binomio de Newton, que
los momentos respecto a 1a media estdn relacionados con los momentos res-
pecto al origen nz, :f(akwj).

Por ejemplo,

—_ —nlem g _ T2
}?22—61'2 al—az X

Es decir, 1a denominada varianza, o momento de segundo orden respecto
a la media, es ignal al momento de segundo orden respecto al origen menos [a
media aritmética elevada al cuadrado.
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3.11. LAS FUNCIONES ESTADISTICAS EN HOJA DE CALCULO EXCEL
Y EN SPSS

3.11.1. Las funciones estadisticas en Excel

Las funciones que incorpora la hoja de célculo son herramientas especiales que re-
alizan célculos complejos, lo que nos permite Ilevar a cabo acciones y ¢jecutar ope-
raciones que nos devuelven valores de forma antomdtica. Excel 95 dispone de una am-
plia gama de funciones. Los grupos de funciones son los siguientes:

— Financieras. Ejecutan funciones sobre valores. Desarrollan cdlculos sobre
amortizaciones, préstamos, intereses, etc.

— Fecha y hora. Devuelven informacién cronoldgica,

— Matemdticas y trigonométricas. Es una lista de funciones de cdlculo numéri-
co, operaciones con matrices, trigonometria, etc.

— Estadisticas. Funciones de cédlculo probabilistico, tendencias, desviaciones,
distribuciones, estimaciones, etc.

— Biisqueda y referencia. Devuelven informacién sobre celdas, rangos de celdas
y posiciones y trabajan con éstas.

— Base de Datos. Extraen informacién, manipulan y operan sobre listas.

— Texto. Convierten a datos tipo texto cualquier tipo de datos y operan con los
caracteres de las cadenas de texto.

— Légicas. Devuelven valores légicos.

— Informacion. Ofrecen informacion de Microsof Excel.

Al igual que para otras tareas, Excel dispone de ayada para todas las funciones.

Las funciones se pueden insertar en las celdas de las hojas de cédlculo con el
Asistente de funciones. Esta forma de introducir las funciones se realiza en dos pasos.
En ¢l primer paso se elige Ia funci6n entre los miltiples grupos permitidos (estadisti-
cas, financieras, etc.); en el segundo paso se rellenan los argumentos de la funcién. En
1as siguientes dos ilustraciones se ven los dos pasos citados tomando como ejemplo la
funcién estadistica contar.
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Imagen 1. Insertar funcién.

o

Imagen 2. Indicar los argumentos.
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En la siguiente Tabla se muestran las funciones estadisticas para obtener las me-
didas de posicién estudiadas en este capitulo y su formulacion en Excel:

Funciones estadisticas mas empleadas en Excel

ESTADISTICA FORMULACION
Media =PROMEDIO(rango)

Media geométrica =MEDIA GEOM(rango)
Media arménica = MEDIA . ARMO(rango)
Mediana =MEDIANA((rango)

Moda =MODA(rango}

Suma =SUMA(rango)

Cuenta =CONTAR(rango)}

K-ésimo mayor =K.ESIMO.MAYOR(rango;k)
K-ésimo menor =K.ESIMO.MENOR (rango;k)

= SI{prueba_ldgica;valor_si_verdadero;valor_si_falso)
= FRECUENCIA (matriz_datos;matriz_clases)

= CONTAR.SI(rango;criterio)

= SUMAR.SI(rango;criterio;rango_suma)

Entre estas funciones es importante destacar la funcidn condicional SI que es uti-
lizada para guardar un determinado valor en caso de que un contenido cumpla una de-
terminada condicion.

Por ejemplo en la férmula: = ST {A7<220;50;10)

Excel devuelve el valor 50 si el valor de la celda A7 es menor que 220; de [o con-
trario, devuelve 10.
L.a funcién condicional ST puede anidar otras funciones. Por ejemplo, la formula:

= SI (SUMA (B1:Bi0)y>0; SUMA(BI:B10%0)

Excel devuelve fa suma de B hasta B si ésta es mayor que (; de lo contrario,
devuelve el valor 0.
También se pueden utilizar argumentos de texto en las funciones SE

=SI{F4>5 «Aprobador «Suspensos)

Excel examina si el valor que contiene la celda 4 es mayor que 5y si es asi, la
funcién devuelve el texto Aprobado; si la celda F4 es menor que o igual a 5, 1a funcidén

devolveri el texto Suspenso.
Incluso se pueden utilizar argumentos de texto en las funciones SI para no de-
volver nada, en lugar de O:
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=SISUMA(AL:A10)>0;SUMA(AI:A10);»»)

E] argumento prueba 16gica de una funcién SI puede verificar el contenido de un
texto. Por ejemplo, la férmula:

=8I{Al=«Valladolid»;160;250)

Excel devuelve el valor 160 si la celda Al contiene la cadena de texto Valladolid
y 250 si ésta contiene cualquier ofro texto o valor. Recordar que la coincidencia entre
los dos textos debe ser exacta.
La funcidn SI, puede anidarse con los operadores 16gicos Y, O y NO. Estos pue-
“den ser utilizados junto a los operadores 16gicos simples =, >, <, >=, <=, y <>,
Recordar que las funciones logicas Y, O pueden tener hasta 30 argumentos 16gi-
" cos, en tanto que la funcién NO sélo tiene un argumento.
Ejemplos del anidamiento de la funcion SI con los operadores I6gicos descritos
serfan los siguientes:

=SHY(G4d<5;F4>80%);«Bueno»;«Malo»)
=SHO(G4<5 F4>80% ), «Bueno»«Malo»)
=SIINO(AI=2);«Hacer»;«No hacer»

La funcién SI también puede emplearse para crear una jerarquia de pruebas. Por
¢jemplo, la férmula siguiente:

=8[{Al=100;«Siempre»;SKY{Al >80;A1 <100);«Normalmentes;SHY(Al >=60;
Al<80) <A vecess « ;A quién le imporial?»)))

Excel utiliza tres funciones SI separadas. En este caso, si el valor de 1a celda Al
es 100, devuelve la cadena de texto Siempre: si el valor de la celda Al estd entre 80 y
100 (es decir, desde 81 hasta 99}, devolverd la cadena de texto normalmente; pero, si
el valor de la celda Al estd entre 60 y 80 {desde 60 hasta 79), devolverd la cadena de
texto A veces; por iltimo, si ninguna de estas condiciones es cierta, devolvera la ca-
dena de texto ;A guién le importa?.

No obstante, hay que tener presente que EXCEL permite anidar hasta siete fun-
ciones S1, siempre que la sentencia no sobrepase el limite de 255 caracteres escritos en
una sola celda.

LA MACRO HERRAMIENTAS DE EXCEL PARA ANALISIS ESTADISTICO

La hoja de cdlculo Excel dispone también de una opcién MACRO que facilita la
ripida obtencién de miltiples estadisticos descriptivos. Esta opci6n debe activarse
adecuadamente, ya que es posible que segiin el tipo de instalacién que se haya efec-
tuado, no esté operativa.

La forma de ver si la opcidn estd activada es mirar en ¢l menii «Herramientas» y
comprobar que se encuentra el texto «Andlisis de Datos» Bn caso de no encontrar esta
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opcidn activada tendremos que cargar la macro «Herramientas para andlisis» . Esta
opcibn la encontramos en el apartado «Macros automdticas» (versiones mis antiguas
de Excel» en el apartado «Complementos», que estdn ambos en el memi de «Herra-
mientas», con ello accedemos a la siguiente pantatla.

| Admmistrador de informes
Administrador de vistas

I Macio automatica para MS Guery
- | Macro para actualizar vinculos
.| Plantilla para progeccién de fotes
fver

Los principales desarrollos estadisticos que contiene la hoja de cdleulo Excel se
encuentran en la macro de Herramientas para andlisis o Herramientas para andlisis
-VBA. Una vez instalada se accede a ella desde el menti «Herramientas», apartado
«Andlisis de datos».

Las posibilidades de esta macro son muy amplias superando en bastantes casos el
contenido de este libro; En este apartado nos quedaremos con la opcién de Estadisti-
ca Descriptiva, extraida del siguiente meni.

Andhisis

Analisis de varianza de dos factores con varias musstras por grupe
ndlisie de varlanza de dos Fackores con una sola muestea por Grups
Cosficiente de correlacidn
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Dicha opcién Genera un informe de estadisticas de una sola variable para datos
del rango de entrada, y proporciona infoimacién acerca de la tendencia central y
dispersion de los datos. En concreto, en genera informacién tanto sobre la Media, la
Mediana y la Moda, como sobre los estadisticos de dispersion, concentracién y forma
que tratamos en el capitulo siguiente (¢l Error Tipico, la Desviacion estandar, la Va-
rianza de la muestra, el Coeficiente de Curtosis, el Coeficiente de asimetria, el Rango,
el Valor minimo, el Valor maximo, etc..

Entre los aspecios estudiados hasta ahora también podemos trabajar con las op-
ciones de Histogramas, Jerarquia y Perceptil, etc., dejdndonos abiertas ademads otras
rtiltiples posibilidades para trabajar con algunos estadisticos que veremos en capi-
tulos posteriores (Covarianzas, Coeficientes de Correlacion, Regresiones, etc.) y con
otros instrumenios gue pueden interesar a guién profundice en el estudio de esta dis-
ciplina.

Veamos dos sencillos ejemplos del funcionamiento de estas opciones.

En el primer ejemplo obtenemos los estadfsticos que incluye la opcidn Estadistica
Descriptiva para la variable GRUPOZ. En dicha opcion encontramos el siguiente menti:

B$1:368101

T

Se selecciona el rango de entrada de los datos {el correspondiente a la variable
GRUPO2), sefialando que éstos estdn agrapados por columnas, figuran los titulos en
la primera fila y sefialamos la celda en donde descamos que deje los resultados obte-
nidos.

El resumen de estadisticas que EXCEL calcula para la variable GRUPQO?2 es el si-
guiente;
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Media 5,71

3 Ermrer tipico P 0,28472741
5 Medang 3
4] [Moda 6

10 iDesviacion estandar 284727408
1 iVarianza de la muestra §,1069697;
6 Curiosis ~1,13516198
6 Coeficiente de asimetria | -0,08587125

T Rango . o
8 Minimo
4 Maxima ]
1 Suma |
7 __iCuenta B
5 Mayar {1}
7 Menort ) i 1
2 ‘Nivel de confianzaf @5 000¢ 0 55805464

Hojeb .

En el segundo ejemplo realizamos un Histograma de frecuencias para la variable
GRUPOQI. La ilustracién que sigue ¢s la que corresponde a la opcidn «Histograma» de
Ia macro «Andlisis de datos». En el meni que despliega la opcidn es necesario espe-
cificar el rango de 1a hoja de célculo donde estdn las clases para las cuales se va a ela-
borar el histograma de frecuencias. En el ejemplo son 10 rangos que van desde el 1
hasta el 10. El mend nos permite activar la opcién grifica.
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La salida que nos ofrece la Hoja de célculo EXCEL es la siguiente:

EL MENU DATOS

En esta seccién avanzamos las posibilidades de trabajo con listas 0 Bases de
Datos que presenta Microsoft Excel en el Ment Datos.

Esta opcidn presenta diversas alternativas tal como se observa en la siguiente pan-
talla:

Subtetates...

Tabla...

Texto en columnas...
Cansolidar...
Agrupar ¥ gsquema

Tablas dindmicas...
Gaippe abla dadmics...
Honowar dalos
Importar dates...

H

Veamos las principales:
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Ordenar datos

Esta tarea es una de las mds frecuentes en la gestion de listas o bases de datos. Los
datos en una lista estdn organizados de tal manera que las filas definen registros y las
columnas [os campos que constituyen la informacién de los registros. En Excel se
pueden seleccionar hasta tres criterios para ordenar la base de datos y dentro de cada
uno de ellos elegir el orden de presentacion de los datos: ascendente o descendente. Si
se quiere ordenar 1a base de datos siguiendo mds de tres criterios, la accion de ordenar
se ha de practicar dos o mds veces. Para devolver la lista a su estado inicial cuando
¢sta se ha ordenado siguiendo varios criterios es hecesario volver a enumerar previa-
mente las filas, y proceder ordenando 1a lista por la columna en donde se ha situado la
enumeracidn, Se recomienda antes de realizar estas operaciones enumerar previa-
mente las filas. Con la opcidn de Ordenar, también se pueden construir criterios per-
sonalizados para ordenar datos.

Cuando se utiliza la opcidén Ordenar hay que tener presente que:

— En las operaciones de ordenacion se ha de tener cuidado con las celdas que
contienen férmulas.

—— Si se ordena por filas, después de la ordenacion, las referencias a celda de la
misma fila serén correctas pero no lo seran las referencias a otras filas.

— Si ¢l criterto de ordenacién es por ¢columnas, las referencias a celdas de la mis-
ma columna serdn correctas después de ordenar, pero serdn incorrectas las for-
mulas que hacen referencia a otras columnas.

— Una forma de evitar este problema es incluir en las férmulas que se encuentran
fuera de la lista, s6lo referencias absolutas. Si ordenamos por filas (columnas) de-
bemos evitar las férmulas que hagan referencia a otras filas (columnas).

En el ¢jemplo siguiente, que utiliza una base de datos con procedencia de turistas
por pais y destino por trimestres a distintas provincias espaftolas; se han utilizado tres
criterios para ordenar la lista: provincia, pais y fecha.
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3.11.2. Las funciones estadisticas en SPSS

Como continuacion a las indicaciones dadas en el epigrafe 2.7.2, abordaremos en
este apartado otros aspectos de interés en el manejo de SPSS y su uso para extraer los
estadisticos indicados en este capitulo.

—- Lectura e importacién de datos: los archivos de datos pueden tener formatos
muy diversos, SPSS estd diseflado para trabajar con muchos de ellos: entre
otros hojas de cdlculo creadas con Excel y Lotus, tablas de bases de datos de
diferentes orfgenes de bases de datos, inclnido Oracle, SQL Server, Access,
dBASE, entre otros, archivos de texto delimitados por tabuladores y otros ti-
pos de archivos de sélo texto, archivos de datos con formato SPSS creados en
otros sistemas operativos, etc.

— Apertura de un archivo de datos; ademads de los archivos guardados en for-
mato SPSS, puede abrir archivos de Excel, SAS, archivos delimitados por ta-
buladores y otros archivos sin necesidad de convertirlos a un formato inter-
medio ni de introducir informacién sobre la definicidn de los datos.

—- Para abrir archivos de datos, elija en los meniis; Archivo -> Abrir -> Datos,..
y en el cuadro de didlogo «Abrir archivo», seleccione el archivo que desea
abrir.

— La ayuda en SPSS: 1a ayuda se proporciona de diversas formas; en 1a mayo-
rfa de las ventanas de SPSS el mentt Ayuda proporciona acceso al sistema de
ayuda principal ademds de a los tutoriales y al material de referencia técnica;
por Temas, se proporciona acceso a las pestafias Contenido, Indice y Buscar,
que pueden usarse para buscar temas especificos de la Ayuda; el «Tutorial»
aporta instrucciones ilustradas paso a paso sobre cémo utilizar muchas de las
funciones bdsicas de SPSS, la opcidn «Estudios de casos aporta ejemplos
précticos sobre cémo crear diferentes tipos de andlisis estadisticos y c6mo in-
terpretar los resultados y finalmente, el «Asesor estadistico» incluye un mé-
todo de asistencia para orientarle en el proceso de biisgueda del procedi-
miento que desea utilizar; el Asesor estadistico proporciona acceso a la
mayoria de los procedimientos estadisticos y de generacién de informes en el
sistema Base y en los procedimientos de creacién de gréficos, ctc.

Analizaremos en este apartado tres funciones de interés: la transformacién de da-
tos, la gestién y transformacidn de ficheros de datos y la generacién de estadfsticos
descriptivos.

La transformacion de datos

El andlisis preliminar de la informacién a estudiar puede revelar esquemas de codi-
ficacién poco précticos o errores de codificacion, o bien pueden requerirse transforma-

_ ciones de los datos para trabajar posteriormente una mejor relacion entre las variables.
SPSS puede realizar transformaciones de los datos de todo tipo, desde tareas
sencillas, como la agrupacién de categorias para su anélisis posterior, hasta otras
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mis avanzadas, como la creacidn de nuevas variables basadas en ecuaciones com-
plejas e instrucciones condicionales.

Para realizar el cdlcule de nuevas variables, utilice el cuadro de didlogo «Caleu-
lar» para calcular los valores de una variable basdndose en transformaciones numéri-
cas de olras variables; con el mismo:

— Puede calcular valores para las variables numéricas o de cadena (alfanumé-
ricas).

— Puede crear nuevas variables o bien reemplazar los valores de las variables
existentes. Para las nuevas variables, también se puede especificar el tipoy la
etiqueta de variable.

— Puede calcular valores de forma selectiva para subconjuntos de datos basdn-
dose en condiciones l6gicas.

— Puede utilizar mds de 70 funciones preincorporadas, incluyendo funciones
aritméticas, funciones estadisticas, funciones de distribucién y funciones de
cadena.

L sUM.2)

A & Bhcsponls s Gipo de Funeiones:
5 ﬁﬁmmmnmmpf FDP y FDP no centrada
| & Afos en la direcci actal

A s e

1 & Intemet firemet]
& jobstat ;
& Liamada enesperc -

; easlmi;*!ﬁi

Calcular variable: «Si fos casos»

El cuadro de didlogo «Si los casos» permite aplicar transformaciones de los datos
para subconjuntos de casos seleccionados utilizando expresiones condicionales. Una
expresion condicional devuelve un valor verdadero, falso 0 perdido para cada caso.
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La gestion y transformacion de ficheros

Entre la amplia gama de posibilidades de transformacidn de archivos disponibles
se encuentran las siguientes:

-— Ordenar datos. Puede ordenar los casos en funcién del valor de una o mds
variables,

— 'Fransponer casos y variables. Bl formato de archivo de datos de SPSS lee
Ias filas como casos y las columnas como variables. Para los archivos de datos
en los que ¢l orden estd invertido, se pueden intercambiar las filas v las co-
lumnas para leer los datos en el formato correcto.

— Fundir archivos. Puede fundir dos o mdas archivos de datos. Es posible com-
binar archivos con las mismas variables pero con casos distintos, o con los
mismos casos pero variables diferentes.

-— Seleccionar subconjuntos de casos. Puede restringir ¢l andlisis a un sub-
conjunto de casos o efectuar andlisis sirnultdneos de subconjuntos diferentes.

— Agregar datos. Puede cambiar la unidad de an4lisis agregando casos basados
en el valor de una o mds variables de agrupacion.

-— Ponderar datos. Puede ponderar los casos para un andlisis basado en el valor
de una variable de ponderacién.

— Reestructurar datos. Puede reestructurar los datos para crear un tdnico
caso (Tegisiro) a partir de varios casos o crear varios casos a partir de un fini-
€O caso.
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La generacidn de estadisticos descriptivos

Trabajando con sintaxis, SPSS utiliza las siguientes funciones de Estadistica
Descriptiva en cuanto a medidas de posicién

SUM (A)
SUM(A.B,C...)

MEAN(A)
MEAN(A, B, C, ...}

LAG(namvar;n)

HALLA LA SUMA DE LAS OBSERVACIONES DE LA
VARIABLE A

HALLA EL VECTOR DE LAS SUMAS DE LAS OBSER-
VACIONES DE LLAS VARTABLES A, B, C...

HATLA LA MEDIA DE LA VARIABLE A

HALLA EL VECTOR DE LAS MEDIAS DE [LAS VARITA-
BLESA,B,C, ...

DESPLAZA EL COMIENZO DE LA VARIABLE NUME-
RICA NUMVAR N POSICIONES HACIA ADELANTE Y
SUSTITUYE LAS N PRIMERAS POSICIONES POR VA-
LORES DESAPARECIDOS. SE TRATA DE LA TIPICA VA-
RIABLE RETARDO DE ORDEN N.

Sin necesidad de emplear la sintaxis, en general puede trabajarse directamente con
los comandos para analizar los datos, bien obteniendo sus Frecuencias o haciendo un
procedimiento descriptivo:

Obtencion de Frecuencias

Una vez elegido el procedimiento frecuencias donde se escogen las variables de
interés y se marcan los estadfsticos que queremos calcular en la siguiente pantalla tipo:

Yololw=iwicislolslslsloiovioonelaalae--lololohel el
i ;
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Los resultados que se obtienen son del tipo:

Estadisticos
Zona Ciudad Antigiiedad

N Validos 2889 2889
Perdidos ' 0 0

Error tip. de la media 024 ;009
Mediana 4,00 1,00
Desv. tip 1,298 ,499
Varianza 1,684 249
Asimetria -,371 —r 152
Errot tip. de asimetria ,046 ,046
Curtosis —,158 -1,978
Error tip. curtosis ,091 091
Rango 5 1
Minimo 1 0
Méximo 6 i
Percentiles 25 3,00 ,00
50 4,00 1,00

75 4,00 1,00

Zona Ciudad

Frecuencia ;: Porcentaje Po‘rrgizzzj € E;ocielflta?oe
VAlidos Zona A 311 10,8 10,8 10.8
Zona B 252 8,7 8,7 19'5
Zona C 533 18,4 18,4 37’9
Zona D 1302 45,1 45,1 83’0
%ona E 291 10,1 10,1 93'1
Zona F 200 6,9 6,9 100’0
Total 2889 100,90 100,0 !
Antigiiedad
. . | Porcentaje | Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos Vivienda
antigua 1335 46,2 46,2 46,2
Vivienda
nueva 1554 53,8 53,8 100,0
Total 2889 10¢0,0 100,0
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Zona_Ciudad

Fracuenci
-t
a
1

Media =358
Dasviacion tipica =1,
298

N =2.889

Zona_Ciudad

Antigiledad

Frecuencia

Media =0,54
Dasviacién tipica =0,
408

N =2.888

0,5 G &5 1 1.5
Antigiiedad
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Procedimientos Descriptivos

De forma similar al procedimiento anterior procedemos a calcular las medidas es-
tadisticas con una variable numérica; la pantalla tipo serd:

El grupo de resultados aportados es del tipo:

Estadisticos descriptivos {ejemplo):

egu

N Estadistico 2889
Rango Estadistico 721620
Minimo Egtadistico 12480
Méximo Estadistico 734100
Suma Estadistico 379524352
Media Estadistico 131368,76
Error tipico 1317,0

Desviacidn tipica Estadistico 70790,82
Varianza Estadistico 5011339978,57
Asimetria Estadistico 1,994
Error tipico 0,046

Curtosis Estadistico 8,098
Error tipico 0,091
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3.12. EJERCICIOS

Sobre medidas de posicién en distribuciones unidimensionales
—_— —

Ejercicio 3.1. Calcular la media, la mediana y la moda de la masa salarial de una
empresa con 500 trabajadores que tiene la siguiente distribucion de salarios por in-
tervalos:

600-800 € 85
800-1.000 € 45
1.000-1.200 € 10
1.200-1.400 € 15
1.400-1.600 € 10
1.600-1.800 € 85
1.800-2.000 € 155
2.000-2.200 € 10
2.200-2.400 € 45
2.400-2.600 € 3
2.600-2.800 € 10
2.800-3.000 € 20
3.000-3.200 € 5
Total 450

Respuesta

Una primera observacidn de esta distribucion nos indica que se presenta de una
forma técnicamente errdnea; los intervalos deben ser excluyentes entre si, lo que no se
respeta en esta presentacién; un trabajador que cobra 800 euros de salario podria estar
entre los 85 del primer intervalo o entre los 45 del segundo intervalo; dado que coin-
ciden los extremos de los intervalos, deberfamos indicar, en consecuencia, si son ce-
rrados por la izquierda y abiertos por la derecha o viceversa; no obstante, hay que re-
sefiar que muchas presentaciones de datos adoptan un formato similar al indicado, lo
que probablemente es un signo de que se ha elegido una presentacion de este tipo mis
por su comodidad o versatilidad que por su pretension de exactitud.
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En todo caso, adoptemos, por mds correcto, una presentacién mds exacta ce-
rrando los intervalos por la derecha; aproximando las marcas de clase y obteniendo las
columnas auxiliares de frecuencias absolutas (V) y de producto de valores por fre-
cuencias (X, n,), tendremos:

(600-800 €] 700€ | 85 59.500 85
(800-1.000 €] 200€ 45 40.500 130
(1.060-1.200 €] 1.100 € 10 11.000 140
(1.200-1.400 €] 1.300 € 15 19.500 155
(1.400-1.600 £] 1500 € 10 15.000 165
{1.600-1.800 €] 1700 € 85 144.500 250°
(1.800-2.000 €} 1.900 € 155 294 .500 405
{2.000-2.200 €] 2100 € 10 21.000 415
(2.200-2.400 €] 2300 € 45 103.500 460
(2.400-2.600 €] 25060 € 5 12.500 465
(2.600-2.800 €] 2700 € 10 27.000 475
(2.800-3.000 €] 2900 € 20 58.000 495
(3.000-3.200 €] 3.100 € 5 15.500 500
Suma / Total 500 822,000

La media aritmética viene dada por:

At
T xlnl XM+ Kty o+ B, _ 822,000 _ 1644 €

Ry R, N 500

Para el cilculo de la mediana comprobamos que se trata de una distribucién ade-
cuadamente ordenada y obtenemos N/2 = 250; calculamos la columna de frecuencias
acumuladas y verificamos:

— Si existe N, que es igual a N/2, en cuyo caso, la mediana, por convenio, es el
limite superior del intervalo mediano.
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— Si existe un N, que supera a N/2, en cuyo caso, la mediana estd en el intervalo
mediano (L, |, L)) que corresponde a dicho N,.

Dado que de N, = 250 ¢l intervalo mediano serd (1.600-1.800 €] y estaremos en
el primer supuesto. La mediana serd por tanto en este caso ignal a 1.800 €.

Para el cdlculo de 1a moda tenemos en cuenta que todos los intervalos son de la
misma amplitud; en este caso la moda absoluta se situard en el intervalo que presente
mayor frecuencia absoluta y las modas relativas en el intervalo o intervalos que su-
peren la frecuencia absoluta de los intervalos contiguos,

El intervalo que mds se repite y, consecuentemente, el intervalo modal absoluto es
(1.800-2.000 £1.

Examinando la informacidn, se obtienen también diversas modas relativas:

—- En el intervalo (1.200-1.400 €], ya que en ¢ste intervalo el valor n, = 15 su-
pera al de sus dos intervalos contiguos n,, = 10y n,, =10

— En el intervalo (2.200-2.400 €], dénde n, = 45 ¢s superior a n,, = 10y a
n,_. =35

i+

— Encel intervalo (2.800-3.000 €], dénde n, =20 ;n_,=10yn_, =35

Para obtener el punto modal exacto, aplicamos la expresién [3.7.1.] al intervalo
modal absoluto:

. 1
M, =L, +—T e 1,800+ —10
My + My 10+

200 =1.821
5
_<>__

Ejercicio 3.2. Se ha realizado una Encuesta a 100 clientes, obteniendo la siguien-
te distribucién de edades:

Menores de 10 afios 5
De 10 a 20 afios 10
De 21 a 30 afios 15
De 31 a 40 afios 20
De 41 a 50 afios 15
De 51 a 60 afios 20
De 61 a 70 afios 10
Mas de 70 afios 5
Total 100

Obterner los principales estadisticos descriptivos de la distribucion.
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Respuesta

Tenemos una distribucién de frecuencias de una variable continua (la edad) que
aparece agrupada por intervalos abiertos, cuyos lfmites o extremos vienen expresados

en afios.
A fin de facilitar los trabajos construimos la siguiente tabla:

Menos de 10 afios 5 5 5% 5 5% 25
De 10 a 20 afios 15 10 10% 15 15% 150
De 21 a 30 afios 25 15 15% 30 30% 375
De 31 a 40 afios 35 20 20% 50 50% 700
De 41 a 50 afos 45 15 15% 65 65% 675
De 51 a 60 afios 55 20 20% 85 85% 1.100
De 61 a 70 afios 65 10 10% 95 95% 650
Mis de 70 afios 75 5 5% 100 100% 375
Total 100 100% 4.050

En las que Ias columnas representan respectivamente:

— La edad de los entrevistados en infervalos

— La marca de clase «aproximada» de cada intervalo, m.

-— La frecuencia absoluta, #,.

— La frecuencia relativa, £,

— La frecuencia absoluta acumulada, NV,

— La frecuencia relativa acumulada, F.

-— Columna m, n, obtenida para facilitar los cdlculos de la media aritmética.

Como puede comprobarse, la primera decisidn que se ha tomado es imputar una
marca de clase a los dos intervalos abiertos, el menor (5 afios) v el mayor (75 afios) y
aproximar una marca de clase para el resto de los intervalos; en el primer intervalo
abierto hemos considerado la media entre 0 y 10 afios y en el segundo una edad media
que parece razonable para los clientes mayores de 70 afios; para realizar correctamente
esta imputacién puede efectarse un pequefio muestreo entre los entrevistados en am-
bos grupos de edad.

Media aritmética

Bajo el supuesto de que las marcas de clase del primer v dltimo intervalo sean,
respectivamente, de 5 y de 75 afios, la media aritmética de la distribucién es de 40,5

afios (4.050 / 100 = 40,5 afios).
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Medias geométrica y arménica

Con este tipo de datos no tiene un claro significado las medias geométrica y ar-
ménica, por lo que no seria necesario obtenerlas; el alumno puede calcularlas como
prictica, comprobando ia desigualdad que relaciona las tres medias. :

Mediana

N2 da un valor de 50; mirando en la columma de frecuencias absolutas acumula-
das N,, se deduce que hay un N, que coincide exactamente con 30; se trata del co-
rrespondiente al intervalo de 31 a 40 afios (intervalo mediano). :

En este caso, el valor exacto de la mediana coincide con el 1imite superior del in-
tervalo, es decir, 40 afios, de forma que puede afirmarse que la mitad de la poblacién
(50 personas) tiene menos de 40 y la otra mitad mds de 40 afios.

Moda absoluta
L.a moda absoluta corresponde a 2 intervalos con frecuencia 20 (distribucién bi-

modal); se trata de los intervalos de edad de 31 a 40 afios y de 51 a 60 afios. Para ob-
tener el valor exacto aplicariamos la expresién [3.7.1].

Obteniendo como valor exacto:

M, =31+ (15 /(15 + 15) - 10) = 36 afios.
M, =51+ (10 /(15 +10) - 10) = 55 afios.

Habria que tener en cuenta, sin embargo, que en este caso pueden no ser total-
mente aplicables los criterios vdlidos para la aplicacidn de la expresién [3.7.1], en el
sentido de que podria considerarse que no todos los intervalos (primero y dltimo) tie-
nen la misma amplitad.

Modas relativas

No existen modas relativas.

Cuantiles

El primer cuartil se encuentra en el intervalo donde 100/4 = 25, el primer N, que
supera esta masa acumulada es el intervalo de 21 a 30 afios.
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La edad exacta en la que se situaria el cuartil, se tendria, aplicando la expresién
13.8.1].

ﬂ -Ny
Q =L+ 1 G
r n
q ]
modificada en la siguiente forma:
N 1
— =Ny 1-100 00—15
Q=L+ d—— =2+t 10=277
n; 15

I3

Es decir, aproximadamente, 28 afios.

El segundo cuartil se corresponde con la mediana (40 afios)

El tercer cuartil se encuentra en el intervalo donde las frecuencias absolutas acu-
muladas superan a 75 (100 - 3/4 = 75), es decir, en el intervalo de 51 a 60 afios; si se
quiere calcular e] punto exacto, aplicando la expresién [3.8.1], se obtiene:

N .
—=Ny —3 100 - 65
0 =Li_1+q———+ci=51+4T-10=56

H;

Es decir, aproximadamente, 56 afios.

Representacion Grafica

Para representar graficamente este tipo de datos puede utilizarse un gréfico de sec-
tores o de anillos; empleando cualguier programa de graficos obtendriamos:

Distribucion de los turistas por edad

50% 50%

10,0 % 10,0 %

=i

, 15,0 %
20,0 %

15,0 % 20,0 %

27 Menos de 10 afios  [E2De 10 a 20 afios
De 47 a 50 afios B De 51 a 60 afios

De 21 a30afios B De 312 40 afos
De 61 a 70 afios NMés de 70 afos
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Distribucion de los turistas por edad
50% 50%

10,0 %

20,0 % (NN

De 21 a 30 afios NDe 31 a 40 afos
THDe 61a 70 afios  EBEMas de 70 afios

[MlMenos de 10 afios  [Z21De 10 a 20 afios
e 41 a B0 afios -De 51 a 60 afios

— —

Ejercicio 3.3, Suponga que cinco empleados de una oficina que son llamados a
declarar sus gastos mensuales en telefonia movil, reportan las siguientes cifras:

35€ 35€ 3550€ 3550€ 180€

El gasto medio de los 5 empleados es de 64,20 euros ;Es representativo este valor?

Respuesta

A simple vista puede apreciarse que el promedio no es muy representativo para
los datos de la distribucién, ya que hay un valor atipico (180 €), que genera una im-
portante alteracion de fa media (recordemos, en este punto la sensibilidad de la media
a los valores extremos).

Para mejorar esta valoracién deben calcularse las medidas de dispersidn (parti-
cularmente la desviacién tipica y el coeficiente de variacidn de Pearson) y las medidas
de concentracidn, que veremos, en ambos casos, en el capitulo siguiente.

.

Ejercicio 3.4. En la siguiente tabla se presentan los datos de una compafiia que
utiliza tres niveles de mano de obra (no cualificada, semi-cualificada y cualificada)
para producir dos productos. _

La compaiiia desea saber el coste promedio de trabajo por hora para cada uno de
los productos.
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.1 No cualificado 5 1 4

Semi-cualificado 7 2 3
Cualificado 9 5 3
Respuesta

Debemos realizar un promedio ponderado.

— Para el producto 1 sobre 8 horas de trabajo (1 + 2 + 5):

_  1:5+2-7459

X, 2 8

— Para el producio 2 sobre 10 horas de trabajo (4 + 3 + 3):

~  45+3-7+3-9
T

Por lo tanto el producto 1 tiene un coste promedio de trabajo por horade 8 € y el
producto 2 de 6.8 €.

—_— ——

Ejercicio 3.5. Un mren recorre 100, 300 y 350 Km. a las velocidades medias de 50,
60 y 70 Km. por hora. Calcule la velocidad media para el recorrido total.

Respuesta

Se debe realizar 1a media arménica, ya que esta medida es mas representativa que
el resto de las medias para obtener promedios de velocidades, rendimientos y pro-
ductividades.

100+300+350 _ 750 _ oo

=150 300,350 ~ 12

50 T 60 T 70

_<>._
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Ejercicio 3.6, Los siguientes valores corresponden al tiempo que esperan para ser
atendidos 15 clientes de una oficina bancaria (datos en minutos):
20, 25, 22, 20, 25, 20, 21, 22, 22, 24, 23, 20, 23, 20, 23
Obtener:

ay El tiempo medio de espera.
b) El tiempo méximo que esperé el 50% de los clientes.

c) El tiempo mds frecuente de espera.

Respuesta
Ordenamos los valores de menor a mayor
20, 20, 20, 20, 20, 21, 22, 22, 22, 23, 23, 23, 24, 25, 25
a} La media de los valores es:

n

X
Z ! _ 20:5421+22-3+23:34+24+25-2
no 15

= 22 minutos.

f:

b) El valor pedido coincide con la mediana.
Al tratazse de una distribucidn ordenada y de tipo I, con un nilmero de obser-
vaciones impar (15 observaciones), la mediana coincide con el valor que se en-
cuentra justo en medio, es decir, en octavo lugar, o sea 22 minutos; este valor
deja 7 observaciones a su derecha y otras 7 a su izquierda.

¢} La moda es 20 minutos, el valor que mds se repite (5 veces).
S G
Ejercicio 3.7. Los datos que se dan a continuacion representan las edades de los

clientes de un establecimiento de venta de vehiculos en el itltimo mes.

35 25 66 43 40 38 30 36 67 56
39 33 65 53 25 37 33 52 44 48
ay Construya una distribucion de frecuencias con clases 20 —~ 29, 30 - 39, etc.

b) Calcule la media de la muestra a partir de la distribucion de frecuencias agru-
padas.
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¢) Calcule la media de la muestra a partir de los datos sin agrupar.

d) Compare las respuestas a los apartados b} y c).

Respuesta

a) Construyamos una tabla de frecuencias.

20-29
30-39
40 - 49
50 - 59
o0 - 69

L e

b) Busguemos la media a partir de los datos agrupados.

2
30 - 39 345 7 2415
40 - 49 44.5 4 178
50-59 545 4 218
60 - 69 645 3 1935
Total 20 880

2mm, 880
x=-4L =—=44
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d) Como era de esperar, son parecidas pero no exactamente ignales, ya que al’
agrupar los datos siempre se pierde precision en el cdlculo de los estadisticos,

—¢__

Ejercicio 3.8. Una empresa de fabricacién de maquinaria tuvo durante el tiltimo
aiio 190 clientes; una vez clasificados dichos clientes por intervalos de ventas se dis- -
pone de la siguiente informacion:

100 a 120

120 a 140 70
140 a 160 60
160 a 180 20

Obtener:

a) El promedio de ventas por cliente.

by El gerente de la empresa desea conocer el coste que tendria aplicar un des-
cuento del 1% a sus mejores clientes, entendiendo como tales los que factu-
raron mds de 160.000 <;Cudl seria el coste de dicha operacion comercial?

b) (Qué porcentaje de clientes compraron entre 120 y 160 mil euros?

Respuesta:

_ 110-40+130-70+ 150 - 60+ 170 - 20 .
a) i= 150 = 136,31 miles de euros.

Para ¢llo se calcularon previamente las marcas de clase: 110, 130, 150 y 170.

b} El nimero de clientes cuyo volumen de ventas superd los 160 mil euros ¢s 20;
si para el intervalo 160.000-180.000 se considera una marca de clase de
170.000 €, se tendra unas ventas totales para este grupo de clientes de
3.400.000 €; el coste de aplicar un 1% de descuento a este grupo seria, en
consecuencia, de 34.000 €.

¢) El nimero de clientes que compraron entre 120 y 160 mil euros es: 70 + 60 =
130, esto corresponde al 68,4% del total.

—_—
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Ejercicio 3.9. Los siguientes datos corresponden a la superficie en hectdreas de
una muestra de explotaciones agrarias de una determinada comarca.

49, 61, 40, 83, 67, 45, 66, 70, 69, 80, 538, 68,
60, 67, 72, 73, 70, 57, 63, 70, 78, 52, 67, 53,
67, 75, 61, 70, 81, 76, 79, 75, 76, 58, 31, 84

a) Calcule la media y la mediana.
b) Encuentre los cuartiles inferior y superior.

c) Encuentre los percentiles quinto y noveno.

d) Elimine la observacion mds pequeria y vuelva a calcular los apartados a), b)
y ¢). Expligue los resultados.

Respuesta
Ordenamos los datos de menor a mayor

31 40 45 49 52 53 57 58 58 60 61 61 63 66 67 67 67 67
68 69 70 70 70 70 72 73 75 75 76 76 78 79 80 81 83 84

Y construzimos una tabla de frecuencias, con las columnas auxiliares i (orden),
N, (frecuencia absoluta) y xn;: :

1 31 1 1 31 14 68 1 19 68
2 40 1 2 40 15 69 1 20 69
3 45 1 3 45 i6 70 4 24 280
4 49 1 4 49 17 72 1 25 72
5 52 i 5 52 i8 73 1 26 73
6 53 i 6 53 19 75 2 28 150
7 57 1 7 57 20 76 2 30 152
8 58 2 9 116 21 73 1 31 78
9 60 1 i0 60 22 79 1 32 79
10 61 2 12 122 23 80 1 33 80
11 63 1 i3 63 24 81 1 34 81
12 66 3 14 66 25 33 1 35 83
13 67 4 18 268 26 84 1 36 84
Total 36 2.371
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a)

b)

c)

d)

2371

La media en este caso toma el valor x= = 65,86 Has.

Como se trata de una distribucién de tipo I y N/2 = 18 coincide exactamente
con N(m (N situado en el orden 13), la mediana serd el promedio de los dos va-.
lores centrales

67 + 68
M, = ~_-2+-——“ = 67,5 Has.

El primer cuartil viene dado por el primer valor de la variable cuya frecuencia

36 .
acumulada supera a N/4; en nuestro caso T; en la tabla anterior puede

comprobarse que el valor cuya frecuencia acumulada es N, = 9 corresponde a
una superficie de 58 Has,

58 + 60
Luego 0, = — =59,

Esta situacién se interpreta como que el 25% (un cuarto) de las explotaciones
analizadas tienen menos de 59 Has de superficie.
El tercer cuartil vendra dado por el primer valor de la variable cuya frecuencia

36 .
acumulada supera a 3 N/4; en nuestro caso ; ; en la tabla anterior puede

comprobarse que el primer valor cuya frecuencia acumulada supera a 27
(N, = 28) corresponde a 75 Has.

Esta situacion se interpreta como que el 75% (ires cuartas partes) de los dias
analizados tienen menos de 75 Has.

Para hallar el quinto percentil, £ = 0,05. Luego, nk =36 - 0,05 = 1,8. Como el
valor que se encuentra en el lugar 2 (primero que supera a 1,8) es 40, se con-
cluye que P, =40.

Ello quiere decir que un 5% de las explotaciones analizadas tienen menos de
40 Has.

Para hallar el noveno percentil, & = 0,09. Luego, nk = 36 - 0,09 = 3,24. Como
el valor que se encuentra en el lugar 4 es 49, se concluye que £, = 49; es decir,
el 9% de las explotaciones tienen un méximo de 49 Has de superficie.

Lo mejor para obtener los ratios sin el valor mds pequefio (31 Has), es volver
a construir la nueva tabla, en este caso con 335 explotaciones:
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1 40 1 1 40 14 68 I 19 68
2 45 1 2 45 15 69 1 19 69
3 49 1 3 49 16 70 4 20 280

4 52 1 4 52 17 72 1 24 72

5 53 1 5 53 18 73 1 25 73

6 57 1 6 57 19 75 2 26 150

7 58 2 7 116 20 76 2 28 152

8 60 1 9 60 21 78 1 30 78

9 61 2 10 122 22 79 1 31 79

10 63 1 12 63 23 80 1 32 80
11 66 1 13 66 24 81 i 33 81
12 67 4 14 268 25 83 1 34 83
13 68 14 18 68 26 84 | 3 35 84
Total 35 2.340

2.340

d) Lamedia para los datos sin 31 ¥ = = ¢3 66,86 Has, Ahora [a cantidad

de datos es impar (35}, y N/2 = 17,5, por lo tanto la mediana es el primer valor
cuya frecuencia acumulada supere este valor, es decir, 68 Has,

Bl primer cuartl s 0, = - =875 = el valor 60

yelterceroes Q, = % =26,25 = ¢l valor 76 Has.

Para hallar el quinto percentil, £ = 0,05. Luego, nk=35-0,05=1,75. EI V¥,
acumulado que lo supera es 2, equivalente a 45 Has, se concluye que P, = 40.

Para hallar el noveno percentil, & =0,09. Luego, rk =35 - 0,09 = 3,15; el pri-
mer valor que lo supera N > 3,15 es 4, por lo que se concluye que P, = 52 Has.

—_

Ejercicio 3.10. La facturacion mensual de 50 compatitas de transporte durante un
determinado mes se recogen en la siguiente tabla en miles de euros.

n, 10 20 15 -5

I3

Calcule la mediana y la moda.
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Respuesta

a) Mediana: _
Tenemos una distribucién agrupada en la que los intervalos tienen distin-
ta amplitud; construimos una tabla de frecuencias, en la que calculamos una
columna con la amplitud de los intervalos y otra columna con la densidad de
los intervalos: '

(40, 100} 10 60 0,166667 10

(100, 200] 20 100 0,2 30

(200, 500] 15 300 0,05 45

(500, 1000] 5 500 0,010 50
N =50

N 50
—=—=25
2 2
El valor de N, = 30 supera a 25; en consecuencia, €l intervalo mediano serd
(100, 200].
Para calcular el punto exacto en el que se encuentra la mediana utilizamos
la expresion
N
N i-1
2
M,=L_ + =
n

en la que ¢, es la amplitud del intervalo (¢, =L, — L, |); en nuestro caso la am-
plitud del intervalo mediano serd de 100 y la expresién tomard el siguiente valor.

25-10

M, =100 + -100 =175

Se dice, en consecuencia que la mediana se encuentra en ¢l intervalo
(100, 200] ¥ que, por convenio reconocido entre los estadisticos, el punto
mediano es 175.

h) Moda: .
Para el célculo de fa moda también debe tenerse en cuenta que los inter-
valos son de diferente amplitud. En la columna de densidad del intervalo /,
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puede observarse que el intervalo de mayor frecuencia relativa es el segundo;

. en consecuencia el intervalo modat es el intervalo (100, 200].

Para el cédlculo del punto modal se utiliza la expresion:

Mo = Li.nf +__mjgitlr_..ﬁf.ci
By + by

Operando se tiene:

M, =100 0,05

g + o 100 = 123
0,05 +0,1667

Se dice, en consecuencia, por convenio reconocido entre los estadisticos,
que la moda de la distribuci6n estd en ¢l punto 123, es decir, que la moda es
aproximadamente de 123.000 euros.

e

Ejercicio 3.11. E! indicador del nivel de renta mensual de cien familias de un pe-
quefio municipio, muestra la siguiente distribucion en miles de euros:

Calcule la mediana y la moda.

Respuesta
[0, 1 20 1 20 20
(1,2} 30 1 30 50
(2,4] 20 2 10 70
(4, 6] 15 2 7.5 85
(6, 10] 10 4 2,5 93
(10, 15] 5 5 1 160
N=100
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a) Para obtener la mediana calculamos _J;L = 100

; en las frecuencias acumu-

ladas el valor que iguala a N, = 50 con lo que ¢l intervalo mediano serd (1, 2] y
la mediana serd el limite superior, luego M, = 2.

b) El intervalo modal serd también el intervalo (I, 2} y 1a moda se obtiene resol-
viendo la siguiente expresion.

MO — me + hf+1 :
B+ Ry,
M, =t+ 10 ‘1=1,33
20+ 10
—_— <> -

Ejercicio 3.12. En una encuesta aleatoria efectuada a 120 clientes de una empresa
se obtuvieron las siguientes calificaciones {(valoracién de I a 10 sobre la calidad del
servicio recibido) y frecuencias:

I 20 20
3 30 50
4 20 70
5 40 110
7 7 117
9 120

Calcule la moda y la mediana.

Respuesta

a} La moda es el valor de la variable con mayor frecuencia absoluta, por lo tanto
M =35, esta puntuacién es el valor otorgado por el mayor niimero de clientes.

b) Lamediana representa un valor que divide a la serie de datos ordenada en dos
partes iguales;
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- =60

r |z

120
2

La posicién 60 de la distribucion ordenada (de hecho desde la posicidn 60
a la 70), corresponde al valor 4; por tanto la mediana corresponde a este valor.

R

Ejercicio 3.13. Los salarios mensuales de 200 trabajadores de una determinada
empresa se recogen en la siguiente distribucion de frecuencias:

7 ol ﬂ&%%%w&wﬁvgﬁw.m S T ,"\
n 25

Calcule la moda y la mediana.

Respuesta

[750-1.250] 1.000 25 25
(1.250-1.750] 1.500 100 125
(1.750-2.250] 2.000 50 175
(2.250-2.750] 2.500 25 200

a) La mayor frecuencia absoluta es #, = 100 por lo que el intervalo modal serd:
(1.250, 1.750]. Entonces ¢l valor de la moda es:

50
25+350

-500 = 1.583

M, =1250+

Realmente, con la informacién disponible sélo podemos decir que el
salario mds habitual en la empresa se encuentra en al intervalo 1.250-1.750
euros; o obstante, con una estimacién aproximada, podemos decir que este sa-
lario es en concreto 1.583 curos.
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Esta cifra tiene 1a siguiente interpretacion:
La marca de clase del intervalo modal es 1500 euros

M = 1.250+1.750

; =1.500;

algtn convenio estadistico podria decir que esta es la cantidad que constituye
1a moda; sin embargo, el convenio antes aplicado, y el mds comiin entre los es-
tadisticos, tiene en cuenta las frecuencias de los intervalos anterior y posterior;
en nuestro caso, si existen 50 tratrajadores que ganan entre 1.750 y 2.250 euros
y s6lo 25 trabajadores que ganan entre 750 y 1.250 euros, lo que se concluye
es que probablemente haya mas trabajadores de la mitad del intervalo modal
en adelante (es decir de 1.500 a 1.750 €) que los que hay de la mitad hacia el
limite inferior (es decir de 1.250 a 1.500 €); es por ello mds probable que sea
1.583 que 1.500.

b) —];— = 100. El valor de N, = 125 supera a 100, ¢l intervalo mediano serd

(1.250, 1.7507 y la mediana se calcula a través de

2w

M =L +2— g

e~ i1 i

siendo ¢, Ia amplitud del intervalo (¢, =L, - L, ).

= 25
M, =1250+—2— 500 = M, =1625
100

La interpretacién del dato es similar a la indicada para 1a moda.

_

Ejercicio 3.14. Una asociacién creada con la finalidad de ofvecer a sus socios
productos de alta calidad a precios menores de los que se observan en un deternii-
nado mercado, registra en la actualidad 208 socios.

Debido a la imposibilidad de tener un trato directo con cada uno de sus miem-
bros, decide realizar una encuesta para conocer las caracteristicas socio-demogrd-
ficas y los habitos de compra de sus socios. Para ello tomé una muesira de 40 familias
y, entre otras, se consideraran las siguientes variables:
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a) Nivel de educacion del cabeza de familia, con las siguientes categorias (1 Pri-
maria (completa o incompleta), 2 Secundaria incompleta, 3 Secundaria com-

pleta, 4 Universitaria incompleta, 5 Universitaria completa).

b) Cantidad de personas por familia.
¢) Ingresos mensuales de la familia).

Los resuitados fueron.:

TapLA: Educacion, cantidad de personas e ingresos mensuales por familia

1 I 1 250
2 1 1 280
3 1 1 200
4 1 1 500
5 2 1 800
6 2 1 700
7 2 1 350
8 1 2 280
G 2 2 600
10 5 5 2.450
11 2 3 450
12 2 3 350
13 3 4 1.700
14 2 4 900
15 2 4 600
16 I 2 280
17 3 2 450
18 2 2 350
19 2 3 800
20 3 4 1.100

21

22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

B O W oA LA R e BB OB L s R L LA ) e

Aok oW oW R W= YR PR WOW RN e 00 Lh o W

800
1.350
1.300
2.100

500
1.800
2.400
2.200

900
2.000

450
2.450
1.400
1.200
2.400
1.600
2.000

S00

900
1.550

En relacion con la situacion planteada:

— Calcule la moda para las ires variables consideradas.

— Construya la tabla de frecuencias adecuada para cada caso.
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Respuesta

— Variable: nivel de educacion:

Constroimeos la tabla unidimensional de frecnencias:

Total 40

Moda: La moda viene dada por el Nivel 2, es decir: Secundario incom-
pleto,

— Variable: Cantidad de personas por familia:

Construimos st tabla unidimensional de frecuencias:

Total A0

Lamoda viene dada por el valor 4, es decir las familias mds frecuentes son las de
4 miembros.

— Variable: ingresos mensuales familiares
Para estudiar esta variable conviene establecer intervalos; una determina-

cién arbitraria, pero apropiada, de los intervalos de clase da como resultado Ia
siguiente tabla de frecuencias:
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0 - 500 11
500 - 1.000 12
1.000 - 1.500 5
1.500 - 2.000 4
2.000 - 2.500 8
Total 40

El intervalo modal es el de 500-1000 euros; si queremos determinar ¢l punto mo-
dal exacto de este intervalo utilizaremos la expresion

M, =L+
Ry + Ry
Cuyo valor serfa:
5
M, =500+ -500 =656,2
11+5

Es decir, seria inferior a la marca de clase del intervalo modal (750), ya gue hay
mis densidad en el intervalo anterior (11 familias) que en el posterior (5 familias).

S O —
Ejercicio 3.15. Una empresa dispone de los siguientes datos sobre su produccidn

semanal (unidades def bien fabricado):

TaeLa: Frecuencias absolutas. Produccion por semana

5-7

7-9 15
9-11 18
11-13 2

Total 50
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Calcule la mediana de produccion semanal.

Respuesta

Calculando las frecuencias acumuladas:

Total 50

Tenemos una distribucion con intervalos de la misma amplitud (c, = 2).
La mediana estard situada en el intervalo 7-9, ya que:

N30 s
2 2

En el intervalo 7-9 la frecuencia acumulada supera al valor medio de 25.
Para aproximar el punto mediano exacto, podemos utilizar la expresidn:

K—Nr‘kl

M, =L  + 2—-ci
n.

I
Que nos da:

25-15 . 10

M =7+2 —7+2-B—58,3unidades

-4

— S —

Ejercicio 3.16. Los siguientes datos corresponden a los meses de vida operativa
de la flota de una compafiia de transporte aéreo. Los aviones fueron divididos en gru-
pos de acuerdo con su tamario (en cuanto al miimero de pasajeros que pueden ocu-
parlos) en las siguientes categorias: pequefio, mediano, grande y muy grande, con el
siguiente resultado:
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TasLa: Frecuencias absolutas.
Meses de vida operativa de aviones

72 30 & 177 999 25 24 52
4 84 92 162 112 21 18 164
228 4 35 216 242 13 31 19
126 54 117 553 991 87 51 5
118 13 132 278 111 2 90 15
18 23 12 12 1 20 52 43
81 97 162 260 587 7 73 340
110 153 3 200 389 24 & 133
314 39 95 15 38 99 36 111
100 117 48 182 25 8 231
42 16 7 143 357 99
8 151 140 10 467 61
144 22 186 103 1 25
25 56 84 250 10 95
11 21 19 100 30 80
44 18 45 378 15 52
283 139 &0 49 29

Efectiie un andlisis exploratorio de los datos a través del cual pueda obtener al-
gunas primeras conclusiones.

Respuesta

El andlisis de estos datos descarta la media aritmética como medida de posicion
relevante, ya que la variable «meses de vida» presenta valores con importantes extre-
mos en cada una de las categorias, lo que desvirtda la utilizacidn de esta medida para
cualquier clase de andlisis.

Aunque podrian efectuarse otros andlisis mds complejos, 1a medida de posicidn
mds conveniente es la mediana; que nos aporta la siguiente informacién:

M 100 29,5 49,5 143
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Que indica que la mitad de os aviones pequefios tenfan més de 100 meses de vida
util v 1a otra mitad menos de 100 meses; en el caso de los aviones medianos, el 50%
tiene menos de 29,5 meses de vida operativa, etc.

También es interesante destacar la frecuencia de cada una de las categorias en la
flota:

Ejercicio 3.17. Los siguientes datos provienen de una investigacion efectuada
en el Departamento de Disefio de Producto de una empresa de software.

El ensayo consistié en la aplicacidn de un test para medir el tiempo transcurrido
entre los fallos producidos por un cierto software. La variable «tiempo entre fallos»
fue medida en segundos y agrupada en los siguientes intervalos de clase:

Tabla: Cantidad de fallos segin tiempo

2 250 - 300 4
300 - 350 10
10 350 - 400 _ 5
150 - 200 15 400 - 450 '
200 - 250 16 450 - 500 2

Con los datos de la investigacion:

a) Represente grdficamente la distribucion de frecuencias.
b) Calcule la media arigmética ponderada.

¢} Responda grdfica y analiticamente, a partir de qué tiempo fallan mds del
75% del software sometido a dicho test?
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: .Respuesta

a) Variable: Tiempo entre fallos.

0-50 2 25 50 2 0,0286 (,0286
50 - 100 3 75 225 5 0,0429 0,0715
100 - 150 10 125 1.250 15 0,1429 02144
150 - 200 15| 175 2.625 30 0,2143 0.4287
200 - 250 16 225 3.600 46 0,2286 0,6573
250 - 300 4 275 1,100 50 0,0571 0,7144
300 - 350 10 325 3.250 60 0,1429 0,8573
350 - 400 375 1.875 65 0,0714 0,9287
400 - 450 425 1.275 68 0,0429 09716
450 - 500 75 950 70 0,0286 1,0000
Total 70 16.200 1,0000
Fallos del software segiin intervzlos de tiempo
18 —_
16 4
o 14
<]
= 124
L 10
2 g4
L]
e
Z 44
24 :
0- e b s wi? S
Intervalos de tiempo en minutos
Gréfico de frecuencias de los fallos
1,004
w 0.754
2
$ 0,50
8
% 0,25
0100 T T T T T T T T T 1

25

75 125 175 225 275 3258 375 425 476
Marcas de clase de los intervalos
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b .
) X= 16:200 = 231,43 seg. CPU
70
c)
3N 3 0 55
4
0. —300+50923750) 200 112 52 3125 see. CPU
3 (60— 50) 0T 905D SR

—_—

Ejercicio 3.18. Se registraron las medidas en metros de 100 productos y se agru-
paron los datos en la siguiente tabla de distribucién de frecuencias:

TaBLA: Frecuencias absolutas. Distribucién de medidas

1.20- 1,30 5
1,30 - 1,40 18
1,40 - 1,50 42
1,50 - 1,60 27
1,60 - 1,70 8

a) Calcule la moda, mediana y el promedio; compare los resultados.
b) Calcule los cuartiles Q| y Q,.

c) Grafique la distribucion de frecuencias relativas acumuladas y margue en la
misma Q,, Q,y Q,..

Respuesta

1,20-1,30 5 1.25 6,25 5 0,05

1,30 -1,40 18 1,35 24,30 23 0,18
1,40 -1,50 42 1,45 60,90 65 0,42
1,50 -1,60 27 1,55 41,85 92 0,27
1,60 -1,70 8 1,65 13,20 100 0,08

Total 100 146,50 1,00
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V5 M85 ) sesm.

Los intervalos son de la misma amplitud. La moda estd ¢n el intervalo
1,40-1,50; para la aproximacion del valor exacto operamos con Ia expresion

. 27
M=l +— ¢ = M =1,40+0,10
B+ R, 27+

=146 m
8

ELa mediana estd también en el mismo intervalo (N/2 = 50; 65 es el primer
valor de Ia frecuencia acumulada que supera a 50 y corresponde a este inter-
valo); para la aproximacién del valor exacto operamos con la ¢xpresion

N_w
5 N 5023
Mo~ +2%— ¢ = M€=1,4O+0,10(————)51,46m.
7;
b)
25-23
Q1=1,40+0,10% 3; 1,40 + 0,005 = 1,405 m.
75— 65
Q3=1,50+0,IO( ) =1,50 +0,037 = 1,573 m.
(92—65)
c) 1.2
1_
0,8 1
3,6
0,4 —
0,2 —
0 T 1 T T 1

1,25 1.35 l 1,45¢ 1,55l 1,65
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TABLA RESUMEN DEL CAPITULO 3:
Principales medidas de posicién de una distribucién unidimensional

Es Ia suma de todos los valores
de la distribucién dividida por
¢l nimero total de observacio-
nes.

E=%Exinj

i=1

Es la raiz N-€sima del producto
de los N valores observados.

Y P
Go=§x x? .. x)

Es la media aritmética de los
inversos de los valores de 1a va-
riable,

N N

It L H = s
e B
XX X, 4 x,

En vna distribucién de frecuen-
cias con los valores ordenados
de menor a mayor, se denomina
Mediana al valor de 1a variable
que deja a su izquierda v a su
derecha el mismo nimero de
frecuencias, es decir aquel valor
cuya frecuencia acumulada es
N/2.

Cuando el n.° de valores de la variable es
impar: M_ = N/2,

Cuando el n.° de valores de la variable es
par: M, = media aritmética de ios 2 tér-
minos centrales de la distribucion.

En las distrtbuciones agrupadas en inter-
valos:

Es el valor de una variable que
se repite mds veces, es decir,
aquel que tiene mayor frecuen-
cia absoluta.

Para distribuciones agrupadas en inter-
valos:

H.
_ i+] .
M,=L ,+—*F—-¢
gty

Son los tres valores que dividen
la distribucidn en cuatro partes
iguales; cada parte incluye,
pues, el 25% de los valores de
la distribucidn.

C, = es el valor que ocupa el lugar N/4.
C, = es el valor que ocupa el lugar 2N/4.
C, = es el valor que ocupa el lugar 3N/4.

Para distribuciones agrupadas en inter-
valos (k=4;r=1,2,3)

E'Ai_Ns_l
Q=L &
q Ay
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TABLA RESUMEN DEL CaAPITULO 3:
Principales medidas de posicién de una distribucién unidimensional
: (Continuacion)

Son los nueve valores que divi- | D, = es el valor que ocupa el lugar N/10.
den la distribucidn en diez par-
tes iguales; cada parte inchuye,
pues, el 10% de los valores de | [ ]
la distribucién.

D, = es el valor que ocupa el lugar 2N/10.

D, = es el valor que ocupa el lugar 9N/10.

Para distribuciones agrupadas en interva-
los se emplearia la misma férmula de los
cuartilesenlaque k=10yr=1,2,...,9.

Son los 99 puntos o valores que | P, = es el valor que ocupa el Ingar N/100.
dividen la distribucién en cien
partes iguales.

P, = es el valor que ocupa el lugar 25/100.

[...]
P, = valor que ocupa el lugar 99N/100.

Para distribuciones agrupadas en intervalos
se emplearfa la misma férmula de los cuar-
tilesenlaque k= 100yr=1,2,...,99,







Capitulo 4

LAS MEDIDAS DE DISPERSION, DE
CONCENTRACION Y DE FORMA EN UNA
DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS
UNIDIMENSIONAL

4.1. DEFINICION Y CLASIFICACION

En miiltiples casos las medidas de posicién son insuficientes para resumir las ca-
-racteristicas fundamentales de una distribucién; deben estudiarse, por ello, ofro grupo
de estadisticos, las medidas de dispersién, que son un complemento de las medidas de
posicién y que permiten medir lo mds o menos esparcida que se encuentra Ia variable
estadistica entorno a la medidas de posicién. A mayor dispersion menor representa-
tividad tienen las medidas de posicién para describir la distribucion de frecuencias y
viceversd.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 4.1. Analizar la edad de dos grupos de individuos representados en las
distribuciones unitarias X e Y.

Individuo 1 14
Individuo 2 i6
Individuo 3 18
Individuo 4 20 30
Individuo 5 22 40
Suma de edades 90 90
Media aritmética 18 i8

Aplicando las medidas de posicién descritas hasta ahora, se concluiria el primer y
el segundo grupo de individuos tienen la misma media de edad, pero es evidente que
los dos grupos son muy diferentes entre si; uno corresponde a un grupo de jévenes,
mientras que el otro podria corresponder a una familia con 3 hijos. Otras medidas de
posicidn, como la mediana, 1a moda o los cuartiles, tampoco aportan informacién su-
ficiente para conocer adecuadamente la distribucién.
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Se hace necesario, pues, ampliar la informacion aporiada por las medidas de po-
sicidn, investigando la «distancia» entre los valores de la distribucién y los valores
centrales; esta informacion la proporcionan las denominadas medidas de dispersion o
de variabilidad,

En este capitulo verernos que también aportan informacién significativa sobre este
extremo las denominadas medidas de concentracién v las medidas de forma.

Veamos un esquema que nos clasifica este grupo de medidas, antes de pasar a re-
alizar una breve descripcion del concepto y significado de cada una de ellas.

Medidas
o
Estadisticos

Medidas Medidas Medldas Medldas
de de
Posicion Dispersidn Concentramon Forma

de la variable)

Absolutas Relativas Medidas
{dependen {definidas por cociente, indice de Gini de Asimetri
de las unidades no dependen de las unida Curva e Msm]e ra
de medida de medidda y permiten de Lorenz Y edrda_s
de Curtosis

comparar la dispersion

idades
de distintas distribuciones)

Rango, recorrido
intercuartilico, desviacidn
absoluta media, varianza,
desviacidn tipica

4.2. LAS MEDIDAS DE DISPERSION

Coeficiente de apertura,
recorrido relativo, recorrido
semi-intercuartilico,
coeficiente de variacion

Las principales medidas de dispersién son las siguientes:

4.2.1. Rango, recorrido o amplitud total de la distribucién

En una distribucidn, con los valores previamente ordenados de menor a mayor, se
define como lo diferencia entre el mayor y el menor valor de Ia distribucion.
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Se denota como R y se obtiene mediante la expresion:
R =x —x =max {x}~min {x} para 1<i<r;

() lo que es lo mismo:

Enel Ejemplo4.1: R =22-14=38
R =402 =38

De lo que se deduce que la distribucién de x, tiene menor rango (8) que fa de ¥, (38).

4.2.2. Coeficiente de apertura

Se define como la relacién entre el mayor y el menor valor de la distribucién:

_ Am
ap X

En el Ejemplo 4.1:

C =22{14=157

apx
C =40/2=20
apy
Dirfamos con ello que la distribucion de x, tiene menor apertura que la de y,.
Las medidas anteriores tienen un interés limitado por estar construidas con los va-

lores extremos; para amortiguar la influencia de estos valores se emplean las si-
guientes 4 medidas suavizadoras.

4.2.3. Recorrido intercuartilico

El Recorrido o Rango intercuartilico s¢ define como la diferencia entre el tercer
y el primer cuartil de la distribucidn, :

R=0,-0

En el Ejemplo 4.1, con frecuencias unitarias tenemos, para la variable x:
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Tndividuo 1 14 1 1 2 1 1
Individuo 2 16 1 2 4 1 2
Individuo 3 18 1 3 5 1 3
Individuo 4 20 1 4 39 1 4
Individuo 5 22 i 5 40 1 35

Para x, ,aplicando; RR -. il
q

@, estd en el valor cuya frecuencia supera a 5/4 = 1,25, o seaen x, = 16;

Q, estd en el valor cuya frecuencia supera a 15/4 = 3,75, es decir en x,= 20.
En consecuencia:

R =20-16=4
Andlogamente, para la variabie y:

R =39-4=35

J

4.2.4. Rango entre percentiles

El Rango entre percentiles se define como la diferencia entre el percentil 90 y el 10;

R =P _-P

P 90 10

En el ejemplo 4.1:

Para x;:

P, estd en el valor cuya frecuencia supera a 450/100 = 4,5,0seaenx, =22,

P estd en el valor cuya frecuencia supera a 50/100 = 0,5, es decir en x, =14

10
En consecuencia:

R =22-14=8

Px

Anélogamente, para la variable y:

R =40-2=138

Py
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4.2.5. Recorrido relativo

Se define como el cociente entre ¢l recotrido y la media aritmética y expresa el
nimero de veces que el recorrido contiene a la media aritmética; su formulacién
viene dada por la expresidn:

4.2.6. Recorrido semi-intercuartilico

El Recorrido semi-intercuartilico queda definido como el cociente entre el re-
corrido intercuartilico y Ia suma del primer y tercer cuartil:

8-9
i Q3 +Q1
En el Ejemplo 4.1, tendriamos:
R mQ_20-16_ o R -5-G _39-4 .o
O+ @ 20+16 ‘

4.2.7, Desviacion media

Se llama desviacion a la diferencia entre el valor de la variable y la medida de po-
sicidn central que se considere (media aritmética, geométrica, arménica, mediana o
moda).

Cada valor de Ia variable tiene una desviacion respecto a la media (d); 1a suma de to-

das estas desviaciones multiplicadas por sus respectivas frecuencias [2 (xi -x )n,. =0]
=1
es siempre cero (Véase el epigrafe 3.2.4).
Para obtener un estadistico de desviacién media resolviendo esta dificultad ope-
ramos de tres formas, generdndose tres medidas alternativas:

a} La Desviacién media o Desviacion absoluta media: se define como la media
de los valores absolutos de las desviaciones respecto a la media aritmética; se
denota como D, y viene dada por la expresion:
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Df=2|xi—f|%

b) La Desviacién mediana, viene dada por la siguiente expresion:

DM8=2|x,.kME

En la que Ia media se ha sustituido por la mediana,

13
N

La tercera de estas medidas o estadisticos es la varianza, que, por su importancia,
tratamos en el epigrafe siguiente.

Ejemplo 4.2, Calcular la desviacién media y la desviacién mediana en una distribu-
cién de frecuencias de tipo I en la que la variable X, toma los valores 1, 6,8 y 9.
Los pasos a efectuar son los siguientes:

1. Se procede a calcular la media aritmética

i=4

2. Se obtiene la columna x, — X (sgunda columna de la Tabla adjunta), restando de
la media (6) cada uno de los valores de x..

3. Se obtiene el valor absoluto de esta columna [ x, — X| (tercera columna de la Ta-
bla adjunta).

4. Se obtiene la mediana: aplicando el criterio convencional, calculamos N/2 = 2,
frecuencia que coincide con N,; en consecuencia se toma como mediana la
media de dicho valor y del siguiente: (6 + 8)/2 =7.

5. Se obtiene x, — M (cuarta columna de la Tabla adjunta) y su valor absoluto
lx,— M | (iiltima columna de la Tabla adjunta).

1 -5 5 —5 6

6 0 0 -1 1

8 2 2 1 i

9 3 3 2 2
Suma 24 0 10 -4 10
Media aritmética 6
Mediana 7
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6. Aplicando las oportunas formulaciones tendremos:

En parecida forma se operaria con las distribuciones de tipo IT y de tipo ITI.

4.2.8. La varianza

La varianza de una distribucion se define como la media aritmética de los cna-
drados de las desviaciones respecto a la media; se denota por s* o por 6% y su for-
mulacién es la siguiente:

Este estadistico sc mide en el cuadrado de la unidad de la variable, por ejemplo, st
la variable viene dada en segundos la varianza vendra en segundos al cuadrado, lo que
tiene una dificil interpretacion.

4.2.9. La desviacidn tipica
Para evilar este inconvenienie suele operarse con la raiz cnadrada positiva de

este estadistico; asi, se conoce como desviacion tipica o desviacién estdndar (G, 0 s}
de una distribucion a la rafz cuadrada positiva de la varianza.

La desviacion tipica es la medida de dispersién mds importante en estadistica apli-
cada; una desviacion tipica pequefia significa que todos los valores de la distribucidn
se sitGian proximos a fa media, mientras que una desviacidn tipica elevada implica la
existencia de valores, por exceso o por defecto, muy alejados de la media.

Las principales propiedades de la desviacién tipica son:

— Es siempre mayor o igual que cero, ya gue aunqgue la raiz cuadrada de la va-
rianza tiene dos valores (positivo o negativo), por convenio se toma siempre el
positivo.
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— No est4 afectada por cambios de origen.
— 8i que estd afectada por cambios de escala, quedando multiplicada por el
factor de escala cuando efectuamos un cambio de escala de 1a variable.

Junto a la varianza y a la desviacién tipica se utilizan 2 medidas parecidas, las de-
nominadas Cuasivarianza y Cuasidesviacién tipica, cuya diferencia con las ante-
riores es que en sus formulaciones se divide por N —1 en vez de por N.

Para su notacion hay criterios diferentes: algunos autores preficren utilizar la letra
gnega sigma (G) para la varianza y para la desviacioén tipica y la letra 5 para 1a cuasi-
varianza y para la cuasidesviacion tipica; otros las indican cons, | 0 G,

Vienen dada por las siguientes expresiones:

_1

En el nivel que se trata en este texto no nos detendremos en exceso en inter-
pretar estos dos nuevos estadisticos; baste decir que su interés estd relacionado con
su importancia como estimadores; cuando tomamos datos de una muestra estadis-
ticamente representativa y queremos inferir resultados a la poblacién total (infe-
rencia estadfstica), la media de la muestra puede utilizarse como estimador de Ia
media de la poblacién total (puede demostrarse que la media de la muestra es un es-
timador insesgado de la media de la poblacidn); sin embargo, la varianza v la des-
viacién tipica de la muestra no son estimadores adecuados para inferir la varianza y
la desviacidn tipica de la poblacién total; por el contrario, en cambio, puede de-
mostrarse que los estimadores mds adecuados para inferir la varianza y la desviacién
tipica poblacional son, precisamente, la cuasivarianza y la cuasidesviacién tipica
muestrales.

De esta forma, cuando estemos tratando con datos muestrales haremos mejor en
obtener la cuasivarianza y la cuasidesviacidén tipica y cuando estemos trabajando
con datos poblaciones debemos obtener la varianza y la desviacion tipica.

Ejemplo 4.3. Célculo de la varianza y de la desviacion tipica en la siguiente distri-
bucién de frecuencias de tipo I:
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Se obtiene la media aritmética

y se procede al cdlculo de la segunda x, - ¥ y de la tercera columna (x, - %)*, cuya
suma, dividida por el niimero de elementos (4) proporciona la varianza,

10

16 7 49
Suma 36 0 84
Varianza 21

Y tendremos:

Si consideramos que los valores corresponden a una muestra y que los cdlculos se
utilizan para obtener estimadores de los estadisticos poblacionales debemos operar
con la cuasivarianza y la cuasidesviacién tipica, cuyos célculos serian:

=28 ~5,29

Ejemplo 4.4. Célculo de Ia varianza y de la desviacion tipica en la siguiente distri-
bucién de frecuencias de tipo IE:
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O 0e - b

12
16
21
25
30

OO =1 W PR W Lh oo

Obtenemos la siguiente tabla auxiliar:

4 7 28 ~11 =17 121 847

7 5 35 -8 —40 64 320

8 8 64 7 56 49 392

9 5 45 —6 -30 36 180

12 3 36 -3 -9 9 27

16 4 64 1 4 1 4

21 3 63 6 18 36 108

25 7 175 10 70 100 700

30 8 240 15 120 225 1.800

Suma 50 750 0 4.378

Media aritmética i5
Varianza 87.56
Desviacidn tipica 8,36
Enla que:

— En la primera y segunda columna tenemos los valores de la variable (x) y fre-
cuencias (7).
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—- En la tercera columna, se construye, fila a fila, el producto necesario para ob-
tener la media aritmética,

F=$ 240
N 50

=

— Conocida esta media aritmética, en la cuarta columna se obtiene, fila a fila, el
valor de (x, —¥); para ello se ha procedido a restar a cada valor de la variable la
media aritmética de la distribucion.

~— En la quinta columna hemos realizado la operacién (x, — X)n,, simplemente
para comprobar que

r

E(xt- —f)n[ =0.

i=1

—— En la sexta columna, siempre trabajando fila a fila, se eleva al cuadrado el va-
lor de la columna 4, obteniéndose con ello el valor (x, — %)™

-— Finalmente en la séptima columna se obliene, también fila a fila, el valor de la
expresion (x, — ¥)’n; para ello multiplicamos el valor de la columna quinta por
el valor de la columna segunda.

— Ta suma de la séptima columna dividida por 50 (n = 50), nos dar4 el valor de
la varianza (87,56).

% (v -%)'n _4378

4 N 50

i=1

=87,56.

La raiz cuadrada positiva de de la varianza nos dard la desviacidn tipica:

5, =+/87,56 ~9,36.

En las distribuciones de tipo III se opera en la misma forma tomando x, como la
marca de clase de los intervalos.

Calculo de la varianza mediante los momentos

En el epigrafe 3.9 del capitulo anterior, se establecié ¢l concepto estadistico de
«momento» (definiendo los momentos respecto al origen, representados por la letra
«g» y los momentos respecto a la media, representados por la letra «m»).

En aquel capitulo se avanzaba ya que al momento de orden 2 respecto a la media

,
. 2 . .
m,, definido como m, = 2 (x,. - x) R’L , s¢ le denomina varianza.
o
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Se indicaba asimismo ana relacion maternética que permite obtener los momentos
de segundo orden en funcién de los momentos de primer orden v en que en el caso
concreto de la varianza viene dada por la expresién:

my,=a,—a’=a, —%* [4.2.9]

O lo que es lo mismo, la varianza también se define como el momento de orden 2
respecto al origen menos la media aritmética elevada al cuadrado.

Ejemplo 4.5. Obtener la varianza de Ia distribucién del ejemplo 4.4. utilizando el mé-

todo de los momentos:
Para aplicar este método necesitamos conocer

4 7 28 16 112
7 5 35 49 245
8 8 64 64 ' 512
9 5 45 81 405
12 3 36 144 432
16 4 64 256 1.024
21 3 63 441 1.323
25 7 175 625 4.375
30 8 240 900 7.200
Suma 50 750 3017 15.628
o oxr, 750
=y Lo — 15
“ ; N 50
rooa
a - X; n".—-15'628=312,6
N 50
Varianza: m,=a,—a?=312,6 - 15" = 312,6 - 225 = 87,56
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En la que las columnas 1.2, 2.* y 3.% coinciden con Ia tabla anterior y las colurnnas
cuarta y quinta corresponden, respectivamente, al cuadrado de los valores de la va-
riable y a este valor multiplicado por 1as frecuencias; aplicando 1a expresicn {4.2.9.]
obtenemos para la varianza el mismo resultado que el procedimiento anterior.

El alumno puede elegir para el cdlculo de la varianza y de la desviacidn tipica el
procedimiento que le resulte mas cémodo.

Como hemos indicado con anterioridad, tanto la varianza como la desviacidn ti-
pica vienen influidas por Ia unidad en la que se mide la variable, de forma que si cam-
biamos de unidad de medida, realizando un cambio de escala, como los indicados en
el epigrafe 3.2.4 para la media aritmética, los valores de estos estadisticos se verfan a
su vez modificados.

Para eliminar la influencia de la unidad de medida y poder comparar la dispersién
de dos distribuciones entre si, se emplea, una medida «escalars, es decir, que no lle-
ve asociado ninguna unidad de medida; la mas empleada en Estadfstica es el Coefi-
ciente de Variacién de Pearson.

4.2.10. El Coeficiente de Variacion de Pearson

El Coeficiente de Variacién de Pearson se define como el cociente entre la des-
viacion tipica y la media aritmética. Representa, en consecuencia, el nimero de veces
que la desviacidn tipica contiene a la media

Se expresa indistintamente como

o]
Y==
x
O en porcentajes, como:

-100

=l Q

Es una medida de dispersion relativa que permite comparar distribuciones dife-
rentes, es decir, distribuciones que no vienen expresadas en las mismas medidas.

Este coeficiente es adimensional, va que al venir expresada tanto la desviacion ti-
pica como la media en la misma unidad y estar definido como un coeficiente, dicha
unidad de medida queda anulada (simplificada).

El coeficiente no varia, por tanto, ante cambios de escala, pero si ante cambios de
origen. Para la interpretaci6n de este ratio debe tenerse en cuenta, que:

— Siy =0 la representatividad de la media es mdxima.
— Valores menores de la unidad indican que el promedio representa adecuada-
mente a la distribucion de frecuencias, ya que la dispersién es inferior a la me-
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dia aritmética; en concreto, a partir de y > 0,5 podriamos considerar que la me-
dia tiene una baja representatividad.

— A partir de la unidad hay que rechazar ¢l promedio (media aritmética) como
pardmetro representativo de los datos de Ia distribucién.

Volviendo al Ejemplo 4.1, tendriamos:

Individuo 1 14 afios 2 afios
Individuo 2 16 afios 4 afios
Individuo 3 18 afios 5 afios
Individuo 4 20 afios 39 aftos
Individuo 5 22 afios 40 afios
Suma de edades 90 afios 90 aftos
Media aritmética 18 afios 18 afios
Desviacidn tipica 2,83 afios 17,6 afios
Coeficiente de variacién de Pearson 0,16 0,98

Lo que aplicando el criterio anterior nos llevaria a concluir gue Ia media aritmética
no es una medida representativa para la variable y, mientras que si tiene una repre-
sentatividad adecuada para la variable x.

Notese que mientras la variable y los estadisticos media aritmética y desviacion ti-
pica van expresados en una unidad de medida (afios) el Coeficiente de Variacién de
Pearson es una unidad adimensional.

4.3. MEDIDAS DE CONCENTRACION

Las medidas o estadisticos de concentracién miden el mayor o menor grado de
equidad o igualdad en la distribucién o reparto de los valores de una variable; se uti-
lizan para analizar los aspectos redistributivos de variables como la renta, la riqueza,
1os salarios, etc.

Las posibilidades de concentracion van desde la concentracion maxima (cuando
uno s6lo individuo percibe ¢l total y los demds nada —reparto no equitativo—, hasta
1a concentracién minima, cuando el total analizado est4 repartido por igual entre (o-
dos los valores de la variable —reparto equitativo—.

1.as medidas de concentracién mas utilizadas son el indice de Gini y 1a curva de
Lorenz.
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4.3.1. indice de Gini
Es Ia medida de concentracion mds untilizada; se calcula a través de Ia expresidn:

r—1 i
(P,- —qi)
IG = l;:l__

2?;‘

Este indice toma valores comprendidos entre (0 y 1; toma el valor 0 cuando la va-
riable estd distribuida de forma muy homogénea y valor 1 cuando estd muy concen-
trada (toda Ia renta ¢std en las manos de un individuo).

Veamos su cdlculo, significado e interpretacién con el signiente ejemplo:

Ejemplo 4.6. Estudiar la concentracion de la masa salarial en dos empresas, cuya dis-
tribucién de salarios es la signiente:

[500-900] 200
[900-1.300] 40
[1.300-1.700] 25
[1.700-2.100] 135

Obtenemos la siguiente tabla anxiliar para la empresa A:

[500-900] 200 | 200 0,500 700 | 140.000 140.000 0,292887 | 06,2071

{900-1.300] 40 | 240 ; 0,600 1,100 | 44.000 184.000 0,384937| 0,21506
[1.300-1.7007 25 | 265 | 0,663 1.500 | 37.500 221.500 0,463389| 0,19911
{1.700-2.100% 135 | 400 | 1,000 § 1.900 | 256.500 478.000 1 0

Suma 400 478.000 0,62128

n-]

P; 1,763

=
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En la que:

— Se comprueba que los valores de Ia variable estin ordenados de menor a
mayor,

~— Se calculan las frecuencias acumuladas N,

— Se obtiene la columna p, dividiendo la columna N, por el valor N = 400.

~— Se calculan las marcas de clase (x) y el producto x -n..

— Se obtiene el valor de la columna v, de la siguiente forma:

» Para el primer intervalo (500-900] serd u, = x, - n, = 700 -200 =
140.000.

» Para el segundo intervalo (900-1.300] serd: u,= u, + x, - n
140.000 + (1.100 - 40) = 184.000.

« Para el tercer intervalo (1.300-1.700] serd: u,=u,+x,-n, = 184.000+
(1.500 - 25) = 221.500.

« Etc.

. =

— Se obtiene la columna ¢, dividiendo la columna u, por el valor de la suma de la
columna x, - n,.

— Finalmente se obtiene la columna p; - 4, cuyo sumatorio constituye ¢l nu-
merador del cociente que da fugar al Tndice de Gini.

F—I

. Zp-a) 606 _ 0,621286
a = T 0.5+0,6+0,663  1,7625

'Ei P

=0,35

Para la empresa B tendremos:

[500-900} 125 125]| 0,425 760 87.500 87.500 0,055520 | 0,069479

[900-1.3001 135| 2604 0,260 | 1.100 | 148.500 236.000 0,149746 | 0,110253
[1.300-1.700] 165 425[ 0425] 1.500 | 247.500 483.500 (4,306789 | 0,118210
{1.700-2.100] 575} 1.000( 1,000 { 1.900 | 1.092.500 1.576.000 1 0

Suma 1.000 1.576.000 0,297944

n-1

Py 0,810

i=
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De dénde:

r—1

2(1’:"%)
G, == _ _ 0,297944 _0.3678

A 0,81
b;

I=

Como /G, > IG, deducimos que la concentracién de salarios es mds alta en la em-
presa B que en la empresa A.

4.3.2. Curva de Lorenz

La curva de Lorenz es una forma grafica de mostrar la dispersién o concentra-
cién de una distribucién; tanto en abscisas como en ordenadas la gréafica parte del ori-
gen (0,0) y termina en el punto (100,100); s la variable estuviese distribuida de forma
equitativa la curva coincidiria con la linea de 45 grados que pasa por el origen, mien-
tras que si es totalmente desigual (un valor concentra toda la masa de la distribucién)
ia curva coincidiria con el eje horizontal hasta el punto (100,0) donde saltarfa al
punto (100,100); en general la curva se encuentra en una situacién intermedia entre es-
tos dos extremos.

Si se trata de representar el grado de concentracién de la renta en una poblacion se
representa en el ¢je de abscisas la poblacién ordenada de forma que los percentiles de
renta més baja quedan a la izquierda y los de renta més alta quedan a la derecha; en el
eje de ordenadas se representan de abajo a arriba los percentiles acumulados de renta.

En ¢l grafico adjunto se representan 3 distribuciones de poblacién; en la primera
(Ifnea diagonal A) la distribuci6n de la renta es equitativa (el 50% de la poblacién dis-

. 100%

80%

60%

% de renta

40%

20%

20% 40% 60% 80% 100%

Porcentaje acumulativo de poblacion
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pone del 53% de la renta), en la segunda (lfnea B) la distribucién es menos equitativa
que en la primera (el 60% de 1a poblacién sélo dispone de un 45% de la renta), pero
mds equifativa que en la tercera (dénde el 75% de la poblacién apenas dispone de an
35% de larenta).

El Indice de Gini es aproximadamente ¢l drea comprendida entre la diagonal y la
curva de Lorenz, dividida por el drea del triangulo formado por los puntos (0, 0},
(100, 0y y (100, 1G0).

Ejemple 4.7. Obiener el indice de Gini y 1a curva de Lorenz en una empresa que tie-
ne la siguiente distribucién de salarios de sus empleados (expresado en €):

20 4762 17.000 35,23 12,39
32 76,19 29.000 60,10 16,09
37 88,10 35.250 73,06 15,04
40 95,24 41250 85,49 9,75
42 100,00 48.250 100,00 0

El Indice de Gini sera:

_(47,62-35,23) +(76,19 — 60,10} + (88,10 - 73,06} + (95,24 - 85,49)
5 (47,62 +76,19 + 88,10 + 95,24)

El valor del Indice es bastante préximo a 0, por lo que se puede afirmar que la
renta estd bastante distribuida entre todos los empleados.
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Representamos grificamente la curva de Lorenz:

a%

2/ ) O
T3,06 [--mmr o rmmmmmmm oo i

S S

35,23 |----mmmmmm s E

pi%

i
i
i
4762 76,19 88,10 95,24

4.4, LAS MEDIDAS DE FORMA

Las medidas de forma son de dos tipos: medidas de asimetrfa y medidas de curtosis.

4.4.1. Medidas de asimetria

Son medidas que tratan de indicar el grado de simetria con el que se agrupan los
valores de una distribucién en torno a sus medidas centrales (generalmente 1a media
aritmética o la mediana).

Decimos que una distribucién es simétrica respecto a la media o respecto a la me-
diana s al lado derecho de la misma queda la misma masa, es decir la misma cantidad
de frecuencias que al lado izquierdo.

Visualmente decimos que una distribucién es simétrica cuando el gréfico que la
representa es simétrico respecto de la recta x = X orespectoalarectax =M .

Gréficamente:

Asimetria positiva Simeiria Asimetria negativa
a la derecha (As > 0) {As =0) a la izquierda {As < 0}
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Cuando realizamos un estudio descriptivo s altamente improbable que Ia distri-
bucién de frecuencias sea totalmente simétrica, por lo que en la préctica diremos que
la distribucion de frecuencias es simétrica cuando lo es de un modo aproximado
(Coeficiente de asimetria (As) préximo a 0).

El estadistico mds empleado para obtener la asimetria es el Coeficiente de asi-
metria de Fisher; este estadistico estd basado en el momento de tercer orden y s¢ ob-
tiene con la siguiente expresién:

r

(xi—J_c)Sni
g _m 3
154 No®

En la que © es la desviacién tipica®, de forma que:

1< 3
R}‘E("i'x) n

=1

Si g, =0 = ladistribucién puede ser simétrica o no, pero si es simétrica se dard
siempre que g, =0.

Si g, <0 = ladistribucién es asimétrica a la izquierda.

Si g, >0 = ladistribucién es asimétrica a la derecha.

Algunos autores prefieren utilizar otras medidas de asimetria relacionadas con la
mediana y/o con los cuartiles; algunas de las formulaciones propuestas vienen dadas
por las siguicntes expresiones:

Coeficiente de Asimetria de Pearson: A, = XM,
5
Coeficiente de asimetria de Bowley: | C, = %+ 0
Qq - Q1
Coeficiente empleado por la hoja de A N a/x—x ?
calculo Excel de Microsoft®: = ( N_ 1) ( N— 2) 2 R )

mos datos muestrales y con la desviacién tipica si los datos son poblaciones; en la prictica ambas férmulas
son equivalentes a efectos de la medicidn de la asimetsfa.
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Valores nulos de estos coeficientes indican que puede tratarse de una distribucién
simétrica, mientras que valores positivos indican que la asiméirica es a la derecha de
la media o de la mediana y valores negativos séfialan una asimetria a la izguierda.

4.4.2. Medidas de apuntamiento o curtosis

Las medidas de apuntamiento o curtosis tratan de estudiar la distribucidn de fre-
cuencias en la zona media, es decir, ¢l mayor o menor niimero de valores de la varia-
ble alrededor de la media dard lugar a una distribucién mas o menos apuntada.

Para estudiar el apuntamiento hay que definir una distribucién tipo que nos sirva
de referencia. Esta distribucidn es conocida como la distribucion Normal o la curva de
Gauss y se corresponde con numerosos fendmenos de la naturaleza. Su forma es la de
una campana en donde la gran mayorfa de los valores se encuentran concentrados al-
rededor de 1a media, siendo escasos los valores que estdn, en ambos extremos, muy
distanciados de ésta.

La representacion grifica de la distribucién Normal es:

Representacion grafica de la distribucién normal

0,25+

0,20+
0,15+
0,10+

0,05+

0,00 T LI H T T

T T T
8 9 10 1 12 13 14

R S g,

Al tomar como referencia esta curva se dice que otra distribucién es mds apun-
tada que la distribucién Normal (leptocfirtica) o menos apuntada (platictirtica). A las
distribuciones que se asemejan a la distribucién Normal se les denomina mesociir-
ticas.

El Coeficiente de Curtosis de Fisher nos mide el grado de apuntamiento de fa
distribucidn sin necesidad de efectuar la representacion grafica de la misma. Este co-
eficiente estd relacionado con el momento respecto a la media de cuarto orden m, y
viene dado por la expresion:

My
8 =—f-—
o

X

En la que recordemos que m, se obtiene mediante la expresion:
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De forma que:

Sig,=0= la distribucion serd mesocurtica o Normal.
Sig,<0= ladistribucion es platicurtica o menos apuntada que la Normal.
Sig,>0= ladistribucion es leptoctrtica o mds apuntada que la Normal.

Existen otras formulaciones para obtener este coeficiente de curtosis; en concre-

to, el empleado por la hoja de calculo Excel para medir la curtosis viene dado por Ia
siguiente expresion:

cg{ N(V-1) "((xi-f)\“}_ 3(v-1)

s "2}V =3)

1
Que en la préctica es equivalente a la aqui formulada.
4.5. LAS MEDIDAS DE DISPERSION, FORMA Y CONCENTRACION
EN HOJA DE CALCULO EXCEL Y EN SPSS

4.5.1, Las medidas de dispersion, forma y concentracion en Excel

Siguiendo el esquema indicado en el capitulo 3, la siguiente Tabla muestra las
funciones estadisticas para obtener las principales medidas de dispersion, forma y
concentracion estudiadas en este capitulo y su formulacién en Excel:

Funciones estadisticas mas empleadas en Excel

ESTADISTICA FORMULACION
Desviacion estindar (muestra) =DESVEST(rango)

Desviacién estdndar (poblacion) =DESVESTP(rango)

Varianza (muestra) =VAR({rango)

Varianza (poblacidn) =VARP(rango}

Curtosis =CURTOSIS(rango)

Coeficiente de asimetria =COEFICIENTE .ASIMETRIiA (rango)
Rango =MAX(rango)-MIN(rango)

Minimo =MIN(rango)

Miximo =MAX(rango)
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Como hemos indicado en el epigrafe 3.10.1 para mayor comodidad puede utili-
zarse el mismo método de las Macro herramientas de Excel para obtener de forma

conjunta este grupo de estadisticos.

4.56.2. Las medidas de dispersion, forma y concentracion en SPSS

Trabajando con sintaxis, SPSS utiliza las siguientes funciones de Estadistica
Descriptiva en cuanto a medidas de dispersién

SD(A) Halla la desviacion tipica de la variable A

SD(A, B, C, ...) Halla el vector de las desviaciones tipicas de las variables
AB,C, ...

VARIANCE(A) Halla la varianza de la variable A,

VARIANCE(A, B, C,...) Halla el vector de las varianzas de las variables A, B, C, ...

CFVAR(A) Halla el coeficiente de variacién de la variable A.

CFVAR(A,B,C, .. Halla el vector de coeficientes de variacidn de las variables
A, B.C, ...

MAX(A) Halla el maximo de las observaciones de 1a variable A.

MAX(A,B,C, ... Haila el vector de los mdximos de las observaciones de
las variabies A, B, C, ...

MIN(A) Halla el minimo de las observaciones de la variable A.

MIN(A, B, C, ..) Halla el vector de Tos minimos de las observaciones de las

variables A, B, C, ...

Los estadisticos de dispersién, forma y concentracién se obtienen de la forma ya
indicada en ¢l epigrafe 3.10.2; desarrollamos aqui, ademds, la opcidén «Explorar»
que nos ofrece un conjunto de operaciones para representar graficamente los datos,
examinar visualmente sus distribuciones para varios grupos y oiras opciones mds
complejas para las que més adelante explicaremos su interpretacidn.

Veamos un ejemplo:
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Casos
Zona cindad Vilidos Perdidos Total
) Porcentaje 4 Porcentaje X Porcentaje
Precio vivienda
Zona A 311 100,0% 0 0% 311 100,0%
Zona B 252 100, 0% 0 (0% 252 100,02
Zona C 533 100,0% 0 ,0% 533 100,0% -
Zona D 1302 100,0% 0 ;0% 1302 100,0%
Zona E 291 100,0% 0 ,0% 291 100,0%
Zona F 200 100,0% 0 0% 200 100,0%
. Percentiles
Zona cindad
5 10 25 50 75 %0 95
Promedio | Precio Vivienda
ponderado Zona A 85180,40 ) 99924,00 | 138282,00 | 200500,000 266860,00 { 325758,00 | 377460,00
{definicién| Zona B 70410,70 | 91498,20 | 120876,50 | 159200,00 228065,50 | 299013,00 | 382866,00
1} Zona 100723,00 | 113600,00 [ 129322,00 | 149500,00 171620,00 | 196900,00 | 218230,00
Zona D 37183,70 ¢ 49802,00 | 6€9543,50 | 93850,000 117110,00236702,00| 151822,60
Zona E 34244,80 | 45085,69; 78121,90 | 113031,18 151815,63 |179443,49 | 194054,72
Zona F 56351,26 | 71247,78| 103779,62 | 142828,59 174058,56 | 197050,40 | 226557,85
Bisagras | Precio Vivienda
de Zona A 138361,00( 200500,00( 265280,00
Tukey fona B 120885,00( 159200,00| 227631,00
Zona C 129400,00; 149500,001 171620,00
Zona D 69552,00( 9385¢,00( 117110,00
Zona E 76650,95| 113031,18| 151815,63
Zona F 104413,80| 142828,59{ 173534,31
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DESCRIPTIVOS
Zona ' Estadis- Error
ciudad tico tip.
|precio |Zona A  |Media 212464, 01 5633,457
| yivienda Intervalo de confianza Limite inferior | 201379,36

para la media al 95% Limite superior 223548,66

Media recortada al 5% 205960, 84

Mediana 200500,00

Varianza 9,9E+009

Desv. tip. 99347,091

Minimo 39340

Méximo 734100

Rango 694760

mmplitud intercuartil 128578

Asimetria 1,392 138

Curtosis 4,481 ;276
Zona B Media 182624,67 5958, 385

Intervalo de confianza Limite inferior 170889,87
para la media al 95% Limite superior 194359,48

Media recortada al 5% 174960,51
Mediana 159200,00
Varianza 8,9E+009
Desv. tip. 94586,424
Minimo 20380
Maximo 591900
Rango 571520
Amplitud intercuartil 107189 ;153
Asimetria 1,437 306
Curtosis 2,928
Zona C Media 153270, 26 1773,210
Intervalo de confiangza Limite inferior 149786,91
para la media al 95% Limite superior
156753,62
Media recortada al 5% 151434,58
Mediana 149500, 00
Varianza 1,78+009
Desv. tip. 40937,726
Minimo 18800
Maximo 410042
Rango 391242
Implitud intercuartil 4229%
Asimetria 1,333 ,106

Curtosis 6,937 (211
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PescrirTivos (continuacién)

ci::;: d Estadistico E:;or
Precio {Zoma D Media 94926,86 1102,052 |
vivienda Intervalo de confianza Limite inferior 92764,87 :
para la media al 95% Limite superior 97088,86
Media recortads 2l 5% 93242,71
Mediana 91850,00
Varianza 1,6E+009
Desv. tip. 39765,617
Minimo 12480
Maximo 403530
Rango 391050
Amplitud interewartil 47567
Asimetria 1,651 +068
Curtosis 9,054 11363
Zona E Media 115911,49 3109,154

Intervalo de conflanza Limite inferior 10¢9792,12
para lz media al 95%  rimite superior | 122030,86

Media recortada al 5% 113887,00

Mediana 113031,18

Varianza 2,8E+009

Desv. tip. 53038,186

Minimo 20764

Méximo 421427

Rango 400663

Implitud intercuartil 73694

Asimetria ,918 143

Curtosis 1,315 /285
Zona F Media 142042,78 3942,082

Intervalo de confianza Limite inferior | 134269,17
para la media al 95%  Limite superior | 149816,40

Media recortadsz al 5% 139218,11
Mediana 142828,59
Varianza 3,1E+009
Deav, tip. 55749, 465
Minimo 34245
Maximo 487631
Rango 453387
Mmplitud intercuartil 70278
Asimetria 1,422 172

Curtosis 7,162 342
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VALORES EXTREMOS
. Namero
Zona Ciudad valor
del caso
1 precio vi- Zona A Mayores 1 303 734100
| vienda 2 4 726200
i 3 291 595500
4 210 536600
5 207 484900
Menores 1 239 39340
2 267 50242
3 238 50400
4 234 50400
5 233 50400
Zona B Mayores 1 442 591900
2 512 552050
3 489 523960
4 510 505000
5 443 489640
Menores 1 563 20380
2 371 23540
3 530 34600
4 520 34600
5 379 34600
Zona C Mayores 1 631 410042
2 629 388204
3 632 345070
4 651 331042
5 630 311924
Menores 1 817 18300
2 815 21960
3 963 26700
4 842 40480
5 858 45186
Zona D Mayores 1 1738 403530
2 1392 379232
3 1387 354900
4 1391 354900
5 1390 313820
Menores 1 2188 12480
2 1442 12480
3 2067 12796
4 2153 13270
5 2097 13428a
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Varores ExrrEmos {continuacién)

Zona Ciuvdad Namero valor
del caso
Precio Zona E Mayores 1 2543 421427
vivienda 2 2446 301899
3 2537 262057
4 2501 256664
5 2502 243643
Menores 1 2491 20764
2 2637 21363
3 2679 22262
4 2644 23760
5 2588 24059
Zona F Mayores 1 2694 487631
2 2746 348791
3 2135 289916
4 2798 261458
5 2705 253828
Menores 1 2781 34245
2 2814 44730
3 2693 51919
4 2696 52219
5 2702 53258
= En la. tabla de valores exXtremos menores s6lo se muestra una lista
parcial de los casos con el valor 13428,




4;AS MEDIDAS DE DISPERSION, DE CONCENTRACION Y DE FORMA. .. 223

4.6. EJERCICIOS

Sobre medidas de dispersion, concentracion y
forma en distribuciones unidimensionales

_

Ejercicio 4.1. Los siguientes datos representan los porcentajes del ingreso familiar
asignados a la compra de alimentos en una muestra de 30 compradores.

26 28 30 37 33 30 29 39 49 31 38 36 33 24 34
40 29 41 40 29 35 26 42 36 37 35 44 32 45 35

a) Calcule el rango o amplitud.

b) Calcule el rango o recorrido intercuartilico.
c) Calcule el rango entre percentiles.

d) Calcule el recorrido relativo.

e) Calcule el recorrido semi-intercuartilico.

Respuesta

Ordenamos los datos de menor a mayor.

24 26 26 28 29 29 29 30 30 31 32 33 33 34 35
35 35 36 36 37 37 38 39 40 40 41 42 44 45 49

Y procedemos a obtener la columna de frecuencias acumuladas:

1 24 1 1 11 36 2
2 26 2 3 12 37 2
3 28 1 4 13 38 1
4 29 3 7 14 39 1
5 30 2 9 15 40 2
6 31 1 10 16 41 1
7 32 1 11 17 42 1
8 33 2 13 18 44 1
9 34 1 14 19 45 1
10 35 3 17 20 49 1
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a) Tomamos el valor méximo y el minimo, para obtener, posteriormente la diferencia:

X, =49
= R=x_, ~X.,=49-24=25
X =24

b) Se procede a calcular O, obteniendo

IN 30
= =Z=15
44

el primer valor que supera a 7,5 en las frecuencias acumuladas es F, = 9; por lo
tanto 0, = 30; en la misma forma se tiene, para calcular (., que

el primer valor que supera el 22,5 en la columna de frecuencias acumuladas es
el gue tiene como frecuencia acumulada 23, es decir el 39,
Por lo tanto, R, =Q, - Q, =9.
¢) Para calcular P, k=0,10 = nk=30-0,10 = 3. Por lo tanto hay que hacer el
promedio entre los valores situados en los lugares 3 v 4. Luego,

26+28
2

27

Pm =
Para calcular Py, k= 0,90 = nk=30-0,90 = 27. Por lo tanto hay que
hacer el promedio entre los valores entre los lugares 27 y 28. Luego,

42
+44=43

Py =
Concluimos que el rango entre percentiles es: R, = P — P, =43 - 27 = 16,

d) Elrecorrido relativo es

R, 25
—=—=0,72
¥ 34,76

e) Elrecorrido semi-intercuartilico es
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Ejercicio 42.  Con los datos del Ejercicio 4.1 calcule las desviaciones media y mediana.

Respuesta

Como la media es 34,76 y la mediana 35 se obtienen:

X

24 1 10,77 11 36 2 247 2
26 2 17,53 18 37 2 4 47 4
28 1 6,77 7 38 1 3,23 3
29 3 17,30 18 39 1 423 4
30 2 9,53 10 40 2 1047 10
31 1 3,77 4 41 1 6,23 6
32 1 2,77 3 42 1 7.23
33 2 3,53 4 44 1 0,23
34 1 0,77 1 45 i 10,23 10
35 3 0,70 0 49 1 14,23 14

Suma 14547 145

Ejercicio 43. Calcule la varianza de los datos del ejercicio 4.1,

Respuesta

Vamos a obtenemos la varianza mediante el método normal y mediante el método
de los momentos.

r —32
-x|n
a} Aplicamos la férmula de la varianza o’ = 2 (—I—W)__[ para lo que necesi-

tamos obtener primero la columna (x~X)n, y lnego la columna (xt.—)“c)zni.
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24 i -10,77 115,92 36 2 247 3,04
26 2 -17,53 153,71 37 2 4,47 9,98
28 1 6,77 45,79 38 1 3,23 10,45
29 3 -17,30 99,76 39 1 4,23 17,92
30 2 -9,53 45,44 40 2 10,47 54,78
31 1 =3.77 14,19 41 1 6,23 38,85
32 1 2,77 7,65 42 1 7,23 52,32
33 2 -3,53 6,24 44 i 9,23 85,25
34 1 0,77 0.59 45 I 10,23 104,72
35 3 0,70 0,16 49 i 14,23 202,59

Suma 0 1.069,37

Donde la varianza, aplicando el método directo tomaré el siguiente valor:

& (x,-%)n, 106937
2 _ Y\ i 106937 _ 3565
i Z N 30

b) Aplicamos la férmula de la varianza en funcién de los momentos respecto al
origen: 6*=m,=a,—~a’=a,— X
Conocemos que a, = X = 34,76; por lo que a} = 1.208,72.
Necesitamos conocer
2 1y

d, = fo

para ello obtenemos la columna x2x, y procedemos a su sumatorio:
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24 ! 576 36 2 2.592
26 2 1.352 37 2 2.738
28 1 784 38 1 1.444
29 3 2.523 39 1 1.521
30 2 1.800 40 2 3.200
31 1 961 41 i 1.681
32 1 1.024 47 1 1764
33 2 2,178 44 ! 1.936
34 1 1.156 45 1 2.025
35 3 3.675 49 1 2.401

Suma 37331

De donde se deduce que:
E n, 37 331 —1244.37
~ N

Y, por consiguiente:

6l=a,-%*=1244,37 - 1.208,72 = 35,65
—_—

Ejercicio 4.4. Teniendo en cuenta los datos de los Ejercicios 4.1 y 4.2, calcule la
desviacion estdndar.

Respuesta

Una vez conocida la varianza en el ejercicio anterior, se trata simplemente de ob-
tener la rafz cuadrada positiva de este estadistico:

2_3565 = 0=+0" =+3565 =597
- ¢ -

Ejercicio 4.5. Los siguientes valores corresponden a la facturacién diaria, en
miles de euros, durante 15 dias consecutivos de un supermercado:
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20 25 22 20 25 20 21 22 22 24 23 20 23 20 25

Calcule la desviacion estdndar.

Respuesta

Obtenemos la media aritmética de los valores:

20 -2,13 4,55
25 2,87 8,22
22 0,13 0,02
20 2,13 4.55
25 2,87 8,22
20 -2,13 4,55
21 -1,13 1,28
22 -0,13 6,02
22 -0.13 0,02
24 1,87 3,48
23 0,87 0,75
20 -2,13 4,55
23 0.87 0,75
20 -2,13 4,55
25 2,87 8,22
Suma 332 53,73

Y aplicamos la férmula de la desviacidn tipica:

_ [53,73 ~1.89
15

Dado que los datos pueden considerarse provenientes de una muestra, podfamos
haber empleado la cuasivarianza y la cuasidesviacién tipica, dividiendo porn — 1 =14;
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en este caso:

Ejercicio 4.6. Los quince edificios mds altos de un ciudad tienen 47, 42, 43, 40,
38,36, 33,33,26, 22, 27, 32, 27, 32 y 27 plantas.

Se pide:

a) Hallar el rango o amplitud.

b) Indicar la desviacidn estdndar de la muestra.

Respuesta

a) El rango se define como R= X, — X5 = max{x} - min{} para 1si=<r.

Si ordenamos los valores en orden decreciente, tendremos que el méaximo es
47 y el minimo 22, por lo que:

R=1x,,—x, =47 —22 =25 plantas.

A.
_ /733,33 - 6.99
15

_

Ejercicio 4.7. Un establecimiento de venta de equipo deportivo desea realizar
una campafia publicitaria teniendo la edad de los clientes. Para ello, se recoge la edad,
agrupada en intervalos, de los clientes durante el dltimo mes, obteniéndose la si-
guiente tabla.

Total 200
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Calcule la varianza de la variable edad.

Respuesta

Calculamos la columna x, - n, operando con las marcas de clase:

5 20 100

15 50 750

23 60 1.500

33 40 1.400

45 20 900

35 10 550

Suma 200 5.200

Y obtenemos la media aritmética

5 20 100 21 441 8.820

15 50 750 11 121 6.050

25 60 1.500 -1 1 60

35 40 1.400 9 81 3.240

45 20 900 19 361 7.220

35 10 550 29 841 8.410

Suma 200 5.200 1.846 33.800

Y aplicamos la formulacion de la varianza
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La cuasivarianza sera:

E(xi - J_C)2 i

, & ~ 33.800
N-1 199

= 169,84

Como puede comprobarse, cuando las muestras son suficientemente grandes, la
varianza y la cuasivarianza pricticamente coinciden.

.___<>_

Ejercicio 4.8. Las estadisticas de la liga de baloncesto ponen de manifiesto, para
los tiros de 3 puntos, gue un jugador A obtiene una media del 40% por partido con
una desviacion estdndar de 10. El jugador B obtiene un promedio del 60% de ences-
tes, pero con una desviacion estdndar de 15. ;Cudl de los dos jugadores tiene mayor
variabilidad en los tiros de 37

Respuesta

Una alta desviacion tipica o estindar nos indica que el jugador obtiene su media
con partidos en los que encesta un alto porcentaje y otros en los que su proporcién de
éxitos es muy reducida; por ¢l contrario una baja desviacién tipica nos indica que el
jugador obtiene en todos los partidos un porcentaje préximo a su media.

A primera vista pareceria que el jugador B tiene una variabilidad mayor, ya que su
desviacién estdndar (15) es mayor que fa del jugador A (10), pero B obtiene un pro-
medio mayor que A. Tomando en cuenta toda esta informacién, podemos calcular el
coeficiente de variacién para ambos jugadores.

Para A: CV = B)—-100 =25
40

ParaB: CV = E-1()0 =25
60

Por lo tanto para ambos jugadores la variabilidad es del 25%. Luego, el jugador B,
quien posee una variabilidad absoluta mayor que A, tiene una variacién relativa si-
milar debido a que su promedio de aciertos es mayor que ¢l de A.

—_—
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Ejercicio 4.9. Una muestra de las edades de cinco mujeres, que asisten a una cla-
se de ejercicios aerdbicos, permitio registrar las siguientes edades, en afios, segiin el
cumpleanios mds préoximo: 22, 18, 26, 20 'y 24. Sus pesos en Kg. son: 52, 54, 56,49 y
54. ;Cudl de los dos conjuntos de datos es mds variable?

Respuesta
Para la edad se obtiene una media de 22 afios y para los pesos de 53 Kg.
La desviacion tipica de la variable edad es 2,828 y la de los pesos 2,366; obte-

niendo el coeficiente de variacidn de Pearson:

Paralaedad: CV = —2—% 100 = 12,86

Paraclpeso: CV =

2,366
53
El peso es menos variable que la edad, ya que 12,86 es mayor que 4,46 (coefi-
cientes de variabilidad respectivos).

__<>._..._..__

Ejercicio 4.10. Calcule la varianza y la desviacién estdndar de la siguiente dis-
tribucion de frecuencias.

40 - 49 4
50- 59 4
60 - 69 3
70-79 2
80 - 89 7

Respuesta

Vamos a obtener la varianza por el método de los momentos calculamos las
marcas de clase 7, y los sumatorios de las columnas m, - n, y m* - n, que nos permiten
el céleulo de los momentos de primer y segundo orden respeto al ongen
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40 - 49 44.5 4 178 7.921
50-59 54,5 4 218 11.881
60 - 69 64,5 3 193,5 12.480,75
70-79 74,5 2 149 11.100,5
80-39 84.5 7 591,5 49.951,75
Suma 20 1.330 93.365

Recordemos que la varianza es el momento de segundo orden respecto a la media
(m,) y que la relacion con los momentos de primer y segundo orden respeto al origen
a, v a, viene dada por: m, = a, - al.

— a, es la media aritmética, que viene dada por la expresién:

en nuesiro caso, utilizando las marcas de clase, serd

5
m.n 1.330
SNV 2000 s,
@ Zzo 20

— Por su parte a, viene dada por

a, = Emn 93365_466825

De donde m, = a, - a? = 4.668,25 — (66,5)* = 246.
La desviacién tipica vendra dada por 0 = \/a_z =+/246 =15,68.

Si considerdsemos que los daios proceden de una muestra y que en consecuencia
nuestro mejor estimador no es la varianza sino la cuasivarianza o la cuasidesviacion ti-
pica, tendrfamos:
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s =52 =16,09

_.{}_

Ejercicio 4.11. En la siguiente tabla se presentan los niveles de renta de los em-
pleados de una compaiiia. Obtener el indice de Gini.

500 - 1.600
1.000 - 1.500
1.500 - 2.000
2.000 - 2.500
2.500 - 3.000 50

Respuesta

] B ke e T ROy

750 50 50 37.500 37.500 10 4,29

1.250 100 150 125.000 162.500 30 18,57
1.750 200 350 350.000 512.500 70 58,57
2,250 100 450 225.000 737.500 90 84,29
2.750 50 500 137.500 875.000 100 100

N=500 = 875.000




' LAS MEDIDAS DE DISPERSION, DE CONCENTRACION Y DE FORMA... 235

-
g(l’ (=% _(10-4,29)+(30-18,57)+(70-58,57) + (90 -84,29) 34,29
Tod 200 200
Epi
i=1

Como ¢l valor es cercano a cero, puede afirmarse que Ia variable se encoentra dis-
tribuida en forma homogénea.

I =0,17

_<>_

Ejercicio 4.12. En un muestreo se entrevisté a 10 asesores financieros sobre la
rentabilidad de un determinado activo en el proximo afio.
Los datos en porcentaje son los siguientes:

15 16 17 24 18 29 30 14 37 24

a) Calcule el coeficiente de asimetria de Pearson.
b) Calcule el coeficiente de asimetria de Fisher.

c) Calcule el coeficiente de curtosis.

Respuesta

Primero obtenemos los valores de los signientes estadisticos:

F-GE_2E_ 4

— M, =21; recordemos que para el célculo de la Mediana debemos ordenar pre-
viamente la distribucién y construir la tabla de frecuencias:

1 14 1 14 1 8.4 70,56 ;592,70 4.978,71
2 15 1 15 2 ~T4 54,76 —405,22 2.098,66
3 16 1 16 3 6,4 40,96 -262,14 1.677,72
4 17 1 17 4 -54 29,16 ~157,46 850,31
5 18 1 18 5 —44 19,36 —85,18 374,81
6 24 2 48 7 3,2 5,12 8,19 13,11
7 29 1 29 8 6.6 43,56 287,50 1.897,47
8 30 1 30 9 7,6 57,76 438,98 3.336,22
9 37 1 37 10 14,6 213,16 3.112,14 | 45.437,19
Suma 10 224 5344 234408 | 61.564,19
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Al ser Nf2 igual N, la ﬁlediana viene dada por la media de los valores corres-
pondientes a x. y X, (18 y 24); por lo que: :

18424

) 21.
2

M

—— Al indicar en el enunciado que se trata de un muestreo, calculamos la cuasi-
varianza:

— §=4/59,38 =771

- §*=771* =457 54,

1 _p . 2.344,08
_ ?E(xf_x) T

— lz(xj ) = I 6560
n 10

Con esta informacién procedemos al cdlculo de los estadisticos demandados:

a) El coeficiente de asimetria de Pearson viene dado por la expresion:

_I-M, 224-21

~0,18 > 0.
o 771 g

A,

Este valor positivo indica que las observaciones tienen un sesgo hacia la
derecha de la mediana.

b) El Coeficiente de asimetria de Fisher estd basado en el momento de tercer or-
den y se obtiene con la expresion:

1 - 1 -
D D R L
& I/ - = " 457,54

| v D -2V

=0,51>0.
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Este valor positivo indica que las observaciones tienen un sesgo hacia la
derecha de la media.

¢) Empleamos el coeficiente de curtosis de Fisher, que viene dado por la expre-

sion:
1 .4 1 4
_ § 2=, _ _XIE(xf_x) B4 815642 4 s 4l g
gr{l E( Xy’ r (Var )’ 3.525.72 ’ ’
- X.—X)n.
N L& i

Este valor menor que 0 indica que tenemos una distribocién con colas li-
geras.

Ejercicio 4.13. El cuadro que se presenta corresponde a la distribucién de las
compras realizadas por una empresa a sus diversos proveedores.

EErE

0-100 20

100 - 150 40
150 - 210 42
210 - 500 28

a) Calcule el promedio de compras por empresa y analice su representatividad.
by Cudl es la cantidad mds frecuentemente suministrada?
¢) JEs simétrica la distribucion? Justifique la respuesta.

d) Se prevé un descuento para aquellas empresas que hayan suministrado mds de
145 000 ewros. ;Qué porcentaje de empresas podrd acogerse a esta bonificacion?

e) (Qué porcentajes de empresas han suministrado menos de 50.000 euros?

Respuesta

Construimos la signiente tabla auxiliar en la que hemos aproximado una marca de
clase para cada intervalo:
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35

- 100 50 20 20 1.000 34201183 | —44.724.624,50

100 - 150 125 40 60 5.000 124.408,28 -6.938.154,30
150 - 210 180 42 102 7.560 24,85 -19,12
210 - 500 355 28 130 5.940 849.978,11 | 148.092.339,33
Total 130 23.500 1.316.423,08 96.429.541,42

a) Lamedia viene dada por la siguiente expresion:

i1

X
&7 23500
N 130

= 180,769

X=

El promedio o media aritmética de las compras es, pues, de 180.769 euros
por empresa suministradora; para analizar su representatividad es necesario ob-
tener alguna medida de dispersidn; calculemos la desviacién tipica:

—\2
) i
_ ,1.316.423,08 ~ 100,63
130

Para relativizar 1a desviacién tipica y conocer su incidencia sobre 1a media,
se calcula el coeficiente de desviacién de Pearson, definido como ¢l cociente
entre la desviacién tipica y la media:

Este coeficiente es algo mayor, aungque no mucho mayor que 0,5; en con-
secuencia puede afirmarse que la media tiene una representatividad relativa, y,
aungue no es totalmente descartable como medida de andlisis de la distribu-
cién, hay que poner mucho cuidado en su interpretacién.

b) El valor més frecuente de la distribucion es la Moda; para el cilculo de este es-
tadistico debe tenerse en cuenta que los intervalos son de diferente amplitud,
Es necesario, en consecuencia, generar una columna de densidad del interva-
loh
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0-100 100 20 0,2
100 - 150 30 40 0.8
150 - 210 60 42 0,7
210 - 500 290 28 0,097

d)

En la columna de densidad del intervalo &, puede observarse que el inter-
valo de mayor frecuencia relativa es el segundo; en consecuencia el intervalo
modal es el mtervalo 100-150.

Para el cédlculo del punto modal se utiliza la expresidn:

h
—= . = M, =100+——9’~7——-505138.888€

M !
0,2+0,7

=L .+
o inf
Ay + By

Para estudiar la simetria de la serie calculamos el coeficiente de asimetria de
Fisher, que viene dado por la expresion;

1 3 1
w2 (x-%)n, m T s
=" (o xf )" O 100,63’ 1015009 =
E x,—x) n;
i=l N

El momento de orden 3 respecto a la media (m,) ha sido calculado a partir
de las operaciones desarrolladas en la dltima columna de la tabla; en el deno-
minador aparece la desviacién tipica calculada en un apartado anterior
{100,63) elevada al cubo.

El valor 0,73 mayor que 0 indica que la distribuci6n es asimétrica por la
derecha, es decir que ticne m4s valores superiores a la media que fos menores
a la media.

Para obtener el porcentaje de las empresas que superaron los 145.000 euros de
ventas podemos operar de la siguiente forma:

— Nimero de empresas que vende menos de 100.000 €: 20 = n.
— Niimero empresas que vende entre 100,000 y 150.000 €: 40
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Si suponemos que estas 40 empresas estdn uniformemente distribuidas en
el intervalo, podemos operar con una sencilla regla de tres para obtener las em-
presas que venden entre 100.000 y 145.000 euros; el razonamiento es el si-
guiente:

— Sien un intervalo de amplitud 50.000 hay 40 empresas...

-— En un intervalo de amplitud 45.000 habrid X empresas.
De dénde

45.000-40
yo

= 36 empresas
50.000

El nimero total de empresas con menos de 145.000 <de ventas, es pues
de 56 (20 4+36); el porcentaje pedido serd en consecuencia del 43,07%
(56/130).

También se obtiene este resultado operando de la siguiente forma:
130

k-—— =20

145=100+—100 .50
40

= k=43,077

100 — &k = 56,923 = 56.

e) De forma similar, para obtener el porcentaje de empresas que han vendido me-
nos de 50.000 euros, trabajando ahora con el primer intervalo tendremos:

k=17,6923.

El 7,69% de las empresas vendieron menos de 50.000 €.
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Ejercicio 4.14. A continuacion se presenta informacion referida a la distribucion
de sueldos del personal de una empresa segiin el tipo de empleado.

Cuadro de distribucion porcentual de Sueldos

0 - 400 . 14 0 14
400 - 800 17 8 25
800 - 1.200 18 18 36
1.200 - 1.600 13 14 27
1.600 - 2.000 8 14 22
2.000 - 2.400 14 19 33
2.400 - 2.800 9 18 27
2.800 - 10.000 7 9 16
Total 100 100 200

A partir de dicha informacion:

a) ;Cudl es el importe promedio de las los sueldos? ;Qué porcentaje ganan mds,
como media, cada uno de los grupos?
b) (Es representativo el promedio total calculado?

c) ;Qué porcentaje de los empleados de cada grupo ganan entre 1.600 y 2.800 €7

Respuesta

Construimos la tabla auxiliar:

0-400 200 400 2.800 0 2.800
400 - 800 600 400 10.200 4.800 15.000
800 - 1.200 1.000 400 18.000 18.000 36.000
1.200 - 1.600 1400 400 18.200 15.600 37.800
1.600 - 2.000 1.800 400 14.400 25.200 39.600
2.000 - 2.400 2.200 400 30.800 41.800 72.600
2.400 - 2.800 2.600 400 23.400 46.800 70.200
2.800 - 10.000 6.400 7.200 44.800 57.600 102.400
162.600 213.800 376.400
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En la que hemos calculado las marcas de clase de los intervalos y denominado x;

yx, a los dos grupos de empleados (comercial y técnico).

a) Para obtener Ia media aritmética se tendré que

i : . - .Xzﬂi R0
5 o H A 162600, o 5, o 5 X 213800

1

=2.138;

F

E i _ 376,400

=] =1.882.
N 200

X

Como promedio, el personal técnico gana un 31,5% mds que el personal
comercial (2.138/1.626) y un 13% més que la media de todos los empleados
de la compaiiia (2.138/1.882).

b) Para estudiar la representatividad de la media necesitamos conocer la desvia-
cion tipica:

0 - 400 200 -1.682 i4 2.829.124 39.607.736
400 - 800 600 -1.282 25 1.643.524 41.088.100
800 -1.200 1.000 ~-882 38 777924 28.005.264
1.200 - 1.600 1.400 —482 27 232324 6272748
1.600 - 2.000 1.800 —82 22 6.724 147928
2.000 - 2.400 2200 318 33 101.124 3.337.092
2.400 - 2.800 2,600 718 27 515.524 13.919.148
2.800 - 10.000 6.400 4.518 i6 2.829.124 | 326.597.184
Total 200 458.975.200

_ {458.975.200 ~1.115
200
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Para relativizar la desviacion tipica y conocer su incidencia sobre la media
se calcula el coeficiente de variacién de Pearson, definido como el cociente en-

tre la desviacion tipica y 1a media:

Este coeficiente es mayor gue 0,5; en consecuencia debe afirmarse que la

media no tiene representatividad.

¢) Como 1.600 y 2.800 son limites de intervalos, la respuesta se obtiene calcu-
lando las frecuencias relativas acumuladas entre los intervalos afectados.

Los resultados son:
— Personal comercial: 31%.

— Personal técnico: 51%.
— Total personal: 41%

_

Ejercicio 4.13. En un aeropuerto se han tomado en promedio los retrasos en la
partida de los tltimos 800 vuelos. Calcule todas las medidas de dispersion a partir de

la siguiente informacién:

Retraso en minutos (x) 10 40 50 70

N° de vuelos (r) 200 306 200 100

Respuesta

Construimos la tabla auxiliar:

10 200 200 2,000 20,000 6.000

5.750

40 300 500 12.000 430.060 0 375

50 200 700 10.000 500.000 2.000 2.250

70 100 800 7.000 490.000 300 3.125
Suma 800 31.000 1.450.000 11.000 11.500
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En la que se ha obtenido la Mediana a partir de la columna N, de frecuencias ab-
solutas acamuladas:

%=400 = N;>400 = x,=40 = M, =40

Recordemos que para determinar la mediana en las distribuciones no unitarias se
ordena la distribucidn, se obtiene la frecuencia absoluta acumulada N,y se calcula el
valor N/2 (en nuestro caso 400). Si existe un N, que supera al V/2 la mediana ¢s el X,
que corresponde a dicho V.

La media aritmética viene dada por

— Rango
R =an; —Xm =70-10=60
— Recorrido intercuartilico
Rl = Q3 - Ql

3.
WO g s,
4 4

%\7_=1-§00=200=>Q]=10+40

=25

R, =50-25=25
— Rango entre percentiles
R,=Py—Py,

90 - 800
100

=720 = PB,=70

10-800

=80 = PB,=10
100

R =70-10=60
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—— Desviacion absoluta media

X. —X|n.
D, = | : | : = i=—11'500=14,375
N 800
— Desviaciéon mediana
x —M,|n, 11.000
D, = | = D, = =13,75
e N © 800

— Varianza

Aplicamos la férmula de la varianza en funcién de los momentos respec-

to al origen:

6i=m,=a,-al=a,-%

Conocemos que a, = X =38,75; Necesitamos CONOCeT &,; €N NUESIo caso

o Ex n, 1490000_1.862’5

por lo que
o’ =1.862,5 (38,75)" = 360,9375

—- Desviacin tipica

O=\02 = o= J360,9375 = 18,998

— Coeficiente de apertura

X
Cop ™ = (, . 7
Xy 10.

— Recorrido relativo

RR =20 _ 1548
38,75

4

RR =

M1 =



246 ESTADISTICA PARA ADMINISTRACION Y DIRECCION DE EMPRESAS

— Recorrido semi-intercuartilico

Rs,.=-Qi"—QL = R, 2010 _ 0,667
Q,+0, Y 50+10

— Coeficiente de variacion de Pearson

= CV = ———=0,49027

o, 18,998
3 38,75

I |

Ejercicio 4.16. Se desea comparar dos métodos, A y B para ensefiar a utilizar
un nuevo sistema de produccion en serie. Para llevar a cabo esta investigacion, un
especialista selecciond a diez operarios con el mismo nivel de cualificacién. A
cada par de operarios se le asignd ol azar un método (a uno el A y a otro al mé-
todo B).

Después de cuatro semanas cada operario se sometic a un examen, siendo los re-
sultados obtenidos, los siguientes:

1 36 35
2 37 35
3 41 40
4 42 A
5 36 36
6 35 34
7 42 40
8 33 3
9 40 39
10 38 37

Si usted tuviera que recomendar uno de estos métodos, ;cudl elegiria? Funda-
mente su respuesta.
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Respuesta

E; 38 36,8
o, 2,97 3,03
cv 7.82% 8,23%

Se recomendaria el método A pues, teniendo las variabilidades parecidas se ob-
serva un mayor promedio en las pruebas de rendimiento en los operarios que ufiliza-

ron ese método.
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TasLa RESUMEN DEL CAPITULO 4:
Principales medidas de dispersion de una distribucién unidimensional

Es la diferencia entre el mayor
valor y €l menor de una distri- | R=x_ -x

bucidn.
Otra forma de medir el rango. X
C =
* Xy
Diferencia entre cuartiles o per- | R, =0, ~ 0,
ceptiles.
Rrp =Py, —P,
Cociente entre el recorrido y la R
media aritmética, RR = 5
Cociente entre el recorrido in-
- : _2-0
tercuartilico y Ia suma del pri- | R, =
mer y tercer cuartil. G+ O
Media de los valores absolutos r _
de las desviaciones respecto a | D; = E|x,. -x |—’
la media aritmética. i1
Media de los valores absolutos r
o i3
de las desviaciones respecto a | D; = ZM —ME|—’
la mediana. = N
Media aritmética de los cuadra- r
. 3 —\2 i
dos de las desviaciones respec- | o = 2 (x,- - x) —=
to a la media. = N
Raiz cuadrada de la varianza. 2
O, =.JO;
Varianza y desviacidn tipica n

. —\2 A
aplicados a datos muestrales; se | s = Z (x, - x) d
divide por r — 1 en vez de por =

R.

Cociente entre la desviacién ti-
pica y la media aritmética. y =
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TABLA RESUMEN DEL CAPITULC 4:
Principales medidas de dispersion de una distribucion unidimensional

(Continuacion)
Mide el mayor o menor grado =l
de equidad en el reparto de las 2 (p,-4)

i=]
r—1

variables y variaentre O y 1.

I;=
Pi

il

Basado en el momento respecto
a la media de tercer orden:

Distribucion simétrica =

=g,= 0.

Si g, <0 = distribucién asi- | o - ﬂ% -
métrica a la iz- (e
quierda.

Si g, >0 = distribucién asi-
métrica a la dere-
cha.

Basado en el momento respecto
a la media de cuarto orden:

Si g, =0 = distribucién nor-
mal. i,

Si g, <0 = distribucién Pla-
tictirtica,

Si g,>»0 => distribuci6n Lep-
toctirtica.







Capituio 5

DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS
BIDIMENSIONALES

5.1. INTRODUCCION

En 1a prictica es muy frecuente que en el estudio de una poblacion estemos inte-
resados en medir no sélo una, sino varias variables; cuando estudiamos dos variables
de una poblacion tenemos una distribucion de frecuencias bidimensional, si estu-
diamos miltiples variables dispondremos de una distribucion de frecuencias multi-
dimensional.

Ejemplo, en la caracterizacién de la poblacién que visita una determinada ciudad,
podemos estar interesados en conocer la nacionalidad y el nivel de renta de los visi-
tantes (distribucion bidimensional), pero también y ademds, el motivo de la visita, la
duracién de 1a estancia, el medio de locomocidn empleado para ilegar a la ciudad, el
gasto realizado en su estancia, la distribucién del gasto por conceptos, etc. (distribu-
cién multidimensional). Con lo estudiado en los capitulos anteriores, nos limitariamos
a analizar cada variable de forma aislada; en este capftulo se aborda el andlisis con-
junto de dos variables, poniendo especial hincapié en determinar la posible existencia
de alguna relacién de dependencia entre ellas.

Cenirdndonos en las distribuciones bidimensionales, tendremos, para cada indi-
viduo observado los valores correspondientes a dos variables o dos atributos, que de-
notamos por X e Y.

La posibilidad de que la informacién observada se corresponda con un valor o con
un atributo, nos da varios tipos de distribucicones bidimensionales, a saber:

— Las dos variables son cualitativas (es decir, se trata de dos atributos, cada uno
con sus diversas modalidades); medimos, por ejemplo, 1a nacionalidad y el
motivo de a visita.

— Una de las dos variables es cuantitativa (ya sea discreta o continua) y ofra cua-
litativa; medimos, por ejemplo, el gasto realizado y el medio de locomocién em-
pleado.

— Las dos variables son cuantitativas {discretas o continuas); por gjemplo, ¢l gas-
to realizado y la duracion de la estancia.

5.2. CONSTRUCCION DE TABLAS ESTADISTICAS BIDIMENSIONALES

Se llama distribucién conjunta de frecuencias de las dos variables (v, y) a la tabla
que representa los valores observados de ambas variables y sus frecuencias de aparicion.
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Cuando las variables son cuantitativas a las tablas de frecuencias se les denomi-
na Tablas de Correlacidn y cuando se trata de atributos o variables cualitativas se las
denomina Tablas de Contingencia.

Las distribuciones bidimensionales adoptan el siguiente formato general:

¥y
¥ 1 ¥ 2 N Y 7 N ¥ s "’z
x
xl ]’l“ an nlj nls nl
x2 JV“21 n22 n2] n?.s n2
xi nz] nr'Z nij nis n:
xl' nll an nlj nm ’Ir
", n,, n, n,; R, n. =N
Dénde:
X, X, ..., X Son los r valores 0 modalidades que toma la variable x.
Y5 ¥, «n ¥, Sonlos s valores o modalidades que toma la variable y.
Ags By oo, i, Esla frecuencia en la que aparece el valor i de la variable X con-
Jjuntamente con cada valor 1, 2, .. s de la variable ¥.
M, My oo 1, Bs la frecuencia en la que aparece el valor j de la variable Y con-
juntamente con cada valor 1, 2, .. r de la variable X.
. Es Ia frecuencia total con la que aparece el valor i de 1a variable X.
n.; Es la frecuencia total con Ia que aparece el valor j de la variable .
N=n Es Ia frecuencia total de la distribucidn.
Ejemplo 5.1. Se muestra en la siguiente distribucién el nimero de empresas exis-

tentes en Espafia segdn condicién juridica y estrato de asalariados a 1 de enero
de 2009, segin el Directorio Central de Empresas del Instituto Nacional de Esta-

distica:



DISTRIBUCI@N DE FRECUENCIAS BIDIMENSIONALES

253

Sin 25.680 358.446 64.759 | 1.217.370! 101.215 1.767.470
asalariados

Pela? 41.938 664.012 48.604 569.5571 78.885 1.402.996
Del10al9 15.334 71.951 1.168 5.943 7.205 101.601
De20a49 14.825 34.264 254 1.027 5.271 55.641
Des50a99 5.581 7.212 33 0 2.249 15.075
De 100 a 499 4.958 4.527 12 G 1.753 11.250
De 500 o mds 1.014 408 1 0 374 1.797
Total 109,330 1.140.820 | 114.831 | 1.793.897| 196952 3.355.830

Fuente: DIRCE. INE.

i

117 s T

N=n..

Es el atributo Estrato de asalariados, que toma las modalidades x, =
Sin asalariados, x,=De 1 29 ....., x, = De 500 o mds.

Es el atributo Condicién o Forma Juridica de la empresa, que toma las
modalidades y, = Sociedades anénimas, y, = Sociedades limitadas
..... 2¥ = Oftros tipos.

Es la frecuencia en la que aparece el atributo 1 de Ia variable X (Sin
asalariados) conjuntamente con cada uno de los atributos de y (z, =
25.680 (25.680 empresas que operan bajo la forma de sociedades
anénimas, #,, ..., n, =374 (374 empresas con forma juridica otros
tipos).

Es 1a frecuencia en la que aparece ¢l atributo 1 de Y (Sociedades Ano-
nimas) conjuntamente con los distintos atributos 1, 2, ., s de la varia-
ble X (n,, = 25.680 n, =41.938, .., n = 1.014, de 500 o més asala-
riados con forma juridica sociedad anénimaj.

Es la frecuencia total con la que aparece la modalidad i de la variable
X (n,.=1.767.470, es decir que el nimero total de empresas sin asa-
lariados fue de 1.767.470).

Es la frecuencia total con la que 1a modalidad j de 1a variable Y (n.,=
1.140.820, indicativa de que el niimero de empresas con forma juri-
dica de sociedad limitada fue de 1.140.820 empresas),

Es la frecuencia total de Ia distribucién, en el ejemplo 3.355.830 em-
presas.

Las distribuciones marginales aparecen cuando se estudian aisladamente cada
una de las variables (con independencia de la otra o, si se trata de distribuciones mul-
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tidimensionales, del resto de las variables). Asi, al igual que en las distribuciones uni-
dimensionales, podemos definir la frecuencia relativa de vn elemento (x,, yj) en base
a la relacion:

fy=at
i7 ..

Como puede comprobarse, se verifica que la suma de todas las frecuencias rela-
tivas es igual a 1, es decir:

iifs,- =1

i=l j=1

5.3. REPRESENTACION GRAFICA DE LAS DISTRIBUCIONES
DE FRECUENCIAS BIDIMENSIONALES

Al igual que en lo descrito para las distribuciones unidimensionales las distribu-
ciones bidimensionales pueden adoptar miltiples representaciones graficas; depen-
diendo de los datos disponibles algunas pueden ser mds pldsticas que otras; veamos al-
gunos ejemplos:

Ejemplo 5.2. Representar graficamente la siguiente distribucién bidimensional de fre-
cuencias sobre el sexo y el estado civil de 425 personas.

Soltero 15 24
Pareja de hecho 25 35
Casado 75 60
Separado 58 10
Divorciado 42 50
Viudo 10 15
Total 225 200

Podemos representarlos grificamente en cualquiera de las siguientes formas:
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Grafico de frecuencias bidimensionales

260 —

200

180

100

50

Soltero
Pareja

de hecho
Casado
Separado
Divorciado
Viudo
Total

0O, a la inversa:

250

200

150

100

50

Grafico de frecuencias bidimensionales

225

Mujer

Pareja de hecho Casado
Divorciado  JEA Viudo Total

B8 Scparado

Ejemplo 5.3. Representar graficamente la siguiente distribucion bidimensional con
tramos de edad y nivel de estudios en una poblacién de 500 individuos:
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De 27 a 44 afios 2 57 122 69 250
De 45 a 55 afios 19 92 80 44 235
Mis de 55 afios 1 4 6 4 15
Total 22 153 208 117 500

Uno de los posibles graficos puede ser el siguiente:

Grafico de frecuencias bidimensionales

300 4
250

235

250
250 -
180

100

1 46 4%
_—

De 27 a 44 afios De 45 a b5 afos Mas de 55 aiios

C18in estudios [0 Estudios primarios@Estudios medios M Estudios superiores @ TOtaI]

Ejemplo 5.4. Representar grificamente la distribucién del gasto realizado por 23
clientes de un hotel en relacidn con el ndimero de dias de estancia en el mismo.

N.° de Cliente ;2134 |5|6(7]8|9|10711112(13]14(15|16(17|18{19]20|21)|22(23

Dfasdeestancia | 1| 27111 2}3]5]4|6]154|174|3)5|4|615]14|6[5:1]|2

Gasto en € 50| 60| 45(48;65(85|95;89|99| 86| 75{58|85]75|90( 87| 93| 85| 75|94 (84 |52] 68
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Relacién entre gasto realizado y dias de estancia

-120 4
80

60 -

Euros

30 -

0 i 2 3
Dias de estancia

I
[+2]
-

Nétese que en el gréfico de puntos, se ha incorporado, lo que més adelante deno-
minaremos, una linea de fendencia que aproxima los puntos observados.

Ejemplo 5.5. Un tipo de gréficos muy habitualmente empleado en la representacion
de las distribuciones bidimensionales es el denominado «gréfico de dispersidn»; este
tipo de graficos se utilizan para analizar visualmente la relacién que existe entre las
dos variables, representdndose los valores de la variable X en el eje de ordenadas y los
de la variable Y en el de abscisas.

En el siguiente ejemplo se muestra la relacién entre gastos en publicidad y ventas
en una empresa durante siete afios.

Relacién ventas-publicidad

2200 - e
@ 2100 ®
= 2000 + ® &
S 1900 ¢

1800

1700

1600

1500 - : ; ; 4

90 100 110 120 130 140

Gastos en publicidad
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5.4. EL. CALCULO DE LAS MEDIDAS DE POSICION Y DE DISPERSION
EN LAS DISTRIBUCIONES MARGINALES DE FRECUENCIAS

Como se ha indicado anteriormente ¢l concepto de distribucién marginal de fre-
cuencias en el dmbito de las distribuciones bidimensionales surge cuando se estudia’
aisiadamente una de las variables, es decir, surgen del estudio de una vartable de for-
ma independiente a la otra. '

S1 estamos en una distribucién bidimensional, tendremos que considerar los pares:-

— (x,. ) donde/variaentre 1 yr.
— (v, n,) dondejvarfaentre 1ys.

Obteniendo por tanto las siguientes expresiones para la media aritmética y para la
varianza:

il 5‘?:@&5@‘--8&“}(} g b et e
tadisticos:

R,

Media aritmética

Varianza

Al igual que en las distribuciones unidimensionales pueden definirse los mo-
menios respecto al origen y respecito a la media; 1a inica diferencia en este caso es
que se les denota con doble subindice:

Momentos respecto al origen:

Se obtienen mediante la siguiente expresion genérica:
r
H..
- ook T4
Ay = 22% ¥i I

=1 j=1

Los més importantes son:
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| Momentos respecto al . s
“origen de primer orden 2 X, 2 i,
o~ a e

g N 01 T T —N
'Momentos respecto al . s
| origen de segundo orden 2 xn, 2 in,
a = o S
20 N Gz N

Y cl denominado momento producto, que ¢s nuevo para este tipo de distribuciones

~ y que se denota con a, ;:
r 5
S S,
=l =
4 = —
N

Momentos respecto a la media
Se obtienen mediante la expresion general:
r 5 “ _ n.
My = 3, 0= 0 0, -0
il j=]

Dado que, como puede facilmente comprobarse, m,, = m = 0, los principales mo-
mentos respecto 4 la media son los de segundo orden, es decir las varianzas margina-
les v lo que se conoce con el nombre de covarianza:

- -2 R, N ey
mza"El(x.'_x)zF'; mgz=zl(yj~y)2?
i= j=

La covarianza se¢ define como:

Ez(xi_f)(yj _y)ny Ay XY

_ =l j=l i=1 j=1 s

2 N N
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Al igual que en Jas distribuciones unidimensionales (véase el epigrafe 3.9), log
momentos respecto a la media pueden ponerse en relacion con los momentos respecs
to al origen, con las siguientes relaciones®:

2
1¢

2_ = a2
¥ =My = g — Ay

2— = —
Sx“mzo"azo a

Cov(xy) = Sxy =m, =a, — 4,4,

Ejemplo 5.6. Calcule los principales estadisticos de las siguientes tablas bidimen-
sionales de frecuencias referidas a salarios, categorias profesionales y afios de anti-
giiedad de 50 trabajadores de una determinada empresa:

TaBLA 5.5.1
T g oy L KA b = i
1.000-1.10 5 2 1 5 15
1.101-1.250 2 4 1 i1 2 20
1.251-1.500 3 2 4 1 3 13
1.501-2.500 0 0 0 W 2 2
Total 7 11| 7 13 12 50
TABLA 5.5.2

, 1.000-1.106 2 5 2 1
1.101-1.250 3 4 I 10 2 20
1.251-1.500 3 2 1 1 6 13
1.501-2.500 1 0 1 g 2

Total 9 11 5 16 9 50

5 Puede verse la demostracion en Casas Sdnchez y Santos Pefias, Introduccicn a la Estadistica para
Administracidn y Direccién de Empresas. Editorial CEURA. 2002.
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TaBLA 5.6.3

2 1 2 1 1

3 1 1 4 2

3 2 i 1 0

1 4 1 4 3
Mids de 4 0 3 0 6 3 13
Total 9 11 5 16 9 50

La obtencidén de las medidas de posicion de las distribuciones marginales de
“cada una de las variables se ajustarfa a los mismos procedimientos descritos en ¢l and-
¢ lisis de las distribuciones unidimensionales; asi para Ia variable X (salarios), para la
“variable ¥ (categorias) y para la variable Z (afios de antigiiedad), tendriamos los si-
‘guientes parametros:

1.00(3:1‘.100 1.050 15750y -172,5| 29.756,25 446.343,75
1.101-1.250 1.175 20 23.500 -47.5 2.256,25 45125
1.251-1.500 1.375 13 17.875 152,5 | 23.256,25| 302.331,25
1.501-2.500 2.000 2 4.000 77151 604.506,3 1.209.012,5
Total 50 61.125 659.775 | 2.002.812,5
Media aritmética 1.222.5
Varianza 40.056,25
Desviacion tipica 200,14
Coeficiente de Variacién 0.16
de Pearson ’

El alumno puede obtener, como préctica los valores de la mediana, moda, cuarti-
les, coeficientes de asimetria y curtosis, etc. de la variable unidimensional X.

' En el caso de la variable ¥, al ser cualitativa, ademds de las frecuencias relativas,

s6lo indicaremos la moda.
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Operariosftrabajadores de produccién 9 18
Administrativos 11 22
Técnicos y Oficiales 5 10
Comerciales 16 32
Otros 9 18
Total 50 100

Siendo en este caso la moda la categoria correspondiente a los comerciales, acu-
mulando el 32% de la frecuencia total.

En el caso de la variable Z (afios de antigiiedad) deberemos proceder a la estima-
cién de una marca de clase para el dltimo intervalo (intervalo abierto) antes de pro-
ceder a] cdlculo de los pardmetros unidimensionales; si suponemos una marca de cla-
se de 6 afios para este intervalo, obtendremos los siguientes valores:

Media aritmética 3,48
Varianza 2,97
Desviacion tipica 1,72
Coeficiente de Variacion de Pearson (0,49

Para el cdlculo del parametre bidimensional de la covarianza nos quedaremos con
¢l par de variables X (salarios), Z (afios de antigiiedad), ambas de naturaleza cuanti-
fativa, pracediendo de la siguiente forma:

1. Obtencién de los valores medios (media aritmética) univariantes para X y Z;
estos valores calculados son¥ = 1.222.5 y7= 3,48.

2. Utilizando los valores medios calculamos las columnas x,. —X y z, -7, ope-
rando, a partir de las marcas de clase de los intervalos, de la siguienie forma:

zZ, - z
X, —-X Paraz=1 —2.48
Para x = 1.050 -172.5 Paraz=2 -1,48
Parax=1.175 47,5 Paraz=3 -0,48
Para x = 1.375 152,5 Paraz=4 0,52
Para x = 2.000 777.5 Paraz=06 2,52

3. A partir de los valores de las 7, en 1a tabla 5.5.1 construimos la signiente ta-
bla:
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TPara (x="1.050;z= 1) -172.5 2 855,6
Para (x=1.050; z = 2) -172,5 5 1.276,5
I'Para (x=1.050; z = 3) -172.5 2 165,6
Para (x=1.050;z = 4) -172,5 1 -89.7
{Para(x=1.050;z= &) -172,5 5 -2.173,5
Para(x=1.175;z= 1) 47,5 2 2356

| Para (x=1.175; z = 2) -47.5 4 281,2
Para (x=1.175; z= 3) 47,5 1 22.8
Para (x=1.175;z= 4) -47.,5 11 -271,7
Para (x=1.175;z= 6) —47,5 2 2394
Para (x=1.375;z= 1) 152,5 3 —1.134,6
Para (x=1.375;z= 2) 152,5 2 —451,4
Para (x=1.375,z= 3) 152,35 4 -202.8
Para (x=1.375;z= 4} 152,5 1 79,3
Para (x=1.375;z= 6) 152,5 3 1.152,9
Para (x = 2.000; z= 1) TI17.5 0 0
Para (x =2.000; z= 2) 7775 W] 0
Para (x=2.000; z= 3) 777.5 0 0
Para (x=2.000; z = 4) 777.5 0 0
Para (x = 2.000; z= 6) 7715 2 3.918.6
Total / Sumna 3.335,0

En la que tenemos:

— En la segunda columna los valores x, - X,

— En la tercera columna los valores z, —Z,

— En la cuarta los valores de las frecuencias n, (n,, = 2, ya que hay dos trabaja-
dores con un salario de entre 1.000 y 1.100 <mensuales v 1 afio de antigiie-
dad; n,, = 4, ya que hay 4 trabajadores con un salario comprendido entre
1.251 y 1.500 <mensuales y 3 afios de antigiiedad, etc.).

— En la quinta columna el producto de las 3 anteriores, y

— En latiltima fila el sumatorio de 1a Gliima columna.

Aplicando la expresion de la covarianza, tenemos:

zi (-2 2) 3335

Cov(x,z) = =14t v 0

=66,7

Este valor representa una relacién positiva entre los salarios (X) y los afios de an-
tigitedad (Z), indicdndonos que, estadisticamente, a medida que aumenta la antigiiedad
de los trabajadores aumenta su salario.
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Representacion gréfica

Mediante un diagrama de dispersién tendrfamos el signiente gréfico de salarios en
relacion con la antigiiedad:

2200
2000 o ju]
1800 o
1600 4
1400 «
o o B a o
, 1200 s
8 o = R o =]
K
(S =] =] =] 23 =
1000 -
0 1 2 3 H 5 6 7
Antigledad

5.5. LA DEPENDENCIA ESTADISTICA ENTRE DOS O MAS
VARIABLES

El grifico anterior parece indicar 1a inexistencia de una clara relacion entre las dos
variables consideradas, ya que algunas personas con una antigiiedad de 6 afios en la
empresa ganan menos que ofras con un afio de antigiiedad v, sin embargo, otras ganan
mucho més.

Hemos generado otro grifico correspondiente a una distribucién entre dos nuevas
variables para 50 trabajadores de la misma categorfa que trabajan en una empresa; las
variables consideradas han sido el salario mensual v [as horas de trabajo, con el si-
guiente resultado:
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Horas trabajadas

En este diagrama de dispersidn la relacién parece mds evidente, de forma que la
nube de puntos tiene una cierta fendencia hacia arriba, indicativa de que al aumentar
las horas (rabajadas aumenta ¢l salario recibido.

Puede resultarnos interesante estudiar esta dependencia con objeto de verificar si
existe relacion entre dos o mds pares de variables (salario y horas trabajadas, salarios
y categorias profesionales, salarios y antigiiedad en una empresa, nimero de visitan-
tes y plazas hoteleras existentes en una ciudad, nimero de clientes y precio de las ha-
bitaciones de un hotel, etc.)

El estudio de estas relaciones de dependencia estadistica ¢s realizado por la Teo-
ria de la Correlacion, que determina si existe una cierta covariacion o variacion con-
Junta entre dos variables y refleja numéricamente dicha dependencia.

Esta relacién o posible relacién de dependencia puede adoptar tres resultados:

+» Independencia funcional o correlacién nula: cuando no existe ninguna rela-
cién entre las variables, como parecia deducirse del ejemplo 5.5.
= Dependencia funcional o correlacion funcional: cuando existe una funcion tal
que todos los valores de la variable Ia satisfacen (a cada valor de X le corres-
ponde uno solo de Y o a la inversa).
Serfa el caso de la correlacidn que se da, por ejemplo, entre los ingresos de
una empresa y €l mimero de productos vendidos, cuande no se hace ningdn
tipo de descuento por compras.
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1 100 €
2 200€
3 300 €
4 400 €

— Dependencia aleatoria o dependencia estadistica parcial: se da cuando los
puntos del diagrama se ajustan en alguna medida a una funcién (recta o cur-
vilinea); esta situacion es la mis habitual en Estadistica, ya que, cuando se
comparan dos variables, lo normal es que exista algiin grado de relacion entre
ellas, incluso en el caso de que no exista razén aparente alguna que explique
dicha relacidn.

Este es el caso de la relacion entre salarios y horas trabajadas del ejemplo -
anterior, dénde como puede comprobarse, cuando se examina vn conjunto més
o menos amplio de trabajadores, no siempre a un mismo nimero de horas tra-
bajadas le corresponde el mismo salario, ni viceversa; no obstante, si existe
una relacién indicativa de que a més horas trabajadas se percibe mayor salario
mensual. Probablemente la relacién no es funcional, es decir, matematica,
por cuénto intervienen ofras variables como la categoria de los empleados, la
antigliedad, alguna prima especial por conocimiento de idiomas, horas extras
nocturnas o en dias festivos percibidas a precio diferente del resto, etc.

Las relaciones de dependencia estadistica pueden ser positivas (directas) o nega-
tivas (inversas).

En los casos en que exista dependencia estadistica es interesante disponer de al-
giin instrumento que nos permita medir el grado de dependencia o correlucion exis-
tente y decidir conocer la funcion (recta, pardbola, aproximacidon logarfimica, efc.)
que explica mejor la dependencia.

Como veremos mds tarde, el primer aspecto, es decir el signo v la intensidad de la
dependencia, es estudiado por la Teoria de la Correlacidn, mientras que el segundo,
el estudio de las funciones que relacionan las variables, es abordado por la Teeria de
la Regresion.

5.6. CASUALIDAD, CAUSALIDAD Y ESPECIFICACION DE MODELOS

Antes de estudiar la correlacién y la regresién de variables es interesante hacer
una reflexion sobre las caracteristicas de estas relaciones.

Digamos en primer lugar que el principal objetivo de estas relaciones es la expli-
cacion y en su caso la prediccién de una variable, que Namaremos variable dependiente
0 enddgena con otra u otras variables, las variables independientes o exdgenas.

Se tratarfa, pues de poder explicar el comportamiento de una variable enddgena,
como por ejemplo la cifra de negocio de una determinada empresa, en funcidn de cier-
tas variables exdgenas, como los precios finales de los productos fabricados, el gasto
en publicidad o en I+D+i, la puesta en marcha de una nueva estrategia de venta, etc.
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. Es importante hacer una consideracion al término de ceusalidad de las relaciones;
Supongamos que una empresa durante un periodp de estudio ha aplicado diferentes
precios de venta de uno de sus prqductos y que d1spon§ de una tabla en la que apare-
‘cen relacionados los distintos precios y las ventas obtenidas con cada precio aplicado;
&g bastante probable que comparando ambas series, pueda establecer una relacion,
més o menos compleja, que Ie determine, con algin grado de aproximacion, la cifra
de ventas que obtendrd sf aplicase un cierto precio a su producto.

En este caso existe una causalidad derivada de la teoria general de la demanda,
‘que nos indica que, normalmente, y con las demds condiciones constantes, a medida
‘que se aumenta el precio se genera una menor demanda y viceversa

Es posible, no obstante, que si comparamos la serie de las ventas con alguna otra

-gerie de datos que nada tuviese que ver con la empresa estudiada, ndmero de naci-
‘mientos, automaviles matriculados en China o cantidad vendida de ordenadores, en-
.coniremos alguna relacidn estadistica més o menos intensa; en estos casos tendriamos
que hablar de relaciones de casualidad, ya que no es nada probable que las causas de
la evolucion de la demanda de nuestra empresa tengan algo que ver con [a variacién
de 1a natalidad de determinado pais o con Ia venta de ordenadores, al menos no es po-
sible construir un modelo l6gico, amparado en alguna teoria sustentable, que esta-
blezca dicha relacion.

Hay que tener en cuenta, sin embargo, que algunas variables, puedan estar indi-
rectamente relacionadas a través de terceras variables que si podrfan haberse incluido
en ¢l modelo tedrico; asi, por ejernplo, un aumento de las matriculas de automdviies o
de las ventas de ordenadores puede derivarse de un incremento en el nivel de vida que
a su vez seria también una buena variable explicativa del aumento de las ventas de
nuestra empresa.

Al estudiar una relacion entre variables, es importante, pues, la especificacion pre-
via de un modelo tedrico que recoja las principales relaciones de causalidad; asi, por
ejemplo, como nos dice la teorfa de la demanda, 1a variable enddgena ventas de la em-
presa en cuestion, podria venir explicada por los precios de venta de su producto, por
Ia evolucién de la renta disponible en su espacio comercial, por los precios aplicados
por sus competidores, etc.

Como es 16gico, en 1a explicacién de nuestra variable de interés es seguro gue in-
tervienen otras multiples variables, ratios de calidad-precio con los productos com-
petidores, capacidad logistica, gastos en publicidad, incentivos de la red comercial,
etc.; sin embargo, no siempre es posible tener datos de todas las variables influyentes,
ni tampoco es siempre aconsejable incluirlas en un modelo que se harfa excesivamente
complejo, por lo que se tiende a la simplificacién.

Estos modelos son conocidos como modelos econométricos y todos ellos inclu-
yen una variable adicional, que trata de recoger el efecto conjunto de miiltiples va-
riables irrelevantes o escasamente relevantes y que se denomina «perturbacion alea-
toria» (v); por incluir esta variable los modelos se denominan estocdsticos y adoptan
una forma multiecuacional del tipo:

y=a0+alxl+a2x2+ ..... anxn+v

A través de los pardmetros a,, estos modelos permiten cuantificar la influencia de
cada una de las variables exdgenas (x,) en la variable endégena y efectuar predicciones
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o previsiones sobre la evolucién de esta variable a medida que varfan las variableg
exdgenas. :

El modelo anterior corresponde a la mds simple de las relaciones, la relacién 5i-
neal, gue en el caso de dos variables, adopta la ecuacion de unarecta (Y = a + b X);
mds adelante estudiaremos otras relaciones més complejas.

En todo caso, y como colofén a este epigrafe, el alumno debe tener siempre claro
que en Estadistica en general y en Economia en particular, los estudios de regresion,
correlacién y dependencia estadistica deben, ajustarse siempre a un modelo causal
mds o menos complejo.

5.7. CORRELACION O GRADO DE DEPENDENCIA LINEAL ENTRE DOS
VARIABLES

Cuando tenemos dos variables cuantitativas” una medida de Ia asociacién o co-
rrelacién entre ellas viene dada por el Coeficiente de Correlacion Lineal de Pearson,
que se define como

S

. ¥
¥ -

v~ 58

Expresion en la que:

S, se corresponde con la covarianza entre X e Y.
S, se corresponde a la desviacion tipica de X.
S, se corresponde a la desviacion tipica de Y.

El valor de este par&metro est4 siempre comprendido entre -1 y +1 (-1 <7 _<1),
1o que nos permite y facilita la interpretacion de las relaciones en la siguiente forma:

— Cuando Irx}_l =1 se tiene una relacién lineal perfecta entre las variables X e Y,
por lo que podemos calcular exactamente el valor de ¥ asociado con cada uno
de los valores de X o viceversa. S17, = 1 larelacion es positiva o directa, si 7,
= -1, la relacién es negativa o inversa. El signo positive o negativo se lo da el
valor de la covarianza.

— Cuando r_, = 0 indica que no existe ninguna relacién de tipo lineal entre las
variables. Ello no es 6bice para que exista otra dependencia no lineal (cua-
drdtica, por ejemplo).

— Cuando -1 <r_ <1 existe dependencia estadistica; en general suele aceptar-
se la siguiente clasificacion:

? Existen también diversos coeficientes o indicadores que miden la correlacién entre variables cua-
litativas y entre variables cualitativas y variables cuantitativas, pero no los estudiaremos en este texto;
pueden citarse al efecto los coeficientes de Spearman, de Goodman y Kruskall, de Kendall, de Yule,
etc...; los interesados en esta materia pueden ver el libro Santos, Mufioz, Juez Disefio de Encuestas para
Estudios de Mercado. Técnicas de Muestreo y Andlisis Multivariante. Ed. Ramén Areces. 2003.
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¢ Valor de r de 0 a 0,25 implica que no existe correlacion suficiente entre am-
bas variables.

¢ Valor de r de 0,25 a 0,50 implica una correlacion baja a moderada.

¢ Valor de r de 0,50 a 0,75 implica correlacion moderada a buena.

» Valor de r de 0,75 o mayor, implica una muy buena a excelente correlacion.

Estos rangos de valores se pueden extrapolar también, 1dgicamente, a las corre-
" laciones negativas,
Seflalemos, por dltimo, que, aunque viene expresado en términos numéricos,
- este coeficiente tiene cardcter cualitativo, es decir que si en un caso s¢ obtiene unr =
03 y en otro un r = 0,6, sélo podemos afirmar que en el segundo caso la intensidad de
la relacidn es mayor que en el primero, pero no que es el doble que en el primero.

5.8. REGRESION LINEAL SIMPLE

La simple constatacién de la existencia de una asociacidn entre dos variables no
permite realizar predicciones sobre los valores que adoptard una variable al asignar
valares a la otra. Para ello, y una vez decidido si existe o no esa dependencia entre las
variables es importante saber si podemos encontrar una funcién {con forma de recta,
parabola, efc.) que nos dé una buena aproximacion de la nube de puntos y gue nos sir-
va, por tanto, para hacer predicciones; esta funcion matemdtica se denomina ecuacion
de regresion.

La regresidn consiste en ajustar lo mds posible la nube de puntos de un diagrama
de dispersién a una funcién. Cuando la funcién es una recta obtenemos la recta de re-
gresion lineal, cuando es una pardbola, una regresion parabdlica, cuando es una ex-
ponencial, una regresién exponencial, etc.

La regresidn de dos variables debe afrontar, pues, dos tipos de problemas: decidir
qué funcién se ajusta mejor a los datos disponibles y realizar dicho ajuste.

Para afrontar el primer problema una forma muy 1til es acudir a la representacién
gréifica de los datos; asf, se comprueba, por ejemplo, que en la primera de las si-
guientes distribuciones, la figura que mejor se ajusta a los datos disponibles es una
recta, mientras que la segunda queda bastante mejor explicada con una pardbola.

Grafice de dispersion Grafice de dispersion
100 0
9 4 13
> 0] @
T >
T 804 w1
L 554 T4
i ©
& ] i
= T 0l
204 > 2
164 104
o . o
0 5 w 1B o™ B 0 %
Variable X Variable X

Relacién lineal Relacion parabodlica
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Si se dispone de los programas informdticos més utilizados para realizar regre-
siones estadisticas puede optarse por realizar distintas simulaciones comprobando la
bondad de los distintos ajustes, mediante el andlisis de determinados pardmetros que
veremos mds adelante.

Veamos como afrontar el segundo de {os problemas trabajando con la relacidn
funcicnal mds simple, desde el punto de vista del andlisis matemdtico, es decir, con la
relacion linreal. Como es sabido, este tipo de relaciones vienen dadas por ecuaciones
del tipo:

y=a+bux,

Que se corresponden con la ecuacidn general de una recta en dos dimensiones,

Se trata en definitiva de ajustar una recta de forma que se aproxime el miximo po-
sible a la nube de puntos de la distribucion, determinando los pardmetros a y b de la
ecunacion; para ello pueden viilizarse diversos procedimientos o métodos de ajuste; el
mis utilizado es el denominado Métedo o Criterio de Ajuste por Minimos Cuadrados.

Este procedimiento esta basado en admitir que la representacioén més adecuada de
la dependencia entre dos variables es aquella funcidn que hace minima la suma de las
diferencias al cuadrado entre los valores reales y los valores tedricos obtenidos a partir
de la funcion ajustada (distancias verticales de las observaciones o puntos de informa-
cidn previa de que disponemos a la recta). Supongamos como ejemplo las variables
gasto realizado por los clientes de un hotel y dias de estancia en el mismo; se muestran
en el siguiente grafico las distancias que se hacen minimas al estimar la regresion.

Relacién entre gasto realizado y dias de estancia

120
90+ 4
L ]
4
5 60+
[A1]
L
30 4
0 T T T T T al
0 1 2 3 4 ] 6

Dias de estancia

Luego dadas dos variables cuantitativas X, ¥, se trata de encontrar una ecuacién
del tipo:
Y=a+bX
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Que nos permita aproximar los valores de ¥ a partir de los de X.

En principio existen infinitas soluciones capaces de satisfacer la condicidn ex-
3_ presada en el parrafo anterior, ya que sobre el plano podemos trazar infinitas rectas
‘més o menos préximas enire si; para elegir una es necesario afiadir alguna restriccién
‘adicional que permita obtener una selucion perfectamente determinada. Con esta fi-
‘nalidad, exigimos también gue el error cometido al realizar la prediccion de ¥ sea mi-
Timo.

Si llamamos y, al valor de la variable ¥ que tiene asociado el valor x, de la variable
X, e y* al valor que resultard de calcular la ecuacién ¥ = g + b X, con ¢l valor de x, es
deci:y*F =a+ bx,, entonces el error cometido en la prediccién serd:

e, =y,—y* (la distancia vertical en el gréfico)
De forma que cada punto puede escribirse como:
Y =y*+e,
0, lo que es lo mismo:

y=a+hbx+e
e=y-a-b-x
Estos errores son unos positivos y otros negativos, dependiendo de que la y, ob-

servada esté€ por debajo o por encima de la recta y* estimada. Se elevan al cuadrado

mediante la expresion ® ¢’ , con objeto de que la suma algebraica de los errores no
sea nula.

Se trata de hacer minimo § = 2 e} , es decir:

§= 2()&--3}?)2 =2(yf—a~bxf)z

Para que esta expresidn sea un minimo, la condicién necesaria es que se anulen
las derivadas parciales respecto a las incdgnitas, que son los coeficientes de regresién
lineal a y b.

Derivando respecto de los pardmetros @ y b e ignalando los términos a cero, se ob-
tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

N

N
(vi-a=bx) =0= 23 (y,-a=bx)=0= Y (y,~a-bx) =0

i=1 i=}

N N
(y;~a-bx) =0= —ZExi(yi -a-bx,)=0= Exi(yi -a~bx;)=0
* i=1

i=]

g
=

i
X

&l
L=

1
_
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Operando queda el siguiente sistema de ecuaciones normales:

N N
Eyf =Na+ bExI.
i=1

i=1

N N N
zyixi = azxi +bzxi2
i=1

i=1 i=]

[5.1]

En el caso de que queramos hacer la regresién de X sobre Y, las ecuaciones
serian:

N N
Exi = Na'-f—b'zyi
i [

v N N
XY =a‘2yi +-b'2yg
i=1

i=1

un

(521

=

[
[

Operando adecuadamente podriamos también llegar a otras expresiones que nos
permiten el cdlculo de los pardmetros a y b de la ecuacion de regresion; asi, por ejem-
plo, puede demaostrarse que:

N N N
N x:‘yj_zxf ¥
b= i=. i=1 i=1 =_S_11
bl 2
N /N \ S
N xf—L x,.J
a=y—-bx

Luego la recta de regresion puede obtenerse mediante la expresion:

y-F= S—;(x—a‘c) [5.3]

Del mismo modo podrfamos habernos planteado la ecuacion de regresion de x so-
bre y. En este caso, si suponemos que x = ¢’ + b’ y, tendriamos:
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s
s
¥
a'=T-b'y [5.41
= Sy -
x-X=(y-3)

Expresando las medias, covarianzas y varianzas en momentos respecto al origen
'y respecto a la media y tenicndo en cuenta que:

X =y ¥ =y

Sxy =y, 8 = my, Sy =My,

Las ecuaciones normales de regresién se pueden expresar como:

-— Regresion de y sobre x

b = LN
Py
a = ay - bay
m
y=ay = —H{x-a) [5.5]
20 ’
— Regresion de x sobre y
b= T
Mgy

a'= a -~ bay,

m
X—ay =—n71—1—(y~a0]) [5.6]
o

El alumno puede elegir en cada caso las formulas de cédlculo que considere més
comodas (ecuaciones normales ¢ método de fos momentos).

Ejemplo 5.7. Una empresa ha comprobado experimentalmente que sus ventas {en mi-
les de euros por semana) estdn relacionadas con el niimero de trabatadores disponibles
para atender a la clientela; dispone a tal fin de los siguientes datos:
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20
25
29
33
37
10 41

=R e R i S

Ajtstese la funcion lineal gue mejor exprese la relacién entre ambas variables.

SOLUCION

Utilizamos el sistema de ecuaciones normales, para cuyo planteamiento necesi-
tamos los valores de las columnas 3.2 y 4.2 de la siguiente tabia;

20 5 100 25
25 6 150 36
29 7 203 49
33 8 264 64
37 9 333 81
41 10 410 100
Total 185 45 1.460 355

De la expresion [5.1] se desprende que el sistema de ecuaciones normales

E ¥y, =Na+ bz X;
Ey,-x,- = ale. +bzxf
Tomard los valores:

185 =6a+455h
1460=45a+355b
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Cuya solucién es®:

a=-0,238
b= 4,143

Con lo que la recta ajustada serd:
¥ = 0,238 + 4,143 x,

Veamos ahora en qué medida esta ecuacién se ajusta a los valores exisientes, lo
" que nos dard un indicio de su capacidad para predecir otros valores futuros.

Parax=5 y=20,48 20 048 ~2,38%
Parax=6 y=24,62 25 0,38 1,52%
Parax =7 v=28.76 29 0,24 0.82%
Parax =8 y=32,90 33 0,10 0,29%
Para x = 9 y=37,05 37 0,05 —0,13%
Parax =10 y=41,19 41 0,19 ~0,46%

Las diferencias porcentuales entre el valor real y el estimado son relativamente pe-
quefias (promedio inferior a —0,06%), por lo gue parece que 1a funcion obtenida se
ajusta bastante a la nube de puntos de la distribucion.

Si ello es asi, parece posible que la recta estimada permita situar otros posibles pa-
res de valores entre las dos variables investigadas, ¢s decir que conociendo el valor de
una de las variables (la que denominamos independiente) podamos «estimar» ¢l valor
de la otra (la variable dependiente) o lo que es lo mismo «predecir» un hipotético re-
sultado; en nuestro caso, por ¢jemplo, predecir cuales serfan las ventas sf aumentamos
la plantilla hasta 11 & 15 empleados.

Veremos este aspecto en el siguiente apartado.

% Aplicando, por ejernplo, la regla de Kramer:

185 45 ‘ ‘6 185 l
1460 355 45 1460

Y wllhuitntnd R =17 T 414
6 45 J 0.23 b lﬁ 45 l 1
45 355 45 355
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5.9. BONDAD DEL. AJUSTE Y PREDICCIONES

En el apartado anterior hemos construido una nueva variable; la diferencia entre el -
valor observado o valor disponible con anterioridad y el valor estimado; esta dife-
rencia se denota e y representa el error cometido en cada prediccion, de forma que
e=y—y*

Siempre que se efectiia una regresion es necesario estimar algunas medidas de dis-
persidn que nos valoren ¢l grado en el que la funcién estimada puede sustituir a Ias
observaciones de las que se obtuvo; estas medidas de dispersién también nos puede
proporcionar informacidn sobre el grado de dependencia entre las variables regresadas
¥ se conocen como medidas de bondad del ajuste.

Una primera medida de dispersién, conocida como varianza residual o varianza
de los errores o residuos, viene dada por la media aritmética de los errores al cua-
drado, es decir:

g2 _ il — il (dado que la media de e, por definicidn es ignal a 0). .

Cuando esta medida es alta quiere decir gue los residuos son grandes y, en con-
secuencia, que en general, la funcién estimada se aleja bastante de los valores origi-
nales (nube de puntos) y es poco representativa de 1os mismos. Por el contrario, si Ia
expresion da valores pequefios serd indicativo de que existe bastante representatividad.

A partir de este concepto se construye el denominado Coeficiente de Determi-
racidn que es la medida de bondad del ajuste habitualmente més utilizada.

Para ello hacemos el siguiente razonamiento;

S§=S5.+8
¥ ¥ €

— Es decir, la varianza total de nuestra variable dependiente Y tiene dos com-
ponentes: uno debido a la relacion entre las variables y que estd contenida en
el t€rmino .SQ que llamamos varianza explicada por la regresi6n; y

— Otro que es Na varianza residual 82 'y que contiene la variabilidad que no es
capaz de explicar el modelo lineal.

A partir de ¢sta expresién definimos el coeficiente de determinacion R? como el
grado de participaci6n de la varianza explicada en la varianza total de 1a variable ob-
servada y; este coeficiente vendrd definido por la expresién:

S2 SZ
R2 = Ijli’ SZ S2

[5.7]
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. Enel caso de la regresién lineal, puede comprobarse que la varianza de la variable
y¥ puede calcularse como:

N

S e 2 —\2
Szx:é(y,.—y) =;(a+bx,.-y) 5

y N N TS

Obteniendo por tanto, la siguiente expresion alternativa, que como vemos, coin-
cide con el Coeficiente de Correlacion Lineal de Pearson elevadoe al cuadrado:

Sy S,
R2=r2.= Yy _ Xy 5.8
T (58]

Pudiendo expresarse también en relacién con los momentos respecto a la media
mediante la siguiente expresion:

2
iy,

R = [5.9]

My " Hlyg

Para su calculo el alumno puede utilizar la expresién que le resulte mds cémoda.

Este coeficiente por su definicién es genérico y sirve para cualquier tipo de re-
gresion, ya sea lineal, cuadrética o de cualquier otra naturaleza’.

El coeficiente de determinacién R? tiene un valor comprendido entre 0y 1 (0 y
100%); cuando su valor es cero indica una mula representatividad de la ecuacidn de re-
gresién y cuando su valor es 1 indica un ajuste perfecto entre la ecuacién estimada y
la nube de puntos; los valores intermedios indican mayor o menor representatividad o
ajuste de la funcién, recomendéndose valores altos (superiores a 0,85) para dar por re-
presentativa la ecuacién estimada.

De lo anterior también se desprende que, a la hora de estimar los pardmetros del
modelo, resultard de vital importancia que el término de error no ejerza ninguna in-
fluencia determinante en la explicacién del comportamiento de la variable depen-
diente. Aungue estos temas se estudian en un curso superior y particularmente en la
asignatura de Econometrfa, baste aqui indicar que, cuando se aplica el método de mi-
nimos cuadrados ordinarios, se deben realizar hipétesis de comportamiento sobre el
término de error, las cuales afectan a la forma de su distribucién. Sin entrar en detalle,
avanzaremos que los errores deben presentar un comportamiento aleatorio y no pre-
sentar correfacion con la/s variables/s explicativa/s del modelo.

® Existe algiin caso, como la denominada regresion logistica, caracterizada por ser la variable dependien-
te cualitativa, en que este coeficiente no es calculable, si bien existen aproximaciones, entre las cuales citar el R
cuadrade de Cox v Shell y ¢l R cuadrado de Nagelkerke.
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Una vez estimada una ecuacién de regresion podemos emplearia para obtener da-
tos que se encuentren en el mismo rango que los estudiados (inferpolacién) o para ob-
tenter valores ajenos a los inicialmente disponibles (extrapolacién). Asi en el ejemplo:
anterior, con la ecuacién estimada podriamos estimar las ventas de otra empresa con
5,6,7,8,9 06 10 trabajadores o los de la propia empresa u ofra similar que tuviese 20
trabajadores; l6gicamente en el primer caso (interpolacién) se obtendran valores mas -
fiables que en el segundo, ya que en nuesiros datos de partida no hemos incorporado
datos experimentales de una empresa de este nuevo tamafio y desconocemos si a par- -
tir de cierto tamafio se mantendran los mismos términoes de progresion de las ventas al
aumentar ¢l nimero de trabajadores,

Ejemplo 5.8. Una determinada empresa dispone en sus registros de los siguientes da-
tos que relacionan el gasto semanal en publicidad con la cifra de ventas de un deter-
minado perfodo (en ambos casos los daios se presentan en miles de euros):

Semana 1 20 200
Semana 2 25 240
Semana 3 24 400
Semana 4 23 350
Semana 5 20 200
Semana 6 20 250
Semana 7 10 80

Obtener una recta de regresidn que permita predecir las ventas futuras en funcién
del gasto realizado en publicidad y valorar la calidad de dichas predicciones.
SOLUCION

Vamos a operar por el método de los momentos; procedemos a elaborar la si-
guiente tabla:

20 200 4.000 40.000 400
25 240 6.000 57.600 625
24 400 9.600 160.000 576
23 350 8.050 122.500 529
20 200 4.000 40.000 400
20 250 5.000 62.500 400
H} 80 800 6.400 100
"Total 142 1.720 37.450 485.000 3.030
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Recordemos las expresiones que permiten el cdlculo de los momentos respecto a
]a'media y de los momentos respeto al origen:

1: Momentos respecto al r s
origen de primer orden 2 xn, E g
[ i=1
= gy =
o N
Momentos respecto al - .

. 2 )
origen de segundo 2 n, i,
orden a4y =2 a o

N 02 N
Momento producto ¢ s
respeto al origen 2 2 Xy
a - i= 1=
11 N

Momento producto

respecto a la media Y- -
{covarianza) ZE(%‘ x)(yj y)n,, ng,yjnij

Yy = 01)’ = N = N —X'y

2_ - 2
Momepr.os respegt’o a si=my, =a, —aj,
la media en relacidn )

SP=my,=d,—a
con momentos ¥ 2
Tespecto al origen Covixy) = 5, =My =a), -,y
Calculamos:

Variable y 2 s
2
. 1.720 489.000
=8l 4571 =Y (g = = =69.857,14

Ay, ~ M=y iayp N
Momento ;s
producto 2 2 X ¥y
respeto al A = = _ 37450 5.350

11 = = e

origen
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Variable x SE=my,=a,—a’ =432,85-20292=2135

Variable y S}? =my, = a,—d;, = 69.857,14 - 245,71% = 9.481,63
Momento producto o _ ) _
respecta a Ja media S,=m,=a,—aga, =5350-20,29 245,71 = 365,51

Aplicando las relaciones

a=ay —ba,=-101,63
Nos queda

IR VI L My
y-y mzo(x x) - y—ay mzo(x alo)

= y—24571=1712 (x -20,29) = y=17,12x- 101,63
El coeficiente de determinacion valdria:

mn 365510
Mg, AL, 9.481,63-21,34

R = 0,66

Indicativo de que Ia recta de regresién no tiene un alto poder predictivo; de hecho,
con esta ecuacion, hubiésemos obtenido los siguientes valores de ¥y

Semana 1 20 200 ¥, =17.12-20 - 101,63 = 240,8

Semana 2 25 240 y,=17,12-25-101,63 = 326,4
Semana 3 24 400 ¥, =17,12-24 - 101,63 = 3093
Semana 4 23 350 ¥,=17,12-23 - 101,63 = 292,2
Semana 5 20 200 ¥,=17,12- 20 - 101,63 = 240,8
Sermana 6 20 250 ¥,=17,12-20-101,63 = 240,8

Semana 7 10 80 ¥,=17,12. 10~ 101,63 = 69,6




DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS BIDIMENSIONALES 281

Estos valores son algo acertados en algunos casos (la sexta semana nos da un va-
‘jor relativamente aproximado) y bastante alejados en otros, ya que por, ejemplo,
‘para la diltima semana, es decir, para un gasto en publicidad de 10 hubiésemos previsto
unas ventas de 69.600 euros, cuando en realidad Ias ventas fueron de 80.000 euros;
parece, en consecuencia, que la regresion lineal no es suficientemente buena para pre-
decir la serie; es decir, que la linea recta no se ajusta adecuadamente a la nube de pun-
tos que presentan los datos de partida.

Convendria por ello buscar otra regresién no lineal como las que estudiamos en el
siguiente apartado.

Ejemplo 5.9. En una distribucién de frecuencias para dos variables X e Y se ha ob-
tenido la siguiente tabla de correlaciones:

s

Total 12 16 12 40

v

Obtener 1a regresion lineal simple que une ambas variables (x sobre y; y sobre x).
Construimos la tabla auxiliar

A partir de esta informacién obtenemos los momentos respecto al origen a,, y res-
pecto a la media m,, y sabiendo que los momentos respecto a fa media pueden ex-
presarse en funcién de los momentos respecto al origen, tendremos:

204 _

120
“0 =0 " 0

ay, = 0 =3

5.1
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1.070 384
sy =“H=26,75 Ay =‘4_0'=9,6
a =%=1s,5 ) =y, ~ gty =15,5-5,1- 3= 0,2

Moy = Gy — @y =26,75-5,1=0,74  my, =a, -a3 =9,6-3=0,6

Bado que:
b=m /m, a=a, —ba, y—a,=m /m, (x—a,)
Se ticne que
b=027 a=1,62 y—3=027(x -5,1)
Operando se obtiene la siguiente recta de regresion de y sobre x;: y = 1,62+ 0,27x.

El valor del coeficiente de determinacidn indica, sin embargo, que el ajuste rea-
lizado no es adecuado.

REa ML 02 44
my,-my,  0,74:0,6

Por lo que en principio no existe relacion de dependencia entre ambas variables o
debe estudiarse otro tipo de ajuste no lineal.

5.10. REGRESION NO LINEAL

Los modelos de regresion no siempre son lineales, es decir, no siempre vienen ex-
presados por la ecuacién de una recta. Existen también modificaciones de esta ecuacién
de tal manera que se pueden practicar analisis de regresion cuadritica, cubica, logarit-
mica, logistica, etc. Ademés en la regresién pueden intervenir dos o mds variables in-
dependientes, constituyendo lo que se denomina andlisis de regresion multivariante.

Los principales modelos no lineales que se utilizan en estadfstica son:

La funcion pelinémica:
— 2 -1
y=a,tax+a,x*+..+ax

Aunque no lo tratamos en este nivel, puede resolverse aplicando el criterio de mi-
nimos cuadrados de forma similar a 1a ecuacién lineal.
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fLa funcion potencial:
B e
En estas funciones puede tomarse logaritmos neperianos de forma que:
In(y} = In{a} + b-In(x)
$i en esta transformacidn se hace un cambio de variables tal que y‘=ia(y} y

t‘=In(x) se estard ante una regresion lineal del tipo: y* = @’ + b’x’. Una vez determi-
nadas @’ v b°, se calcula a y b tomando antilogaritmos.

La funcion exponencial:
y=ab*
Operando como en el caso anterior se transforma en: ln(y) = Infa) + x - In(b).

Haciendo, en este caso, ¥ = log{y) calculamos ¢’ y #" de modo que y'= @’ + b'x.
Una vez calculados obtenemos los pardmetros originales a y b.

La funcion logaritmica:
v=a+b- log(x)

Basta con hacer el cambio x‘=/n(x} y tratarlo como una ecuacion lineal.

Ejemplo 5.10. Dados los signientes datos correspondientes a dos variables

& 2
10 3
12 4
16 6
21 10

Ajdstese una pardbola que exprese la relacion entre ambas variables.

SOLUCION

En este caso la curva seleccionada es y’;‘ =a+ bx+cx?
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8 2 4 | 8 16 16 32

10 3 27 81 30 90

12 4 16 64 256 48 192

16 6 36 216 | 1296 9 576

21 10 100 | 1.000 | 10.000 210 | 2.100

Suma 67 25 165 | 1315 | 11649 400 | 299

Fl sistema de ecuaciones normales, obtenido derivando los residuos en funcién de
ios pardmelros a, b y c sera:

Ey —Na+b2x +c2x

- v i y 67 = 5a +25b + 165¢

ny “aEx +bYxT+c D x} 5 400=25q+165b+ 1.315¢
i=1 i=1

. 2.990 = 165a + 1.315b + 11.649¢

N N

Eylx = aixf + bzxf ~:—c2x;1

il i=1 il i=1

Cuya solucidén es:

a =2,8560
b =2,6737
¢ =-0,0856

Con lo que la funcién ajustada serd
y* =2,8566 +2,6737 x, —0,0856 x?

Se muestra en la siguiente tabla los valores estimados y la comparacién con los
valores observados:

Parax=2

Parax =3 y= 10,1072 10
Parax=4 y= 12,1816 12
Parax=0 y=1538169 16

Parax =10 y=21,0328 21
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Ejemplo 5.11. La relacién entre renta familiar disponible y consumo aparente de un
‘determinado grupo de familias es la siguiente (en miles de euros anuales).

Ajustar nna funcién de consumo potencial

SOLUCION

La funcién a ajustar es del tipo C=A - R®

Tomando logaritmos se tiene In (C) =1n (A) + b - In (R)
Llamando ¢=In(C) r=In(R) a=In(4)

La funci6én a ajustar es ¢ = g + b « r; es decir un ajuste lineal.
Formamos la siguiente tabla:

6 1,0986 1,7918 1,9684 32104
9 1.3863 2,1972 3,0460 48278
12 1,6094 2,4849 3,9993 6,1748
15 1,7918 2,7081 4,8522 7,3335
20 1,9459 2.9957 5,8294 §,9744
8.5252 13,2763 20,4569 31,7279

El sistema de ecnaciones normales seré:

85252 = 6a +13,2763 b
20,4569 = 13,2763 a + 31,7279 b

Cuya solucién es:

a=-0,0784
b= 0,6776
A = antilogaritmo de g = 0,9246
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Con lo que la funcién ajustada serd
C =0,9246 RO6776

El valor de consumo esperado para los distintos niveles de renta seré: |

Para Renta =3 C =1,9464 2 2,68%
ParaRenta =6 C=3,1132 3 -3,77%
Para Renta=9 C =4,0975 4 -2.44%
Para Renta = 12 C=49793 5 0,41%
Para Renta = 15 C=35,7920 6 3.47%
Para Renta = 20 C =7,0386 7 -0,55%

Ejemplo 5.12. Dada la siguiente distribucién bidimensional

11 85
12 90

Ajustar una funcién exponencial del tipo v =a &*
Linealizamos mediante logaritmos In (y) = In (@) + x In (b)

Y formamos la siguiente tabla para obtener larecta ¥ = A + Bx
Llamandoa: ¥=1In(y); B=h(b); A=In(a);

5 70 4,2485 25 21,2425

75 4,3175 36 25,9049
7 80 4,3820 49 30,6742
11 83 4,4427 121 48,8692
12 90 4,4998 144 53,9977

Total 41 21,8905 375 180,6885
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El sistema de ecuaciones normales serd

21,8905=5A+41 B
180,6885=41 A+ 3758

Cuya solucion es:

A=41273

B =0,0306

a = antilogaritmo de A (@ = %) = 62,0113
b = antilogaritmo de B (b = %) = 1,0311
Con lo que la funcién ajustada serd

y=4,1273 + 0,0306 x

Y la funcién exponencial serd
y* =62,0113-1,0311*

Se muestra a continuacidn los valores estimados y su comparacién con los ob-
servados.

Parax=35 y=72,08 70 —3,12%
Parax=6 y = 74,50 75 0.67%
Parax=7 y=76,81 80 4,15%
Parax=11 y= 86,81 83 -2,09%
Parax=12 y=289,51 90 0,55%

Ejemplo 5.13. Con los datos que aparecen en la siguiente tabla, estimar la ecuacién
de regresidn que mejor describa la variable Y en funcién de 1a X, y compare los re-
sultados obtenidos con respecto a un ajuste lineal,
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1

2

3

4 10 il 19 15 127

5 11 22 20 16 166

6 11 14 21 16 202

7 12 25 22 18 425

8 12 31 23 19 831

9 12 31 24 19 678
10 13 41 25 19 830
11 i3 50 26 19 678
12 13 41 27 20 | 1.330
13 14 79 28 20 | 1.066
14 14 79 29 20 | 1.279
15 14 64 Suma 422 | 8.336

Se muestra a continuacién el grifico de dispersién de ambas variables. Tal y
como se aprecia, la refacién no es lineal y, por 1o tanio, no serd éste el mejor ajuste.

Gréfico de dispersion
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Variable Y
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§i la relacidn funcional fuera la exponencial, X y In(Y) se ajustarian adecua-
“Jamente a través de una linea recta. Para comprobar esto, se realiza [a represen-
‘taci6n gréifica de ambas variables donde puede apreciarse una clara relacién line-

TR
. Andlogamente, en el caso de una relacién potencial, se observars una relacion li-
neal entre In (X) y In (Y), y si la funcién més adecuada fuera la logaritmica dicha re-
lzcién Hineal aparecerd entre Y y In (X).

Grafico de dispersidn

Variable Y
~
*»

g8’ 10 12 14 16 i8 20 22
Variable X

Se muestra a continuacion la tabla con los cdlculos necesarios para la estimacion
de la regresién lineal y 1a exponencial.
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V) ol In
1 10 9 2,1972 100 90 2197122
2 10 10 2,3026 100 100 23,0259
3 10 10 23026 100 100 23,0259
4 10 i1 23979 100 110 23,9790
5 i1 22 3.0910 121 242 34,0015
6 11 14 2,6391 121 154 29,0296
7 12 25 32189 144 300 38,6265
8 12 31 3.4340 144 372 41,2078
9 12 31 34340 144 372 41,2078
10 13 41 3,7136 169 533 48 2764
11 13 50 39120 169 650 50,8563
12 13 41 3,7136 169 533 48,2764
13 14 79 43694 196 1.106 61,1723
i4 14 79 4,3694 196 1.106 61,1723
15 14 64 4,1589 196 896 58,2244
16 14 64 4,1589 196 896 58,2244
17 14 79 4,3694 196 1.106 61,1723
8 14 64 4,1589 196 896 58,2244
19 15 127 48442 225 1.905 72,6628
20 i6 166 5,1120 256 2.656 81,7918
21 16 202 5,3083 256 3232 84,9323
22 18 425 6,0521 324 7.650 108,9376
23 19 831 6,7226 361 15.789 1277300
24 19 678 6,5191 361 12.882 1238638
25 19 830 06,7214 361 15770 1277071
26 19 678 6,5191 361 12.882 1238638
27 20 1330 7.1929 400 26.600 143,8587
28 20 1066 69717 400 21320 1394334
29 20 1279 7,1538 400 25.580 1430767
Suma 422 8336 131,0587 6.462 155.828 2.059,5332
Media| 14,55 28745 = 452=| 22283 537338= 71,02 =

La estimacién de los pardmetros asociados a la regresidn lineal serfa:

Y por tanto la recta de regresion serd:

b, =

{1}
LUT

&y — Aoloi _

5.373,38 — 14,55 - 287,45

iy

3
gy — g

222,83 -14,55°

a, = dy, - ba,, =287,45-107,50-14,55 =-1.276 81

=107,50

Yy =~1.276,81+107,50- x,
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Andlogamente, Ia estimacion de los pardmetros asociados a la regresion expo-
pencial serd:

b, = my_a,-agay _71,02-14,55-4,52 _0.4745

My  ay-al,  222,83-14,55
a, = P~ ba, = 4,52 -0,4745-14,55 = ~2,3858

Y por tanto la recta de regresién serd: In (y, ) =— 2,3858 + 04745 - x,
Deshaciendo la transformacion, la ecuacién finalmente estimada sera:

¥, = CXp (-2,3858) exp (0,4745) = y,, = 0,0920 - 1,6072"

Se muestra en la siguiente tabla los valores predichos para las dos ecuaciones li-
neales calculadas, los errores obtenidos y el valor predicho y error derivado de la
ecuacion cxponencial.

23504

2,3594
10| 10 23026 (20184 | 2,3594
10| 1] 23979 |-20184 | 23594
2,.833%
11 14; 26391 | <9435 | 2,8339
121 251 32189 | 1315 | 33084
12 31) 34340 | 13,15 | 33084

9 127 31 34340 | 1315 | 33084
10 13 411 37136 | 12064 | 3.7829
il 137 500 39120 | 12064 | 3,7829
12 13§ 41 37136 | 120,64 | 3,7829
13 14 79 43694 | 228,14 | 42575
141 14 ¢ 79 43694 | 228,14 | 42575

—_
=
o w5
) Sadd
‘-LJJ
=
=t
=
=
1
s
=
>
bt

15 141 od] 41589 | 228,14 | 42575 70,63 —6.,63
16 | 14 : o641 41589 | 228,14 | 42575 7063 6,63
17| 141 790 43694 | 22814 | 42575 7063 837
18] 141 64) 41580 | 228,14 | 42575 70,63 0,63
19 [ 157 127; 48442 | 33564 | 47320 113,52 1348
20| 16| 166 51120 | 443,13 | 52065 18245 | -1645
21| 16 ; 202] 53083 | 443,13 | 52005 18245 19,55
22| 18 | 425] 60521 | 658,12 | 6,1555 47132 | 4632
23| 19| 831] 67226 | Te362 | 66301 757,53 347
24| 19| 678 65191 | 76562 | 66301 757153 | 1953
25 | 19| 830 6,7214 | 76562 | 66301 75753 241
26| 19| 678 65191 | 765,62 | 66301 75753 | 719,53

121754 | 11246
121754 | 15154
1217.54 6146

27| 20 |1330| 7929 | 873,12 | 71046
28 | 20 | 1066 62717 | 873,12 | 7,1046
120 | 20 |1279| 71538 | 873,12 | 71046
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Como puede observarse los errores cometidos con la ecuacién exponencial son:
mucho menores que los asociados a la regresion lineal (7* v 10° columna). Para coms
probar la bondad del ajuste obtenido en ambas regresiones calcularemos el R, '

EI R? de la regresion lineal obtenido serd:

2
s? ze” 1.038.083,94
Ricl-8 gzt Y —(),781
* s? Q. e 4.749.373,17
z(yf _'y)

=l

siendo, por tanto, el coeficiente de correlacién lineal igual a:

=+/0,781=0,884

El R? asociado a Ia ecuacién exponencial sera;

S., 24 0,3829
R2=1—' 21 =1__L=1__=I___’__=0’995 . -
1 S; = o —y)z 72,7012 , siendo z, = In ().

i=1

Si no hubiésemos comprobado previamente la distribucion del diagrama de dis-
persidn, hubiésemos podido dar por buena Ia relacién lineal, con un R? = 0,781, pero
como vemos, la funcidén exponencial ajusta mucho mejor los datos. Se muestra en el
siguiente gréfico ¢l diagrama de dispersién de X e Y, y los valores predichos por am-
bas regresiones.

Grafico de dispersidn
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‘6.11. INTRODUCCION A LA REGRESION MULTIPLE

Pasamos a continuacion a generalizar el modelo anterior al caso de un modelo con
varias variables exégenas, de tal forma que se trata de determinar la relacién que exis-
‘te entre la variable enddégena Y y las variables exégenas, X, X,, X,. Dicho modelo se
‘puede formular matricialmente de la siguiente manera;

Y=X-ft+te=Y =B X, +B X, +..+B X, +e¢ i=1,2,...n

Donde:
Y
¥ = Y2\ Es el vector de observaciones de la variable end6 gena
YH
XYy X Xy Es la matriz de observaciones
Xy Xp o Xy 1 iabl Ggenas.
xa=|Tn 2 2t =[X1 X, . Xk] de las variables exdgenas
X #l X a2 X nk
B
B - B2| Es el vector de coeficientes que pretendemos estimar.
Bx
€
o= 2| Bselvector de términos de error.

Si en la expresidn anterior se considerara que existe término independiente, | la
matriz X quedarfa como:

1 X, .. X,
1 Xy o Xy
X= = el X, X5 . X

1 X, .. X,
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Y el modelo quedaria asi:
Y=o+ B X, +B,X, +. . +B.X, +u, i=12..,n

El problema a resolver nuevamente es la minimizacion de la suma de los cuadra:
dos de los términos de error tal que: '

N N N
Min el = D (¥, Y)Y = ¥ (¥, - pX,)?
=1 i=1 i=]

Desarrollando dicho cuadrado y derivando respecto a cada , obtenemos el si-
guiente sisterna de ecuaciones expresado en notacién matricial:

XXB=XY

En donde basta con despejar 5 premultiplicando ambos miembros por Ia inversa
de la matriz (X" X) para obtener la estimacién de los pardmetros del modelo tal que:

B =(XX)y'xY
Donde:
2){3 gxﬂxi2 ZX,.IXI.,( , 2 Xy,
XX = EX,QXH EX@ iX.-sz P %XI_ZY,_

i=1

ixmxﬂ EX&X,.Z Y & 2 XY
i i=1

Si en el modelo existiera término independiente, ¢, las matrices anteriores serian:

no X, . DX, EY
=1 i=1 i=1
X'X = EXH EXj EXank XY = EXilYi
i=1 i=1 i=1 i=]
X, S, . S Sx.,
i i i=? i=1
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fl resultado de multiplicar dichas matrices conduce a la obtencién de la estnna_
: n’de los pardmetros B, del modelo:

ixﬁ iXﬁXiZ iXﬂXik i‘XﬂYi i
=i i il =t P,

§=(X'X)'IX'Y= ;}Xﬂxﬂ ;X?z ;X&X(‘k . ZX&K' | P2
iXan iXmXiz iXi inka &
' i =t

Cada uno de los coeficientes estimados, &, representan la variacidn que experi-
_ménta la variable dependiente ¥ cuando una variable independiente X, varia en una
:inidad v todas las demds permanecen constantes (supuesto ceteris paribus).

Adeinas de los supuestos comentados en Ia regresion lineal simple, en este caso se
presupone que las variables independientes no estdn correlacionadas enire sf. Si una de
1as variables X, pudiera expresarse en funcién de las demds (correlacidn perfecta) la
matriz X X no serfa invertible y no podrfan calcularse los pardmetros (existirian infi-
- pitas soluciones). Los efectos del incumplimiento de ésta hipétesis de partida pueden
ser muy graves, No obstante, existen procedimientos para minimizar estos efectos, en-
tre ellos, Ia correcia seleccion de las variables explicativas, eliminando aqueltas que re-
sulten redundantes. Otros procedimientos serfan la regresion ridge o contrafda y 1a re-
gresién en componentes principales, cuyo estudio se aborda en textos més avanzados;
en Ia asignatura de Econometria se profundizard sobre estos aspectos.

Ejemplo 5.14. Una empresa quicre medir el impacto que tienen en las venias el
gasto en publicidad v la politica de precios aplicada. Los datos de ventas, gasto en pu-
blicidad y evolucidn del precio medio de sus productos se recogen en la siguiente tabla.

1995 5,710 24 100
1996 5.700 21 102
1997 5.760 26 103
1998 5.720 20 102
1999 3.790 29 100
2000 5.790 30 100
2001 5.700 20 ia2
2002 5.750 24 102
2003 3.770 20 100
2004 5.720 18 96
2005 3.760 22 97
2006 3.780 24 98
2007 5.830 28 95
2008 5.870 30 94
2009 5.840 28 98
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Considerando el término independiente, la matriz X sera igual a:

1 24 100
1 21 102
I 26 103
1 20 102
I 29 100
1 30 100
i 20 102
1 24 102
1 20 100
1 18 96
1 22 97
1 24 93
1 28 95
1 30 94
1 28 98

Segiin hemos visto, ¢l sistema de ecuaciones normales se obtiene a partir de la ex-
presion:

XX -p=XY
(Que en nuesiro caso seria:

15 364 1489 \(B,\ ( 86.490
364 9.062 36.086 | B, [=(2.101.170
1489 36.086 147.9194B,) 15.584.250

Despejando el vector de pardmetros en la ecuacién, la solucién serfa

6.383.937
B=x'xrixYy = 8.539
-8.312

Luego la ecuacién finalmente obtenida serfa: ¥ = 6.383,937 + 8,539 X1 - 8,312
X2, 1a cual nos indica que un incremento de 1.000 enros en gastos de publicidad, man-
teniendo el precio constante, se traduce en un aumento de 8.539 euros en las ventas.
Andlogamente, si aumentamos el precio en una unidad, las ventas disminuirdn en
8.312 euros.

Se muesira en la siguiente tabla los valores de ventas estimados, los errores co-
metidos en Ia estimacién, y su cuadrado.
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oIS
995 5.710 5.757,63 —47,63 2268,36
1996 5.700 5.715,39 -15,39 236,76
I 1997 5.760 5.749,77 10,23 104,71
11998 5.720 5.706,85 13,15 - 172,97
1999 5.790 5.800,32 ~10,32 106,51
£ 2000 5.790 5.808,86 18,86 355,65
2001 5.700 5.706,85 6,85 46,90
2002 5.750 5.741,00 9,00 80,95
© 2003 5.770 572347 46,53 2.164,76
2004 5.720 5.739,65 19,65 385,94
2005 5.760 5.765.49 -5,49 30,11
- 2006 5.780 5.774,25 5,75 33,04
2007 5.830 5.833,34 -3,34 11,18
2008 5.870 5.858,73 11,27 126,95
2009 5.840 5.808,41 31,59 998,16

Para valorar el grado de ajuste de la ecuacién obtenida, calculamos el coeficiente
de determinacion

i 7.122,93
52 & 38.160

=0,8133

Es decir, el 81,33% de la variabilidad de las ventas ¢s explicada por la ecuacién de
regresion obtenida.

5.12. ESTUDIO DE LA ASOCIACION ENTRE VARIABLES
CUALITATIVAS

Para saber si existe o no relacidn entre variables de tipo cualitativo se utilizan las
tablas de contingencia. Este tipo de variables pueden ser nominales (por ejemplo el
sexo de los encuestados), de atributos (marcas de un producto) u ordinales {por ejfem-
plo la medici6én del grado de satisfaccién de los encuestados en una determinada es-
cala). El empleo de las tablas de contingencia estd especialmente indicado si las va-
riables son de tipo nominal,

Una tabla de contingencia se utiliza para mostrar la existencia de refaciones entre
dos variables en una encuesta estadistica. También, mediante una tabla de contingen-
ciz podemos establecer una medicién del grado de relacién que se da entre ambas va-
riables.
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Ejemplo 5.15. Supongamos gue mediante una encuesta estadistica estamos est,

diando determinado atributo de la poblacién (opina a favor o en contra), y deseamos.

saber si existen diferencias en las respuestas de los encuestados en funcion de su sexo:
Para ello, realizamos una tabla crozada de doble entrada en donde resumimos los:

resultados obtenidos en la encuesta:

Opiniones a favor y en contra en funcién del sexo

Varon Mujer Total
A favor 32 10 42
En contra 11 27 38
Total 43 37 80

Las tablas de la forma del ejemplo reciben el nombre de Tablas de Contingencia,
y sobre ellas se analizard Ia dependencia entre las respuestas dadas a lag preguntas re-
alizadas en relacion con el sexo, utilizando el estadistico %2 y podemos evaluar el gra-
do de relacién que se da entre las opiniones v ¢l sexo a partir de diferentes coeficien-
tes de asociacion como la Odds Ratio, el coeficiente de contingencia, el coeficiente V
de Crammer o la Q de Yule.

Estadistico 32

El estadistico y? se calcula del siguiente modo:

¢-330hl

i=1 j=1

Siendo:

— rel ndmero de filas.

~— ¢ el niimero de columnas.

— Ojj (frecuencia observada) el ndmero de casos observados clasificados en la
fila i de la columna ;.

— Ejj {frecuencia esperada) el niimero de casos esperados, en el supuesto de in-
dependencia, correspondientes a 1a fila i de 1a columna j.

Se define la frecuencia esperada como aguella frecuencia que se daria si los su-
cesos fueran independientes, es decir, hombres y mujeres manifestarian idénticas
opiniones. Para calcular ta frecuencia esperada o tedrica de cada casilla (E, ;) se mul-
tiplican los dos totales marginales (fila v colomna) y se divide este pfoducto por el ni-
mero total de casos.

Este estadistico toma valores mayores o iguales a cero, siendo cero en el caso de
independencia absoluta y aumenta su valor en funcién del grado de dependencia entre
ambas variables y del nimero de filas y columnas {o-atributos de las variables).
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:emplo 5.16. En el ejemplo anterior, calcular 1a tabla de frecuencias esperadas y el
‘estadistico e

Frecuencias esperadas para las opinicnes a favor y en contra
en funcion del sexo

Varén Mujer Total
A favor 23 19 42
En contra 20 18 38
Total 43 37 80

Calculdndose del siguiente modo:

0.0, 42.43
== =750 =%
g On0a 4231
12 O__ - 80 -

0,0, 38.43
Bu=—5 =80 =%
E _OZ‘O'ZHM_IS
= 0 - 80

El valor de y* para el ejemplo es:

(0,-E,) -23)  (10-19)° (11-20)° (27-18)’
y _22 _(32-23) (10 19)"  (11-20) L 27-18) 17,91
23 19 20 18

=1 j=1
Lo que parece indicar que el sexo tiene influencia a la hora de estar a favor o en
conira. Para establecer 1a intensidad de dicha dependencia, se utilizan las medidas de
asociacién, las cuales se estudian a continuacion.

Medidas de asociacién

La Odds Ratio se define como el cociente de las siguientes probabilidades:
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Oy 0
/0

OR = 01- - 011022
QA /ﬁ 012021
o

1=

2 2

Si OR > 1 entonces la probabilidad de «a favor» es mayor en los hombres que en
las mujeres, si OR = 1 ambas probabilidades son iguales (independencia en las opi-
niones de hombres y mujeres) y si OR < 1 la probabilidad de «a favor» es menor en
los hombres que en las mujeres.

El valor de esta medida estd comprendido en el intervalo ({; o).

Las propiedades més relevantes son las signientes:

1. Esinvariante antc los cambios de escala en fiias y columnas, o tan sélo en filas
0 en columnas.

2. Alcanza sus valores extremos, 0 e ==, bajo asociacidn perfecta.

3. OR y I/OR indican igual intensidad de la asociacion, pero en direcciones
opuestas.

Con objeto de lograr una interpretacién mds facil, se define la siguiente medida:
OR’ =1n (OR)

La cual es una medida simétrica cuyo rango de variacion es (— e, + =<), tomando
el valor 0 en el caso de independencia y — =0 0 + o en el caso de asociacidén perfecta.

El coeficiente de contingencia C es una medida del grado de asociacién entre dos
conjuntos de atributos, estén ordenados o no, e independiente de la naturaleza de la va-
riahle (continua o discreta), Es un estadistico que se obtiene de la tabla de contin-
gencia mediante [a siguiente formula:

El valor de este coeficiente estd entre 0 y 1, los valores mds préximos a 1 indica-
rian un mayor grado de interdependencia entre variables, Logicamente, este coefi-
ciente nunca puede alcanzar el valor 1, aungue haya completa asociacién.

El coeficiente V de Cramer, es otro estadistico que se obtiene a partir de la > Su
valor oscila entre O y 1, siendo 0 cuando Ia independencia es completa y 1 cuando se
da una completa asociacidn. Se obtiene a partir de:

X2
=\/n *min(r —Ls—1)
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Otra medida de asociacidn es la @ de Yide que se calcula sobre las diferencias en-
tre las frecuencias observadas (Of:‘) y esperadas (Er.}.). En una tabla 2 x 2 la medida O
‘de Yule se calcula a través de la siguiente expresion:

nb,

Q=
01 1022 = 012021

donde D, =0,-E,
La Q de Yule estd comprendida entre —1 y 1, siendo los criterios interpretativos:
— Q=0 independencia.

— Q> 0 asociacion positiva.
— Q <0 asociacién negativa.

Ejemplo 5.17. Calcular Jas medidas de asociacién para la tabla de contingencia
planteada.

Diferencias entre las frecuencias observadas y esperadas para las opiniones
a favor y en contra en funcién del sexo

| Nivel 1 Nivel 2
Nivel 1 D =0, ,-E =9 D,=0,-E =-9
Nivel 2 D, =0, - E,=-9 D,=0,,-Fp,=9

En el ejemplo, OR v OR’ toman los siguientes valores:

3227
10-11

32.27
10-11

OR

=783 OR’=]11( }=2,06

lo cual quiere decir que los hombres muestran una opinién més favorable que las mu-
Jjeres.

El valor del coeficiente de contingencia es igual a:

2
Caf—2 o |1 g 4077
N+ R 17,91+ 80

lo cual indica un grado de asociacién medianamente alto.
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El valor V de Cramer serd de:

2
V= _X =1/17’91 ~0,4732
nemmlk-1Lr~1) 80

Y por dltimo, la O de Yule toma el valor:

nD,, 80-9

T 0,0 -0,0,, 32-27+10-11

Q 0,74

5.13. EL TRATAMIENTO DE LAS DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES
Y DE LA REGRESION EN HOJAS DE CALCULO EXCEL Y EN SPSS

5.13.1. El tratamiento de fas distribuciones bidimensionales
y de la regresién en Excel

Para el tratamiento de las distribuciones bidimensionales, la hoja de cédlculo Excel
cuentia, entre otros instrumentos, con la herramienta denominada «Tablas Dindmicass,
cuyo funcionamiento el alumno debe conocer.

Se trata de unos tipos especiales de tablas que resunten informacién por campos
de una lista 0 base de datos. Con esta opcidn pueden realizarse tablas cruzadas de da-
tos, en donde aparecen por filas los valores que toma un rango y por columnas los de
otro rango. El calificativo de dindmicas se debe a que una vez hecha una tabla hay di-
versas posibilidades de modificarla. Se utiliza el Asistente para Tablas Dindmicas para
la creacidn de una tabla.

El Asistenre de Tablas guia paso a paso la creacidn de la Tabla mediante cuadros
de didlogo en 3 pasos sucesivos.

Paso 1. Se indica Ia fuente de datos que se va a utilizar para crear la tabla.
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_Paso 2. Elrango de la ubicaci6n de los datos fuente.

Paso 3. Se especifica la ubicacién del informe o tabla dindmica y el disefio y op-
ciones.

S TS R O

Respecto al disefio, se organiza la tabla arrastrando los campos de la lista a las fi-
las, columnas v pigina.
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Destacar que la opcién Area Pdgina nos permite seleccionar un campo en el
que para cada dato la tabla mostrard el resultado del cruce de datos segiin los criterios
especificados en filas y columnas, pero sélo uno cada vez.

Haciendo doble click en los campos de datos podemos modificar los tipos de ans-
lisis que realizamos con los datos, donde las opciones disponibles son:

— Suma.

— Cuenta.

— Promedio.

— Maximo.

— Minimo.

— Producto,

— Desviacién tipica,
— Varianza.

En Opciones se puede elegir una presentacién en forma de valor, de porcentaje de
fila, de columna o del total, o bien como diferencia respecto a un elemento base del
campo.

Se muestran a continuacién las opciones de presentacion disponibles.
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Una vez creada la tabla dindmica, se puede modificar con las siguientes ac-
ciones:

—— Introducir campos de datos adicionales.

— Eliminar un campo.

— Reorganizar campos y elementos de la tabla.
— Cambiar la forma en que se calculan los datos.
— Modificar los nombres de los campos y elementos.
— Cambiar el formato.

— Ocultar y mostrar elementos de los campos.
— Ocultar y mostrar los datos detallados.

— Agrupar elementos.

— Ordenar los clementos de un campo.

— Calcular totales o subtotales.

Destacar por tiltimo, que las tablas dindmicas una vez realizadas permiten des-
plegar una barra de herramientas desde donde se realizan las acciones sefialadas.
Este meni aparece de forma antomética cuando se crea una tabla.
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Por su parte, para el calculo de covarianzas y de coeficientes de correlacién y
de regresion se utilizan Ias siguientes funciones:

=COVAR(matrizl ;matriz2)

=COEF.DE.CORREL{matriz];matriz2)
=ESTIMACION.LINEAL(conocido_y;conocido_x;constante;estadistica)
=BESTIMACION.LOGARITMICA(conocido_y;conocido_x;constante;estadistica)
=TENDENCIA(conocido_y;conocido_x;nueva_matriz_x; constanie)
=PENDIENTE(conocido_y;conocido_x)
=INTERSECCION.EJE(conocido_y;conocido_x)

Veamos con mayor detalle 1a forma en la que se realiza una estimacién lineal.

La funcién ESTIMACION. LINEAL calcula las estadisticas de una regresién Ii-
neal utilizando ¢] método de «minimos de cuadrados» y devuelve una matriz que des-
cribe la linea. Puesto que esta funcién devuelve una matriz de valores, debe introdu-
cirse como formula matricial.

La ecuacion para falineaes: Y =m X, + m X, +...+m X +b

La matriz que devuclve ESTIMACION.LINEAL es {m , B |,eees M1, B}, aungque
ESTIMACION.LINEAL también puede devolver estadisticas de regresion adiciona-
les, entre ellas el R cuadrado.

5.13.2. El tratamiento de las distribuciones bidimensionales
y de la regresion en SPSS

Entre las multiples posibilidades que ofrece el SPSS para el tratamiento de va-
riables bidimensionales, haremos meneion de tres herramientas: el asesor de estadis-
tica, las tablas personalizadas y la regresion.
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‘g1 Asesor de Estadistica

SPSS dispone de una ayuda especial que denomina El Asesor de Estadistica que
nos puede ser dtil. EI Asesor estadistico muestra una serie de preguntas disefiadas para
‘ancontrar el procedimiento adecuado. La primera pregunta es simplemente «;Qué
quiere hacer?». )

Por ejemplo, si desea realizar un contaste de la T para muestras independientes el
Asesor de Estadfstica le presenta la siguiente informacién:

Prueba T para moesiras independientes

E! procedimiants Frugha T pan muestras independientes campare fs medias da dos grupos de casos. Lo idssl ac
Gue para £5%3 Prugha los suietos se asipnen Aleatcriamante & dos orupos, de farma gue covlquier diereRcia enta
respussia sea dabidy af tratamienic {c feita de tratamients) ¥ no # olros factores. 518 £450 N0 pLUTS Si Sg
zomparan ks NOresos metas pera hombres y mujeves. B! Sexa ge tna persans Ao 3¢ asigne sestatamente, Br
sstas debe asex de qua las 0 Ghros factares o Enmasoaran § fosalten Laa
difarencia sgficativa entre las medias, Las oferearias 4 ingrasos medios pusten 5Lac Somenidas a o nfiyenss
de factores oot los metudios {y no solamente o seush

gjnmplo. Se 25§ha Eestorianests un grupe de pacientas Con higertensitn artenisl & un grupa ton placebe ¢ ot
a0 Watinientd. Los nietos con piacebo reciben una pastlla inzgtiva y Ins £ujetos con tratamiento reciben un
stV medsamee def cual st 2SpATA gt raduzca L Lensin rtenal, Decpuds de travar @ los suates duents dos
sanses, co Gliza a prusta { pars GOS MUBSTFS pars CoOMPANa! {3 tansidn anerial media dal gripn con plcets ¥ del
Grupo con tratartsnte, £ada paciente se rdle une Sols Ve ¥ DOrtBnes 3 un S0l Qrugo.

Estadisticos. Rars o3t vaniable. tamaho muestral, medie, desviarisn tpics y smor lipico d6 Ta Mok, Para fs
Giferencia enire 1ac medias: media, eor tpice & intenvalo de confianzs {pusde esprcificar £ rivel de tobfanze).
Prushas: prusn de Levens sobre ta iqualdad da varanzas y pruebat ¢ de veranzas combinadas y sepsradas sobe
(] s iguaided da i2x bk

|

i Bonichs 1 patimoesas 7 Consistcianegs Sotve lug detos
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El programa SPSS, como otros muchos programas, puede transformar v generar
datos utilizando operadores y funciones. '

Los operadores de los que dispone son de tres tipos: aritméticos, relacionales y 16-
gicos. Algunas de los operadores que pueden ser interesantes son:

Operadores aritméticos

X+y  Suma

X-y Resta

x*y  Multiplicacion

Ry Divisién

x**y  Potencia (Exponenciacion)

Operadeores relacionales

x=y0xEQy Igualdad
x<>vox =yOxNEy Desigualdad
x>yoxGTy Mayor que
x2yoxGEy Mayor o igual que
x<yoxLTy Menor gue
x<yoxLEy Menor o igual que

Operadores logicos
x&y0x ANDy Conjuncion booleana (AND)

x/y6x0ORy Bisyuncién booleana (OR)
=x 6 NOT x Negacidn booleana (NOT)

Funcienes exponenciales y logaritimicas

EXP(x) Exponencial de base e (2.71828)
LN(x) Logaritmo neperiano

LG 10(x) FLogaritmo decimal

SQRT(x) Rafz cuadrada

Funciones numéricas

ABS(x) Valor absoluto (o médulo)
RND(x) Redondeo al entero mas cercano
MOD(x;y) Resto de X/Y

TRUNC(x) Halla ¢l menor entero mayor o igual que X
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Funciones de estadistica descriptiva

SUM (A)
SUM(A,B,C...)

MEAN(A)
MEAN(A, B, C, ...)
SD(A)

SD(A,B,C. ..}

VARIANCE(A)

Halla la suma de las observaciones de la variable A

Halla el vector de las sumas de las observaciones de las varia-
bles A, B, C...

Halla la media de la variable A
Halla el vector de las medias de las variables A, B, C, ...
Halla la desviacidn tipica de la variable A

Halla el vector de las desviaciones tipicas de las variables A,
B.C, ...

Halla 1a varianza de la variable A.

VARIANCE(A, B, C,) Halla ¢l vector de las varianzas de las variables A, B, C,

CEVAR(A)
CFVAR{A,B.C, ...}

MAX(A)
MAX(A,B,C, ...)

MIN(A)
MIN(A, B, C, ...)

LAG(numvar;n)

Halla el coeficiente de variacién de la variable A.

Halla el vector de coeficienics de variacidn de las variables A,
B.C, ...

Halla el maximo de las observaciones de la variable A.

Halla el vector de los maximos de las observaciones de las va-
nables A, B, C, ...

Halla el minimo de las observaciones de la variable A.

Halla el vector de los minimos de las observaciones de las va-
riables A, B, C, ...

Desplaza el comienzo de la variable numérica numvar n posi-
ciones hacia adelante y sustituye las n primeras posiciones
por valores desaparecidos. se trata de la tipica variable retardo
de orden N.

Las Tablas Personalizadas

En este apartado se muestra lo sencillo que es la realizacion de tablas en SPSS. Se
trabaja con el fichero «MuestraClientes_1.sav». Una vez cargado el fichero selec-
cionamos Analizar/Tablas/Tablas Personalizadas tal y como se observa en la figu-
ra de la pagina siguiente.
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Numérice i
pl 5 Numnérico aeidn {1 00, Bueno/za|Ninguno
Ip1 & Wmérico {103, Bueno/a{MNinguno
{p1 7 Nignérico {100, Buengia Ninguno
1 Numérico 4100, 5i..  iNinguns
Numérico {100, Si}..  iNingune
1p2 3 hureérico {100, 8i}... {Ningunc
12ip2 4 Numérico L HE00, SiL..  iNingune
] Nuresrico {100, Sil... |Ninguno
4{p2 & Mumérico 5] {100, 8i...  iNingung
] Nurmérico 3 {1 00, BuanofeiNingune
p3_2 Mumérico 3 zafzad {100, Bueno/aiNinguno
Zp3 3 Numéiico 8 riz y farift 00, Buenc/aiNinguno
Gam Agips g Numérico g i ibe y art. 1§1,00, Buenc/alNinguno
At nz & Rnendrinn EE reriline w ar i1 I FinanedolMinennn

La pantalla a la que se accede es la que se muestra a continuacién. En este ejem-
plo se ha elegido de la variable P4, el sector Alimentacién y bebidas para las filas de
la tabla y la variable P1, sobre el trato del cliente, para visualizarla en las columnas de
Ia tabla.
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En el apartado de Capas se ha incluido la variable Sexo para poder obtener las
{res tablas que se muestran a continuacién:

Sexo Total

El tratc al cliente es
Bueno/a Regqular Mal/a
Recuento Recuento Recuento
Alimentacidén | Todo 78 5 1
vy bhebidas Casi todo 57 13 0
La mitad 26 9 0
Casi nada 11 0 0
Nada 0 0 0
Sexo Hombre
El trato al cliente es
Bueno/a Regular Mal/a
Recuento Recuento Recuento
Alimentacién | Todo 33 2 0
v bebidas Casi todo 34 4 0
La mitad 13 5 0
Casi nada 6 0 0
Nada 0 0 0
Sexo Mujer
El trato al cliente es
Bueno/a Regular Mal/a
Recuento Recuento Recuento
Alimentacién | Todo 39 3 i
y bebidas Casi todo 23 9 0
La mitad 13 4 0
Casi nada 6 a 0
Nada 0 0 0

Si accedemos al mend de Categorias y totales podemos mostrar subtotales,
ocultar u ordenar las categorias, poner totales y ofras operaciones que pueden obser-
varse en el dibujo signiente;
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Podemos obtener tablas con datos anidados o, si lo queremos, podemos sacar di-
ferentes tablas juntas. Para ver esto utilizamos la variable £dad vy la variable Sexo para
tablas anidadas. Estas variables las trasladamos a Ia parte de las Columnas. De forma
gréafica la forma de proceder y los resultados se muestran en las dos imagenes si-
guientes:
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Edad

De 0-15 afios

De 16-64 ahnos

Mis de 64 afios

Sexo

Sexo

Sexo

Hombre Mujer

Hombre Mujer

Hombre Mujer

Recuento | Recuento

Recuento | Recuento

Recuento | Recuento

Alimenta~
¢ién
y bebidas

Todo
Casi todo
La mitad
Casi nada
Nada

¢ 3
4 5
0 3
i 4
0 0

28 27
29 20
15 12
5

0 0

13 13

7
2
1]
0

Eitrato & chentes ut e ks eses
Busno/a Regular Mala/z Bueru/a Hegula: Malosa
Fecuento Reguente | Recusalo Recuento Fecugnlo | Recuerto

Toda T ] A i Kran Hrin
.. |Cesitedo ey e nen nhnn AN nnon
m:sm" La mitag [ T [l i nenn nnnn
Lasinada arion TEnn L) e nnng warn
Nada i nrn AR [ nring (]

El trato al cliente es

Ia iluminacién de los
escaparates es

Hombre Mujer

Honbre Majer

Honbre Mujer

Recuento [ Recuento

Recuentc | Recuento

Recuento | Recuento

Alimenta-
cidn
y bebidas

Todo
Casi todo
La mitad
Casi neda
Kada

78 5
57 13
26 $
11 0
\ 0

1 64
0 44
0 11
0 5
0 ]

- 18 0
17
12 12
0 6
i

También pueden levarse a cabo diferentes contrastes estadisticos como la com-
paracién de medias, proporciones y el contraste de independencia, tal y como se
muestra en la siguiente pantalla;
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La regresién

Para la realizacién de andlisis de regresién el SPSS dispone de un menti especifi-
co, ef cual, cuenta con las opciones que se muestran en la figura siguiente.

D
Middle ags
1 Yaung
v-11,0001 Had ajub Yaung 28,00
o 11,980 Had a job | Middle age 35,00
14,0061 Had 2 job | Middle age 33,00

~+11.900 {Had no job | Middle age .
¥4 500 {Had ne iob | Middie 2qe KT
10,60 1601 1.000 [ Had no iob | Middle age EXT

Como ejemplo, disponemos de los datos de produccién y empleo de un conjunto
de empresas. Arrastrando estas variables, o a través de los botones, especificamos la
variable dependiente e independiente.
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Pulsando en aceptar, obtenemos los siguientes resultados.

Resumen del modelo

Modelo R R cuadrado R cuadrédo Error Flp.‘§e 1a
corregido estimacion
1 3942 ;155 ;155 1223.204.25

* Varibles predictoras (Constante). Empleo medioc anunal.

ANOVA®
Suma de Media .
Modelo cuadrados gl cuadratica F 51g.
1 Regresién | 4,20E + 009 1{ 4,2E+009 2803.928 ,000°
Residual 2,28E + 010 | 15233 1496228,6
Total 2,70E + 010 | 15234

® Variables predictoras (Constante). Empleo medio anual.
® variable dependiente. Produccidn a precios bésicos.

Coeficientes®
Coeficientes no Coeficlentes
estandarizados estandarizados + Sig.
Modelo B Error tip. Beta
T (Constante —2786.593| 57.451 —48.504[ ,000
Empleo medio 2930.304 55.339 ;354 52.952| ,000
anual

" variable dependiente. Produccién a precios bésicos.
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Por su parte, la estimacion curvilinea, dispone de las siguientes opciones.

Tablas de contingencia

El SPSS dispone de un subment especifico para la elaboracion de tablas de con-
tingencia, accesible a través del menii Analizar->Estadisticos descriptivos.

iVisible; 2de 2 warizbles
o ST R v
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Tomando como referencia los datos del ejemplo 5.16, en primer lugar especifi-
camos la variable fila y columna.

Por dltimo, en Casillas solicitamos ademds de las frecuencias observadas, las es-
peradas vy la diferencia entre ambas.
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Los resultados obtenidos serian Jos siguientes:

Tabla de contingencia Sexo * Opinién

Opinidn .
Total
A favor En contra
Recuento 32 11 43
Varén | Frecuencia esperada 22,6 20,4 43,0
Residuo 9,4 9,4
Sexo
Recuento 10 27 37
Mujer i Frecuencia esperada 19,4 17,6 37,0
Residuo —9,4 9,4
Total Recuento 42 38 80
Frecuencia esperada 42,0 38,0 80,0
Pruebas de chi-cuadrado
Valor | gl Slg.‘a51ntot1ca Slg. exacta Slq. exacta
{bilateral) (bilateral) | (unilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 17.911%) 1 000
Correceidn por continuidad® | 16.061) 1 000
Razén de verosimilitudes 18.620] 1 ,000
Estadistico exacto de
sta ,000 ,000
Fisher
Asocizcidn lineal por lineal | 17,688 1 ,000
N de casos vdlidos 80

& Calculado solo para una tabla de 2 X 2.
v { casillas (,0%} tienen una frecuencia esperada inferior a 5. La frecuencia minima esperada es

17,58.
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Medidas simétricas
SR
& Valor Si?'
aproximada
Nominal por Phi ,473 . 000
| nominal V de Cramer ,473 . 000
Coeficiente de 428 , 000
contingencia
¥ de casos validos 80

s pasumiendo la hipétesis alternativa.

v gmpleando el error tipico asintdtico basado en la hipdtesis nula.
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5.14. EJERCICIOS

De distribuciones bidimensionales

_—

Ejercicio 3.1. Represente grdficamente las siguientes distribuciones de frecuencias
bidimensionales:

a) En la tabla siguiente se indican los resultados de una encuesta realizada a
500 personas a las que se les ha preguntado el sexo y la linea aérea de la
cual son usuarios.

Varén 60 75 110 55 300
Mujer 20 45 90 45 200
Total 80 120 200 100 500

b} En la tabla siguiente se indican los resultados de una encuesta realizada a
300 personas a las que se les ha preguntado su edad v la ciudad en la que ve-
ranean.

20-30 35 20 5 60
30-40 30 30 10 70
40-50 25 40 15 80
50-60 20 50 20 90
Total 110 140 50 300

¢) Enla tabla siguiente se consignan los datos para determinar la relacion enire
los gastos de publicidad semanal y las ventas realizadas.
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40 385 40 490

20 400 20 420

25 395 50 - 560

20 365 40 525

30 475 25 480

50 440 50 510

Respuesta
a) Usuarios de lineas aéreas por sexo
120
100 +
80 - —
e :
20 - 1 ]
0 —L . - e
Linea A Linea B Linea C Linea D
varon 1 Mujer
b) Localidad de Veraneo por Edades

50
40
30 4
20 4
10 -
0 -

Marbella Torremolinos Mijas Costa

I ]20-30

4 50-60
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cj Relacién coste sobre ventas
600 - '

550
500 - .
450 .
400 :

350
300
250 -

200 T T T 1
15 25 35 45 5153

Coste

Ventas
*
*
L 4

————

Ejercicio 5.2. Con los datos del ejercicio 5.1 b):

a) Obtenga una tabla de correlacién de frecuencias relativas.

b) Halle la distribucién de frecuencias marginales, la moda de la variable v (ciu-
dad de veraneo) y la media de la variable x (edad).

¢) Obtenga la distribucion de y condicionada a x = 35.

Respuesta

a) Sea x, las marcas de clase. Las frecuencias relativas se obtienen haciendo
i

i
f;j=-}£,—“‘

[ e e o o e T
Tl

R Ay
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b) Las distribuciones de frecuencias marginales son:

Marbella 110

Torremolinos 140
Mijas-Costa 50

55 90

La moda de y es Torremolinos v la media aritmética de x es:

c)
Marbella
Torremolinos 30
Mijas-Costa 10
- {} P

Ejercicio 5.3. Dada la siguiente tabla:

Ao-_- o w
WOON R e

a) Calcule las distribuciones marginales de frecuencias.
b) Calcule las medias, desviaciones tipicas marginales y la covarianza.

c) Calcule el coeficiente de correlacion de Pearson.
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Respuesta
a)
x, 0 3 5 ¥, 1 2 3
1, 4 6 8 n,; 4 5 9
b} 3
— - 0 44+3-6+5-8 58 29
X =dy = =5 =
N 13 18 9
_ Eyjﬂ-.j [-4+2-5+3-9 41
y=a = = = —
18 I8
2
sz—m -y _(a )2_ zszflf- _ E.Xin.‘. _
x 20 21 10 N N
2. 2, 2
=M*(§) ~3.73
18 9

=43,73 =1,9132

2
Sy =My =dgp — (aﬁi =

Zn (2% )

244284439 41y
_1 4+218 +3 Qf(ﬁ) - 0,422939

§, = 4/0,422939 = (3,65033
XYty
Cov(xy) = my =y, — @ ay = L“(x 'y) =

N
_0:1:340:2:0+0:31431-0+3-2:443-3-245-1-1 _5-21+5-3:6
18 18
(29 -ﬂ) 1T LI samie

9 18 18 162
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€ sy my 082716
Y58, (fmyomg  1,9132-0,65033

= 0,606

Ey

—

Ejercicio 5.4. Una compariia quiere realizar un estudio sobre la influencia del gas-
to en [+D sobre sus ventas. Para ello dispone de los siguientes datos sobre los iiltimos
anos:

i
S B spraiies E AR EIT

130 ..
155
175
210

a) Realice-un grdfico de dispersién.

b) Obtenga "Lin.'rqudelo lineal que permita predecir las ventas a partir de los gas-
tos en I+D. Comente los resultados.

c) Prediga las ventas del 2010 sabiendo que el gasto en I+D serd de 4,5 millones.
d) Juzgue la bondad del modelo estimado.

Respuesta

a) Relacion coste sobre ventas

230

210+ .

190

170 M

150 *

130 *

110 -
90—
70-
50 T T

2,5 35 4 4,5
Coste

Ventas

i

w
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b) Llamaremos x a los Gastos e y a las Ventas, por lo tanto ajustaremos una rec-
ta de ¥ sobre X.

3 130 9,00 16.900 390
3,3 155 10,89 24.025 511,5
3.8 175 14,44 30.625 665
4,2 210 17,64 44.100 882
14,3 670 51,97 115.650 2.448,5
14,3
a,= =2,86.
a, =134
a, =489,7.
a,, = 10,394.
ay, = 23.130.
M., =2,2144,
mg, =5.174.
m,, = 106,46,
106,46
b=——— =48076.
2,2144

El coeficiente de regresion nos da la medida en que aumentardn las ventas al au-
mentar en un millén los gastos en I+D.

y—134=48,076 (x - 2,86) = y = 48,076 x— 3,49736
Por lo tanto, la recta de regresion de y sobre x seré:

¢) Las ventas estimadas para 2010 son:

yzn]o = _489076 (455) - 3,49736 = 212,84 millones
4 2 2 106,46
R 1t M i) =0,9892
S , My Mg (2,2144 - 5174)

El 98.92% de la varianza de y estd explicada por x, a través de la funcién
ajustada y,,, por lo que podemos decir que el modelo lineal es aceptable.

—_— g —
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Ejercicio 5.5. En Mercamadrid se ha observado durante un periodo de tiempo, las
cantidades de Kg. vendidos de un producto y el precio correspondiente en eures, ob-
feniéndose los signientes resultados:

6 6 6 .. 6 6
2y=21; N x =84 zxy'= 273; 2x2=1-202: .. 2y2=91
1
Calcule:

a) La recta de regresion de Y sobre X.
b} Lavarianza de Y, la varianza explicada por la regresion y la varianza residual,
¢) El coeficiente de determinacion.

d) ;Qué cantidad de producto se venderia a un precio de 10 €/Kg?

Respuesta

a) a, =3,5.
a,= 14,
a, = 45,5;‘
a,,=200,33.
a,= 15,l6.
m,,=4,33.
my, = 2,9166.
m,, =-3,5.
b= ‘Sf =—0,80798.

4,33

Esto significa que por cada euro por kilo que se aumente, las ventas se re-
ducirdn en 81 céntimos de euro.

y-35=-0808(x-14) = y=-0,808x+14.814

b) 52 215,16 (3,5 = 2,9166.

2
$? = g L4 0,08965.

02

Sy =87-82 =2,82695.
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c) La varianza de la variable enddgena (y) y la varianza explicada por la regre-
si6n (y,) estdn muy aproximadas. Esto significa que al calcular el coeficiente
de determinacidn el valor esté muy préoximo a 1.

5>
Rz =1_%=1_M=0’9662
Sy 2,9166

El 96,62% de la varianza de la variable end6gena estd explicada por la
variable dependiente a través de la funcién ajustada. El modelo lineal es
aceptable.

d) Six=10€/Kg.

y=-0808-(10)-14814 = y=6,734Kg.
) S —

Ejercicio 5.6. Se dispone de la siguiente informacion relativa a dos variables:

Ey,.=186,95; Ex,:ss; 2y3=4.144,07; Ex?=385;
2 y,x, =1.258.4,

a) Ajusie los coeficientes de la recta de regresion utilizando las férmulas minimo
cuadrdticas.

b) ;Qué tanto por ciento de la variabilidad de v es explicada por la regresion?

c) Obtenga la prediccicn del valor de v parax = 12.

Respuesta
a) Ajustaremos la recta de regresion de ¥ sobre X

y—a,=bx- a.,)
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Observamos que falta el dato de la frecuencia total, por lo tanto hagamos

que N sea igual a 70,

1.258,4
10

_ 4.144,07

) 10

a, = =125,84.

=414,407.

385
= —— =385,
Ay 10

m,, = 125,84~ (5,5 - 18,695) = 23,0175.

M,y = 38,5 - (5.5) = 8,25.
m,, = 414,407 — (18,695)* = 64,904.

y—18,695=27%x-35,5)

=

¥y=2"7%+73,35.
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b) El coeficiente de determinacion es:

iy iy
52 g — Mgy — Mgy + 2
RP-1_ ez =-1- My _ Pl _ P _
S, My, Al My, " iy
(23,0175)°
= =1{),9894
64,904 -8,25

El 98.94% de varianza es explicada por la regresion.

¢) Six=12
y=2,79-124335=36,83.

S —

Ejercicio 5.7. Una empresa dedicada al catering presenta los siguientes datos
referidos a los valores mensuales de los costes totales en miles de euros y al total de
bandejas producidas en miles de unidades durante los wiltimos doce meses:

Suma del total de bandejas en miles 512
Suma de los costes en miles de Euros 2.275
Suma del cuadrado de 1a variable explicativa 24.290
Suma del producto entre la variable explicativa y la variable no

explicada 106.941
Suma de la variacidn total no explicada 343,1729
Coeficiente de determinacién 09989

A partir de dichos datos:

a) Calcule el valor del coste en miles de euros cuando la cantidad de bandejas
producida es de 25.000.

b) Comente la naturaleza de la relacion, segiin sefiala la ecuacion de regresion.

Respuesta

A partir de los datos anteriores y sabiendo que la variable endégena es y, coste de
producci6n, la cual viene explicada por el niimero de bandejas producido, x, tenemos
que:
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Nzxg;(gxi]’* (12-24.290) - (512)°

aj
be NY %, *2%2)&- _(12-106.941)-(512-2.275) _ 4,039

275
a=y—-bx = 227 —4,039-2lz =17,2527
12 12

Luego la relaci6n entre los costes de produccién y las bandejas producidas es:
y=172527+4,039 - x

Por tanto, para x = 25 se obtiene:

17,2527+ 4,039 - 25 =118,2277

b) Se verifica una relacion directa, es decir, a medida que aumenta la produccion,
los costes aumentan. En nuestro caso, el valor 4,039 para b significa que la
cantidad de bandejas van a variar, segun la estimacion en 4,039 y en el mismo
sentido que los costes.

_.._,._<>__

Ejercicio 5.8. Supongamos que se posee la siguiente informacién sobre el coste
promedio anual por alumno universitario (y) en miles de euros y el niimero de alum-
nos (X) correspondiente a 20 universidades.

1 0,11 1.564 11 1,21
2 0,56 3.790 12 1,58
3 1,56 11.383 13 1,92
4 0,69 5.340 14 0,18
5 1,03 8.028 15 0,25
6 0,49 2.841 16 0,31
7 1,51 13.744 17 0,36
8 1,58 12.421 18 0,17
9 0,54 4348 19 0,29
10 0,93 1.128 20 0,22

a) Realice un grdfico de dispersion de los datos.

b) Estime la recta de regresion utilizando los datos del ejemplo referido a una
muestra de 20 universidades.
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Respuesta
a) Relacion coste sobre cantidad de alumnos
27 .
1,5 - ¢ ¢ 0.
= * *
g 17 *
o
L 2
05 o te
*
< +*
s, ¥
0 ¥ T T
0 5000 10000 15000

Cantidad de alumnos

b) En cada universidad se han registrado los valores de dos variables:

y = coste promedio mensual por alumno.
x = cantidad de alumnos inscriptos.

Vamos a construir una tabla apropiada para facilitar los célculos.

0,11 1.564 00121 2.446.096 172,04
0,56 3.790 03136 14.364.100 2.122.40
1,56 11.383 24336 129.572.689 17757 AR
0,69 5.340 04761 28.515.600 3.684,60
1,03 8.028 1,0609 64.448.784 8.208,84
049 2.841 0,2401 8.071.281 1.39209
151 13744 2,2801 188.897.536 2075344
1,58 12421 24964 154.281.241 19.625,18
0,54 4.348 0,2916 18.905.104 234792
0,93 7.128 0.8649 50.808.384 6.629.04
1,21 9.578 14641 91.738.084 11.589,38
1,58 13.489 2.4964 181.953.121 21.312,62
192 16.545 3,6864 273.737.025 31,766 .40

(Continita)
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e

(éanﬁnuacién)

0,18 1.149 00324 1320201 206,82
0,25 4045 00625 16362025 101125
031 5.105 00961 26.061.025 1.582,55
036 2.102 0,1296 4418 404 756,72
0,17 2.660 0,0289 7.075.600 45220
0.29 2.754 0,0841 7.584.516 798,66
0,22 2475 00484 6.125.625 544,50
1549 130.489 18,5983 1.276.686.441 152,774,13

$=0,7745.

%=6.52445.

18,5983
522 2898 (4 77457 ~ 0,9209 0,5998 = 0,3301.

(o 1:276.686.441
* 20
= 63.834.322,05 — 4.268.447,80 = 21.265.874,25

(6.524,45)" =

S, =0.,5745.
S =4.61149,

Calculamos la varianza entre x e y:

LY
cov(x,y)= XY

152.774,13
COV(JC, y) = _5(—)—
= 7.638,7065 — 5.053,1865 = 2.585,52.

-0,7745-6.524,45 =

Con lo que ya podemos caleular el valor de b:

2.585,52

=—————=,0001216.
2.126.587,25
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A continuacidén calculamos el valor de a:
a= 07745 -0,0001216 - 6524,45 = 0,7745 - 0,793 = -0,0185.

La recta de regresién estimada es, entonces:

$=-0,0185 + 0,0001216x
_ S —

Ejercicio 5.9. Supongamos que un administrador de un complejo turistico en un
balneario posee la siguiente informacion referente a 6 veranos consecutivos:

25 6,5
27 7.0
30 9.0
28 8,5
31 9,0
30 8,2

Donde x ex la temperatura media durante el verano ¢ y es el rendimiento del com-
plejo en cientos de miles de euros.
A partir de los datos:

a) Grafique los datos utilizando un diagrama de dispersion.

b} Estime la recta de regresion poblacional.

Respuesta
a) Relacion temperatura sobre rendimiento

10 4
o 9 4 * +
2 v
3 8 ¢
£
g . *
T g5

5 T T T T 1
23 25 27 29 ey | 33

Temperatura
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f=~r11—2xj=28,5.
=—2yl 8,03.
E 2 =4899

( ) 171 = Sy =25,5.

6

3 xy, - 13845
(E )(Ey,) 171-48,2 = Sy =108

6

b)

A= Sy =0,42
= Y =-4,04+0,42x.

1!
‘Gh

SR N

Ejercicio 5.10. Dada la siguiente tabla:

X 5 10 15 20
12,4 16,5 20,2 18,7
¥
15,2 19,1 21,3
Se pide:

a) Represente estos datos en un diagrama de dispersion y observe si es razonable
suponer que existe una relacion lineal entre X e Y.

b} Plantee el modelo lineal y estime los pardmetros por el método de minimos
cuadrados.

¢) Utilice la recta estimada para predecir el valor de Y sabiendo que x = 12.
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Respuesta

a) Relacion X-Y
23 4

19 . .
17 .

15 1 .

13 .

111

b) 1

=

zx,. = 12,143,

[

X

=
I

1
— . =17,6285.
n, Zy, 7,6

Enj x2=1275
( .

=> Sy, = 242,857,

3 5y, 1597
SeallSo] s | = 5o

n 7

5w _0,4058

Syx = Y =12,7+0,406x.
a=y—-bx =127

¢) ¥, =127+ 0,406 - 12 = 17,5694

——

Ejercicio 5.11. Los datos siguientes corresponden a la frecuencia de entradas de
personas en un espectdculo tomadas en intervalos de tiempo ¢ de 5 minutos.
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¢ (minutos) 5 10 15 20 25
¥ (personas) 72 65 70 62 64
Se pide:

a) El diagrama de dispersion.

b) El modelo lineal y los pardmetros estimados por minimos cuadrados.

Respuesta

a)

b)

Entradas por intervalos de tiempo

74
72+ *

70 - *
68
66 ]
64 4
62 4 °

Personas

60

Tiempo

;=%Exi=15

1
F=—3y =17,6285
y=— D =17628

25

30
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Ejercicio 5.12. Consideremos la siguiente tabla:

x 0 20 40 60 80 100
28 7.0 14,8 254 38,0 56,1
¥
39 8.2 13,6 24,2 395 57,5

Teniendo en cuenta el diagrama de dispersion, verifique que esta curva no sigue
un modelo lineal. Busque el modelo gue la ajuste y estime los pardmetros.

Respuesta

Realicemos ¢l diagrama de dispersion de los datos:

Relacién entre las variable Xe Y
70

60
50
40 - $
30 -

20

10_ ‘

[ T 7 1

0 b0 100 150

Observamos que la curva a ajustar podria ser una pardbola de 1a forma:
y=o+§x?

Para aplicar las formulas correspondientes, debemos realizar el cambio de varia-
bles u, = x? tal que:

u=x2 0 400 1.600 3.600 6.400 10.000
2,8 7.0 14,8 254 38,0 56,1
¥
39 8.2 13,6 242 39,5 57,5
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- 1 _
== 2 u; = 3.666,67.

1
7= Ny —24.25.
3 nyzy;

E n,u? =313.280.000

2 Sy = 151.946.666,7.
(znfu.-) _ (44.000)° T e
n 12

Eu,. y, =1.862.080

(2”:‘ “i)(E Yi) _ 44.000-291 = Sy = 795.080.
12

= ¥ =5,06+0,005u = 5,06 + 0,005x>.

Veamos ahora ¢l diagrama de dispersién para los datos modificados:

Relacion entre las variablesue Y
701

60 -
50
40 4 ' t
30
20 1
104 ¢

o 2000 4000 6000 8000 10000 12000
u

_—
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Ejercicio 5.13. Dada la siguiente tabla se pide:

X 6 18 30 42 54
30,0 8,9 4,1 1.8 0.8

¥ 28.6 8,0 4.6 2.6 0.6
28.5 10,8 4,7 22 1.0

a) Realice un diagrama de dispersion y compruebe que el modelo lineal no es co-

Freclo.

b) Ajuste al modelo In' Y = o+ Px. Realice un diagrama de dispersién con los

datos modificados.
c) Utilizando la recta hallada en el punto anterior, calcule el valor de Y para
X =35.
Respuesta
a) Relacion entre las variables X e Y
35
30 1
25
20~
15
10 A b4
5 ¢
0
0 10 20 30 40 50 60
X
b s 6 18 30 42 54
34 2,19 1,41 0,59 -0,22
Iny=V 3.35 2,08 1,53 0,96 -0,51
3,35 2,38 1,55 0,79 0
_ 1
X =
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1

V= —— D Vi=152
v
2 n x* =17.820
(2’% . )z (a50) = S,y =4.320.
n 15

E x,V, =1.862.080

(Enfxf)(zvi)=450.22,85 = Sy =311,64.
t 15

Sxx = V=368-0,072x = InY=368-0,072x.
&=V-pBx=3068

Veamos ahora el diagrama de dispersion para los datos modificados:

Relacién entre las variables X e InY

4,00 -
_ [ ]
3,00
2,00- $
z '
1,00 - i
0;00 T T T T El : 1
0 10 20 30 40 50 ¢ 60
-1,00 - X

¢ In¥Y=368-0,072-35=1,16 = Y=¢"9=319.






Capitulo 6
NUMEROS iNDICES

6.1. INTRODUCCION

Hasta ahora hemos trabajado con variables, que hemos tratado de forma estadis-
tica para conocer descriptivamente sus caracteristicas, pero existen valores referidos a
variables econdmicas (precios, cantidades producidas, costes, ingresos,...) que cam-
bian con el tiempo.

Cuando para una de esta variables, tomamos una serie de valores correspondien-
tes a diferentes momentos de tiempo, tenemos una «serie temporal»; en este capftulo
y en el siguiente estudiaremos un conjunto de instrumentos estad{sticos para tratar este
tipo de valores.

El primer grupo de instrumentos, tratado en este capitalo, es el genéricamente de-
nominado como «mimeros indice», que permiten medir y comparar de forma sencilla
los cambios sufridos por la variable a lo largo del tiempo.

El segundo, el tratamiento de «series temporales», lo abordamos en el capftulo si-
guiente, 3

Un Ntimero Indice cs una medida estadistica disefiada para poner de manifiesto
los cambios en una variable (o grupo de variables relacionadas) con respecto a una
determinada caracteristica (generalmente, el tiempo).

Se utilizan para efectuar comparaciones en diferentes momentos o periodos, res-
pecto de una variable.

Cada indice es un niimero que indica una variacidn; el nimero fndice 105 co-
rrespondiente a 2010, se interpreta como que «la variable en cuestién crecié en un 5%
respecto a un periodo anterior, ¢l periodo que se ha tomado como referencias.

Los mimeros indices se elaboran tanto con precios (p) como con cantidades (g}. El
afio en que se inicia el cdlculo de un mimero indice se denomina afie base y se deno-
tan por p, ¥ g, los precios y las cantidades de dicho afio. A los precios y las cantidades
de los afios sucesivos los anotamos como p, y g,. Si trabajamos con diferentes tipos de
mercancias, utilizamos los subindices () para referirnos a un tipo de mercancia, de
modo que usamos los simbolos p, 0 ¢, 0 para sefialar el precio o la cantidad de la
mercancia i en el perfodo 7. Si hubiese N mercancias el valor total de la cesta de pro-
ductos durante ¢l periodo ¢ se expresa:

Valor total durante el periodo ¢ = 2 D
=1
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Los mimeros {ndices se clasifican en ponderados y no ponderados. Los ntimeros
indices no ponderados son los mds sencillos de calcular, pero deben de utilizarse con
especial cuidado.

Los ntimeros indices ponderados requieren que definamos previamente a su cons-
truccién los criterios de ponderacién o de peso. Una vez definida una ponderacién
debe de respetarse, en general, en los sucesivos perfodos. En este apartado estudiare-
mos los indices ponderados que son de aplicacién comnin.

Asi, por ejemplo, un ntimero indice ponderado es el Indice de Precios Hoteleros
en Espana; este Indice es una medida estadistica de a evolucién mensual del conjunto
de las principales tarifas de precios que los empresarios aplican a sus clientes.

Para su obtencidn se utiliza 1a Encuesta de Ocupacién en Alojamientos Turisticos,
en la que, mensualmente, se recoge informacion sobre la ocupacién hotelera (viajeros
entrados, pernoctaciones, grado de ocupacion efc.), su estructura (plazas, personal,
etc.) y demds variables de interés, con una amplia desagregacién geogréfica y por ca-
tegorias de los establecimientos. En el cuestionario, se les pide, entre otras variables,
el ADR (Average Daily Rate) o tarifas promedio diarias aplicadas a distintos tipos de
clientes por una habitacién doble con bafio. Esos precios se desglosan segin ¢l tipo de
cliente al que se e ha aplicado: Tour operador tradicional, Agencia de viajes tradi-
cional (incluyendo bonos y talones de hoteles), Empresas, Particulares, Grupos, Con-
tratacidn directa en la Web del hotel y/o de fa cadena hotelera, Tour operador on-line,
Agencia de viajes on-line y Otros.

Cada tarifa pondera de forma diferente cada mes, en funcidn del uso real que los
hoteles han dado a la misma; integradas, conforman el indice general, que tiene una
presentacién del siguiente fipo®®:

indice general nacional y desglose por tarifas

Total categorias 91,1 -6,0
Cinco estrellas de oro 86,0 79
Cuatro estrellas de oro 89.8 -6,7
Tres estrelas de oro 933 —5,6
Dos estrellas de oro 97,3 -1,7
Una estrella de oro 97,1 -3.1
Tres v dos estrellas de plata 95,4 2.2
Una estrella de plata 98,9 -1,9

1 1.a metodologia de esta Encuesta puede verse con detalle en la Web: http://fwww.ine.es/
daco/dacod2/prechote/metoiphp1.htm; la informacién puede extraerse desde la Web: http://fwww.ine.es/ineb-
menu/mnu_hosteleria.htim.
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La interpretacion es la siguiente: en el mes de enero de 2010, y en relacién con el
afio base, 2008, los precios (todas las categorfas) se habian reducido un 8,9 %, los de
los hoteles de 5 estrellas de oro un 14 %, etc.

Del mismo modo, en la iltima columna, se indica el crecimiento o tasa de varia-
cién anual con el mismo mes del afio anterior (Enero de 2009), en el que s¢ pone de
manifiesto, segifin el INE, una bajada de todas las tarifas, en porcentajes que oscilan
entre el 1,7% y el 7,9%.

6.2. PROPIEDADES DE LOS NUMEROS iNDICES
Los mimeros Indice tienen las siguientes propiedades:

a) Existencia: Todo niimero fndice ha de tener un valor finito distinto de cero.
b) Identidad: Si se hacen coincidir el perfodo base v el perfodo actual el valor
del ndice tiene que ser igual a la unidad (o a 100 si se elabora en porcentajes);
en la notacién habitual: : 7" = 100.
Un ejemplo de ndmero indice que cumple esta propiedad es el indice
simple:

=210 = ["=100

c¢) Inversién: El valor del indice ha de ser invertible al intercambiar los perfodos
entre si. Es decir:

n n I3
],0 =—1r—, o bien L = 1£ ., obien i L =
Iy 100 f, 100 100
100

Es decir, que el indice del afio o calculado con la base del afio ¢, ha de ser
igual al inverso del indice del afio ¢ calculado en base del afio 0.

d) Proporcionalidad: Sien el periodo actual todas las magnitudes experimentan
una variacidn proporcional, el ntimero indice tiene que experimentar también
dicha variacién.

e) Homogeneidad: Un nimero indice no puede estar afectado por los cambios
que se realicen en las unidades de medida.

f) Propiedad ciclica o circular: Determina una relacién de igualdad entre un nii-
mero indice construido con periodos base sucesivos y ofro elaborado a partir
del periodo inicial como base y el dltimo periodo como periodo de estudio. Si
se toma la relacion que surge de tres periodos.

100 100 100
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g) Propiedad ciclica o circular modificada: Se desprende de las propiedades ci-
clica y de inversién temporal. Si se toma la relacion que surge de tres periodos,
s¢ obtiene:

6.3. NUMEROS iNDICES SIMPLES Y COMPLEJOS

Los ndmeros indices simples son los mas elementales; se elaboran a partir de la
razén de precios (precios relativos) o cantidades (cantidades relativas) respecto a su
valor en el perfodo base.

X,
I, = =100
Xi(]

En el siguiente perfodo el indice simple serfa:

i{e+1)

-100

L) =
i0

Al comparar los nimeros indice /, e [, , . se obtiene el incremento del precio de

. ., g+
dicho producto en cuestion.

Ejemplo 6.1. Con los siguientes datos, elaborar un Indice de los Precios Medios de
Alojamiento aplicados por un determinado hotel a las habitaciones dobles.

Tomando como base la media de precios aplicados en el afio 2009 (50 euros por
habitacion doble) tendrfamos, expresado en porcentajes:

P,
—39&-100=%-100=102

t
P2009

7 =t 100-
PO
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Indicativo de que los precios habrian aumentado un 2%, o lo que es lo mismo: nd-

mero indice = 102%
Obsérvese que la operacidn realizada equivale a una simple regla de tres; si 50 €

51-100 -102.
50

equivalen a un indice 100, 51 € equivaldrin a x, dénde x =

Ejemplo 6.2. Con los siguientes datos:

Elaborar un Indice de los precios con base afio 2005 = 100 y obiener el incre-
mento porcentual anual,

2005 150 100,00%

2006 158 105,33% i 5.33%
2007 168 112.00% 12,00%
2008 175 116,67% 16.67%
2009 183 122,00% 22,00%
2010 186 130,67% 30,67%

Cuando lo que se desea es estudiar la variacién de una serie de variables, sinteti-
zandola en un sélo indice, se habrdn de usar indices complejos. Los dos tipos princi-
pales: son los indices complejos con ponderacion y sin ponderacion.

6.3.1. Numeros indices complejos de precios sin ponderacion
Los indices simples pueden agregarse de diferentes formas; a dichas agregaciones

se les conoce como indices complejos. ST en la agregacién no se utilizan elementos es-
peciales de ponderacion, tendremos Nimeros Indices complejos sin ponderacion.
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Ejemplo 6.3. Disponemos de las notas medias de los alumnos aprobados en diversos
examenes de Estadistica en los centros asociados de la UNED.

Junio 2009 53 5,3 6,5 6 7
Septiembre 2009 5.6 52 5.2 6,3 6,8
Junio 2010 7.3 53 5.3 6.3 5,2
Septiembre 2010 6,1 5.5 5,5 6,4 4,1
Junio 2011 6,3 5,7 5.7 5,7 3,6
Septiembre 2011 5.8 52 52 6,9 8

Podriamos obtener para cada centro Jos indices de evolucion del periodo, con base
Junio de 2009 igual a 100, obteniendo:

Junio 2009 100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 100,0%
Septiembre 2009 105,7% 98,1% 80.0% 105,0% 97,1%
Junio 2010 137,7% 100,0% 81.5% 105,0% 74,3%
Septiembre 2010 115,1% 103,8% 84,6% 106,7% 38,6%
Junio 2011 118,9% 107,5% 87.7% 95,0% 51.4%
Septiembre 2011 109,4% 98,1% 80,0% 115,0% 114,3%

Sin embargo, estos indices tan sélo nos pueden indicar la variaci6én de la nota me-~
dia de cada uno de lo centros por separado; si desedramos sintetizar en un sélo indice
esta informacitn tendrfamos que obtener un indice complejo, en el que considerdse-
mos, por ejemplo, la media de evolucién de los indices obtenidos en los diversos cen-
fros; tendriamos asf:

Junio 2009 6,02 100,0%
Septiembre 2009 5,82 96,7%
Junio 2010 5,88 97, 7%
Septiembre 2010 5,52 01,7%
Tunio 2011 54 89,7%
Septiembre 2011 6,22 103,3%
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Si suponemos que tenemos N diferentes produoctos, podemos obtener los si-

gnientes {ndices complejos:

— Indice media aritmética de indices simples:

Lt L+htw ]y
N N

Este Indice también se denomina Indice de Sauerbeck.

I

— [Indice media geométrica de indices simples :

N
Ly =N/H1,.
=1

— Indice media arménica de indices simples:

N
X, + X5, + X, + + X T
_ 1 2t 3r v Nt - _i=l .
I= " 100 = —5 100
Kip T X T X350 Fauid Xy
*i0
=

Este fndice se denomina Indice de Bradstreet-Dutot.

6.3.2. Nuameros indices de precios complejos ponderados

Con ¢l objeto de reducir las desventajas que representa usar indices que otorgan
igual importancia a cada variable, se generan indices ponderados. De esta manera, se
asigna un peso o ponderacion w, que indica la importancia relativa de la variable en el

indice total.

Ejemplo 6.4. Supongamos, que durante el afio 2005 un hotel aplicé un precio medio
de 52 euros teniendo un 97% de ocupacion y duraate 2004 el precio medio fue de 50
euros y la ocupacién del 99%; podemos construir un indice, precio-cantidad, del

tipo:
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;= Pisoos ' Diogos | 100 = 52-97 100 =10L9
Piaoos oo 50-99

Indicativo de que la evolucidn de los ingresos ha tenido un incremento del 1,9%
en el pericdo; estamos hablando en este caso de un indice complejo ponderado por
cantidades.

La ponderacién de los indices complejos se hace imprescindible cuando se dis-
pone de diversos indices simples con diferente importancia cada uno; por ejemplo,
para establecer un fndice general de precios o de ingresos de una cadena hotelera, pa-
rece apropiado considerar por separado las diferentes grupos tarifarios, lo que nos per-
mitir{a hacer un seguimiento de la evolucion de cada uno de los precios aplicados a
cada grupo; sin embargo, para integrar el indice general, hay que tener en cuenta que
cada grupo tiene una importancia diferente en la estructura de la ocupacion y de los
ingresos de Ia cadena hotelera y en consecuencia a cada indice de grupo hay que dar-
le una importancia diferente en la elaboracién de un indice general; esta importancia
viene determinada por un ponderador y se denomina ponideracidn.

Para elaborar un ponderador hay que considerar una magnitud que sea comparable
entre los diferentes tipos de productos utilizados. En €l ejemplo del hotel se podria con-
siderar para ponderar el niimero de habitaciones ocupadas por cada grupo tarifario en
un periodo concreto o los ingresos totales obtenidos en la contratacién de cada uno de
los grupos. Para evitar los problemas de homogeneizacion que tienen las magnitudes ff-
sicas se suele acudir a las valoraciones monetarias para obtener los ponderadores.

Ejemple 6.5, Elaborar un ponderador para los grupos tarifarios aplicados por una ca-
dena hotelera teniendo en cuenta que los ingresos que le aporta cada grupo tarifario,
en miles de euros/afio, son los siguientes:

Tour-operadores 300

Clientes individuales 125
Empresas concertadas 45
Total 470

Haciendo 470 = 100, tendriamos los siguientes ponderadores:

e B

Tour-operadorss 63.8%

Clientes individuales 26,6%
Empresas concertadas 9,6%

Total 100%
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Una vez obtenidos los ponderadores se calculan los fndices complejos ponderados
utilizando las siguientes formulas alternativas:

1. Indice media aritmética ponderada de indices simples:

N
Lw,
I Tw+Lw, +Lw +...+1 wy =
W+ Wy + Wy + oW ad
2
-

2. Indice media geométrica ponderada de indices simples:

N
I=g Iy I I = n/l—[f,;:’”
=1

3. fndice media arménica ponderada de indices simples:

PR
] = W1+W2+...+Wn _ i
- 1 n 1
I—Wl + W, +...+}"—Wn —wW;
1 2 n . I

4. Indice media agregativa ponderada de indices simples:

N
X, W, + X Wy F Xy Wo b ok Xy, W Exﬂwi
W W F Xy W L X Wy, _ il .
I= 100 =% 100
KW, + oWy + XyoWs + ot XpyoWy
XipW;

i=1

Al definir el ponderador en tanto por uno, el procedimiento de cilculo de ios fn-
dices ponderados se simplifica notablemente.

Ejemplo 6.6. Con los siguientes datos correspondientes a a nota media de una asig-
natura en distintos exdmenes y centros de estudio:
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Junio 2009 5,1 53 6,5 6 7

Septiembre 2009 5.2 5,2 6,3 33 6.3
Junio 2010 53 53 5.5 7.3 6,3
Septiembre 2010 54 5,5 5,4 53 6,4
Junio 2011 5,8 5,7 58 6.3 5,7
Septiembre 2011 59 5,2 6.3 5,3 6,9

Obtener, mediante una media ariimética ponderada de indices simples, la evolu-
cion del indice de notas de la asignatura, tendendo en cuenta que el niimero de alum-
nos de cada centro se distribuye en la siguiente forma: Madrid: 50%, Tarrasa 20%, Ca-
diz, Cérdoba y Las Palmas 10%.

Tenemos:
Junio 2009 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
Septiembre 2009 101,96 08,11 96,92 88.33 90,00
Tunio 2010 103,92 100,00 84,62 121,67 90.00
Septiembre 2010 105,88 103,77 83,08 88,33 01,43
Junio 2011 113,73 107,55 89,23 105,00 81,43
Septiembre 2011 115,69 98,11 96,02 88.33 98,57

Aplicando la formulacion

]=I]w1+12w2+1"3w3+...+1’nw,Z _

Wy AW, t Wy LW,
2"
=
en el segundo periodo, septiembre de 2009, se obtiene:

= 101,96 0.5+ 98,11 -0,2+96,92 - 0,1 + 88,33 - 0.1 081

05+02+0,1+0,1

Aplicando la misma expresién para el resto de los periodos, se obtendr4 la se-
gunda columna del siguiente cuadro:
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Junio 2009 100,0 100,00
Septiembre 2009 98,1 93,07
Junio 2010 101,6 100,04
Septiembre 2010 1000 ‘ 94,50
Junio 2011 105,9 99,39
Septiembre 2011 105.8 99,53

La mejor evolucién de Madrid, que pesa o pondera un 50% en el colectivo de
alumnos, hace que el indice ponderado tenga una evolucién més positiva que ¢l indi-
ce sin ponderar. Digamos, finalmente, que Ja decisién de otorgar un 50% de peso a
Madrid, aunque podria ser arbitrarja, debe estar motivada por algiin criterio objetivo
de medicion de la importancia relativa de cada subindice; en este caso, por ejemplo,
por el niimero total de alumnos que tiene el ceniro de Madrid.

6.4. INDICES DE PRECIOS COMPUESTOS PONDERADOS

Los Indices de precios mis comunes se elaboran utilizando indices complejos
ponderados; el mas empleado es el denominado Indice de Laspeyres, pero existen
otros, que también veremos a continuacion:

1. Indice de Laspeyres

Se trata de un tipo particular de Tndice compuesto o agregativo ponderado,
Para obtener un indice de precios de Laspeyres, se debe valorar el consumo del
afio base a precios del afio en estudio (en el numerador) y a precios del afio
base (en el denominador).

El Indice de Laspeyres es, pues, una media aritmética ponderada de indi-
ces simples, cuyo criterio de ponderaciones: w,=p,. - q,,.

La férmula que define el Indice de Laspeyres, expresada en porcentaje, es
la siguiente:

N

N
E Tw; E Pl

L = i=l = _i=i -100 siendo L=_Ri

‘P N N

E Wi E Pigdio Fio

=t i=1

Otra notacién alternativa es:
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1 - P9 100
Epo'qo

Se suele utilizar este Indice a Ia hora de elaborar los indices de précios por-
cuestiones précticas ya que dinicamente requiere investigar en el afio base el
valor de los ponderadores, que es la parte mas costosa de la elaboracién del in-
dice (téngase en cuenta que en el IPC se realiza una encuesta de presupuestos
familiares en los afios base que requiere una muestra de aproximadamente
20.000 hogares). Una vez determinados los ponderadores el indice de Las-
peyres Unicamente requiere gue se investigue en los sucesivos periodos la
evoluci6n de los precios.

. Indice de Paasche

También es una media aritmética ponderada de los Indices simples, pero
utilizando como coeficiente ponderador w, = p_ - ¢, ; por tanto su definici6n,
expresada en porcentaje, queda como:

N N
zliwi Dy
P =+ = -100

E w; 2 D

=1 i=1

Como notacidn alternativa otros autores utilizan la siguiente:

IPP; =2M.100
Ep[] "y

La diferencia entre el Indice Paasche y el Indice Laspeyres es que exige
calcular ias ponderaciones para cada periodo corriente ¢, haciendo su cdlculo
estadistico mas laborioso. Ademds presenta el inconveniente de que sdlo per-
mite comparar la evolucidn del precio de cada afio con el del afio base, dado
que las ponderaciones varian de periodo en periodo. Ambas razones han de-
terminado que este indice sea mds inusual que el anterior.

3. Indice de Fisher

El Indice de Fisher es la media geométrica de los Indices de Laspeyres y
Paasche, es decir:
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FP = LP .PP

Finalmente, aungue menos utilizados en la préctica, cabe destacar los si-
guientes Indices de precios y cantidades:

4. Indice de Drovisch-Bowley

5. Indice de Edgeworth-Marshall

> plwta)

I =
e Epo'(%"'qt)

6. Indice de Walch

Ejemplo 6.7. Elaborar los indices de Laspeyres, Paasche y Fisher para la signiente in-
formacion sobre precios y ocupacién de una cadena hotelera.

Tarifa A - 39 3.000 37 3.000 40 2.400
Tarita B 40 2.500 45 2.500 47 2.500
Tarifa C 45 2.000 50 1.700 58 2.006

Tarifa D 50 1.500 53 1.200 60 1.750
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1. Indice de precios de Laspeyres

a) Ano 2008.

En este caso r = 2008; multiplicamos en la primera
columna y en Ia segunda los precios de 2008 por las
ocupaciones de 2008:

117.000 117.000
100.000 100.060
90.000 90.000
75.000 75.000
382.000 382.000

_ 2P 382000

- - -100 =100
> by 382.000

IPL:

b) Afio 2009 con base en 2008.

En este caso i = 2009; multiplicamos en la primera
columna los precios del afio 2009 por las ocupacio-
nes 2008 y en la segunda los precios de 2008 por las

111.000 117.000

ocupaciones de 2008:
112.500 100.000
100.000 90.000 IPL = Epn% 100 = ;1(8)2.000 1100 =100
82.500 75.000 2 Poo :

406.000 382.000

¢) Afio 2010 con base en 2008.

En este caso n = 2010; multiplicamos en la priimera
columna los precios del afio 2010 por las ocupacio-
nes 2008 y en la segunda los precios de 2008 por las
ocupaciones de 2008:

120.000 117.000
117.500 100.000

116000 |  90.000 1L 2P0 o0 3500

= 100 =100
90.000 75.000 Podo 382.000

443500 | 382.000
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2. Indice de precios de Paasche

a) Afio 2008.

Rt AL

s g

117.000
100.000
90.000
75.000
382.000

117.000
100.000
90.000
75.000
382.000

En este caso 0 = 2008 y » = 2008; multiplicamos en
1a primera y en la segunda columna los precios de
2008 por las ocupaciones de 2008:

s 2P o 382000

=————-100=100
Epoqn 382.000

b) Aiio 2009 con base en 2008,

111.000
112.500
85.000
66.000
374.500

117.000
100.000
76.500
60.000
353.500

En este caso 0 = 2008 y r = 2009; multiplicamos en
ia primera columna los precios y las ocupaciones
del afio 2008 y en la segunda los precios de 2008 por
las ocupaciones de 2009;

PPy = 2P 100 = 274300 450 = 105.94
E Pod, 353.500

¢) Aifio 2010 con base en 2008.

117.500
116.000
105.000
434.500

100.000
- 90.000

87.500
371.100

En este caso 0 = 2008 y # = 2010; multiplicamos en
la primera columna los precios del afio 2010 por las
ocupaciones de 2010 y en la segunda los precios de
2008 por las ocupaciones de 2010:

— 224, o0 434500

Epoq 371.100

-100=117,08
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3. Indice de Fisher con base en 2008.

F, =+/100-100
2009 F, = /106,22-105,94 106.1
2010 F, = \116,1117,08 116,6

6.5. ENLACE Y CAMBIO DE PERIODO BASE EN LOS NUMEROS iNDICES

El fndice de Laspeyres, que es el més utilizado, y en general todos los indices
ponderados que utilizan un afio base inicial, tienen como principal problema su pér-
dida de representatividad a medida que los datos se alejan del periodo base.

Periddicamente, es necesario, en consecuencia, cambiar el afio base a fin de ha-
cerlo mds representativo; asi, por ejemplo, el INE cambia periédicamente el afio
base del Indice de Precios al Consumo; al cambiar el afio base, suele también cam-
biarse 1a metodologia, de forma que los dos indices son esencialmente distintos, y por
1o tanto no se pueden comparar a priori entre si. Il procedimiento a través del cual ha-
cemos comparables niimeros indices obtenidos con bases distintas es lo que se deno-
mina Enlace. :

Si consideramos que P, P,, P,, ..., representan precios correspondientes a in-
tervalos sucesivos de tiempo, llamamos relaciones de enlace a [2,I},1}, ..., el de-
nominado coeficiente legal de enlace, el cual viene dado por la expresion:

1,?=£3—

I

Dicho coeficiente se basa en la propiedad de la inversion de los niimeros indices,
tal que:

7°
F=p-24
=1 1’3

Esta propiedad garantiza que podamos intercambiar indices calculados con dis-
tintas bases.

Asi, por ejemplo, el INE publica las tablas de enlaces para el cambio de base del
Indice de Precios al Consumo de base 2001 a base 2006; en este caso, por grupos de
IPC, son las siguientes:
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General. Base 2001 0,740268
Alimentos y Bebidas No Alcohdlicas 0,780515
Bebidas Alcohdlicas y Tabaco 0,546851
Vestido y Calzado 0,843242
Vivienda 0,701667
Menaje 0,78033

Medicina 0,766029
Transporte 0,712176
Comunicaciones 0,825968
Ocio y Cultura (,753008
Ensefianza 0,575517
Hoteles, Cafés y Restaurantes 0,681374
Otros Bienes y Servicios 0,70226

Fuenre: Instituto Nacional de Estadistica.

Con este procedimiento, en el momento de transicién de un sisterna a otro (di-
ciembre de 2005 a enero de 2006) se adopta la variacion calculada con el nuevo
Sistema. Las series enlazadas se calculan multiplicando cada uno de los indices en
base 2001 por estos coeficientes de enlace.

A veces no disponemos del coeficiente de enlace pero si disponemos de los dos
valores del indice en el afio de cambio de base; en este caso operamos con una simple
regla de tres.

Ejemplo 6.8. Completar la siguiente serie de indices:

1993 165 100
1994 112
1995 106
1996 122
1997 140 100
1998 112
1999 114
2000 116
200 118
2002 144
20603 155
2004 160
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La serie completada seria la siguiente:

1988 100 60,61 43,29
1989 150 90,91 64,94
1990 145 87,88 62,77
1991 154 93,33 66,67
1992 132 80,00 57,14
1993 165 100 71,43
1994 184,80 112 80,00
1995 174,90 106 75,711
1996 201,30 122 87,14
1997 231,00 140 100.
1998 258,72 156,80 112
1999 263,34 159,60 114
2000 267,96 162,40 116
2001 272,58 165,20 118
2002 332,64 201,60 144
2003 358,05 217,00 155
2004 369,60 224,00 160

En la que el valor del indice para 1994, con base 1988, se obtiene a partir del he-
cho de conocer, que para 1993 tenemos dos datos equlvalentes (165 en base 1988
equivale a 100 en base 1993); por cllo:

1332112-1652185; I§§=106.165=175; el
106 100

Del mismo modoe sabemos que para el afio 1997 la base 100 equivale a 140 en
base 1993, etc.

6.6. DEFLACTACION DE SERIES

La utilidad mas importante gue tienen los indices de precios, a parte de describir
el comportamiento de los precios durante un periodo concreto, es la de deflactar series
cronolgicas o temporales valoradas en unidades monetarias.

Deflactar es eliminar el componente de subida de precios que es inherente a
toda serie temporal que viene referida a un valor monetario (ventas de una empresa,
los depésitos y créditos bancarios, elc...).

Las ventas de una empresa, por ejemplo, se incrementan de un afio a otro {6 de un
mes a otro), bien por haber aumentado el nimero de pedidos que realizan los clientes
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o bien por que la empresa o el mercado haya decidido una subida en los precios de los
articulos pedidos. Si nosotros valoramos el nimero de pedidos del afio actual utili-
zando los precios vigentes el gjercicio pasado, dispondriames de un elemento com-
parativo con respecto al ejercicio anterior que nos sefialaria de manera inequivoca si
nuestro volumen de negocio se ha incrementado con independencia de lo ocurrido con
los precios, y este andlisis se alcanza deflactando la serie de ventas de dicha empresa
por un indice de precios adecuado.

En consecuencia, cuando utilizamos una serie temporal con referencia para su va-
loracidn el precio que rige en un perfodo determinado (un afio base), utilizamos una
«valoracién a precios constantes», en tanto que cuando dicha serie est4 valorada a los
precios vigentes en cada periodo tendria su valor a «precios corrientes».

En la préctica, para pasar de una serie en moneda corriente a otra en moneda
constante se procede dividiendo la primera por un indice de precios adecnado. Este
procedimiento recibe el nombre de deflactacién y al indice de precios elegido se le de-
nomina deflactor.

No obstante, hay que sefialar que, cuando utilizamos como deflactor un Indice de

Laspeyres:
v E pir : Qir 2 ptt qu
I =) SR z Da iy 2 v 0,

L S Py do Z Pia "Gio

=1 1=1

No pasamos cxactamente valores corrientes a valores constantes, cosa que si
ocurre con el Indice de Paasche. Cuando es utilizado como deflactor la expresién
queda:

=:—=2Piu'%

Ejemplo 6.9. Suponiendo un inflacién anual constante del 3% durante ¢l perfodo
2006-2010, deflactar la siguicnte seric de ventas de una empresa:
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2006 30
2007 34
2008 38
2009 40
2010 46

El resultado buscado seria el siguiente:

2006 30 1,0000
2007 34 1,0300
2008 38 1,0609
2009 40 1,0927
2010 46 1,1255

Para obtener el deflactor de cada afio tenemos que operar de la siguiente forma:

2006 1,0000

2007 1,0000-(1 + 0,03} = 1,03
2008 1,03-(1 + 0,03) = 1,0609
2009 1,0609-(1 + 0,03) = 1,0927
2010 1,0927.(1 + 0,03) = 1,1255
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6.7. EJERCICIOS

Sobre niimeroes indices

_

Ejercicio 6.1. A continuacion se detallan las ventas, en millones de unidades, de
una determinada empresa:

Ventas

a) Calcule un indice simple para cada periodo, tomando como afio base 1999.

b} Calcule la variacién porcentual de ventas entre los afios 2001 y 1999.

Respuesta

a) Para calcular el indice simple, debemos realizar el cociente entre las ventas de
cada afio y la cantidad correspondiente al afo base (1999).

13&%-100 = I} =104,55.

Iy = % 100 =I5 =7273.
12 - -j%-loo ~ % =100,
Iy = %-100 = I =109,09.
Iy = %-100 = Iy =68,18.
15 = Biw = I3 =59,09.

22



364 ESTADISTICA PARA ADMINISTRACION Y DIRECCION DE EMPRESAS

1997 23 104,55
1998 16 72,73
1999 22 100,00
2000 24 109,09
2001 15 68,18
2002 13 59,09

b) Para calcular la variacién porcentnal de las ventas solicitada, al indice corres-
pondiente al afio 2001 con base 1999, se le debe restar el valor de 100.

VPQ%I =68.18 - 100 = V_PQ%I =-31,8182%

Se produjo una caida en las ventas del 31,82%.
S N

Ejercicio 6.2. A continuacion se detallan los precios minimos, en euros, por re-
servas de pasafes efectuadas a un destino promocional entre los meses de Noviembre
de 2009 y Aabril de 2010.

Noviembre 130
Diciembre 160
Enero 200
Febrero 180
Marzo 175
Abril 165

a) Calcule el incremento de los precios de Marzo respecto a Enero.
b} Calcule el incremento de los precios de Marzo respecto a Febrero.
¢) Obtenga un indice de precios simple cuya base sea Enero.

d) Obtenga un indice de precios simple cuya base sea Febrero.
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Respuesia

a) Se debe aplicar la férmula de incremento o variacién porcentual.

ypreeo 1T 400 100 = vem o _125%
200 .

encro

b) 175

VPmaﬂo

o = g 100-100 = VARG - -2,78%

ero

¢} Los niimeros indice de cada mes, con base Enero, se obtienen a partir de los si-
guientes cdlculos:

130

oo ——— 100 = 65
200
e 190 300 =80
200
229 500 =100
200
[ 180 100 =90
200
il I 100 =875
200
S 165 100 =825
200

d) Los niimeros indice de cada mes, con base Febrero, se obtienen a partir de los
siguientes célculos:

, 130

Jrevemere _ T 100 =72,22
febrero 1 0

» 160
Joemere _ 100 =88,89
febrero 180

200

e 2 21000 -=111,11

febrero 180

JlEbmr =1§9-100 =100

febrero 1 8 0




366

ESTADISTICA PARA ADMINISTRACION Y DIRECCION DE EMPRESAS

175

55 = ——-100 =9722
febrero 180
; 165
[ 1000 =91,67
febrero 180
S S ——

Ejercicio 6.3. Una empresa vende sus productos en 4 regiones. El volumen de ven-
tas para los meses de Diciembre, Enero, Febrero y Marzo del 2010 resultaron ser los

siguientes:

TR R o T e

P
Ry
. Diciemb 110
R g e o

Regidn 1 1.500 1.300

Regién 2 1.450 1.550
Regidn 3 1.600 1.460

Region 4 1.300 1.390

a) Obtenga un indice agregativo simple, sobre la base de Diciembre para el
mes de Febrero.

b} Calcule el incremento que se ha producido entre Diciembre y Marzo.

Respuesta

a) Para obtener el indice agregativo simple pedido, se suman los valores de vo-
limenes de venta correspondientes a Febrero (periodo en estudio) v los co-
rrespondientes a Diciembre (pericdo base). Luego se efectiia el cociente entre
ia suma del afio en estudio v la suma del afio base. Finalmente, el resuitado ob-
tenido se muitiplica por 100.

| Febréro

Destino 1

1.200
Destino 2 1.450 1.550 1.260
Destino 3 1.600 1.460 1.620
Destino 4 1.300 1.390 1.400

Sumas 5.850 5,700 5480
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4
Jiber ﬂ-lOG = 93,6752

diciembre 5.850

El indice agregativo simple para el mes de febrero, con base en diciembre
del 2002 es 93,6752,

b) yp e — 93 6752 — 100 = —6,325%

diciembre

I.a variacién experimentada entre los meses de Diciembre y Marzo fue
una caida del 6,325%.

S —

Ejercicio 6.4. Una compaiila de transporte ofrece un paquete turistico hacia tres
destinos distintos. Se detalla en el siguiente cuadro la cantidad de reservas realizadas
a cada destino en el periodo comprendido entre 1999 y 2002:

T T
o Ed

Serlin

En base a los datos anteriores, calcule los siguientes indices ponderados:

a) Media Aritmética.
b) Media Geométrica.
¢) Media Armdnica.

d) Media Agregativa.

Tomando como afio base 1999 y como coeficiente de ponderacién para cada
destino:

Londres: 1
Berlin: 2
Paris: 3.
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Respuesta

Los indices simples para Londres son:

9 8.500

I = 22100 12 =100

Lo = 3500 = &

a0 10890 ha o m® 127,06
8.500
9.000

o o 22100 % =105,88

%7 8,500 = I

Ly, = 2100 100 o ILg; =107,06

8.500

Se multiplica por la correspondiente ponderacién y se obtienen los valores resu-
midos en el signiente cuadro junto con los indices de Berlin y Paris.

Ponderacion

Base: 8.500 9.000 10.000
1999 s 5 )

2000 127,06 105,56 113,060 381,18 215,11 113,00
2001 105,88 111,11 98,00 317,65 222722 98,00

2002 107,06 122,22 120,00 321,18 24444 120,00

Con estos datos podemas calcular los fndices pedidos.

a) La media aritmética ponderada para cada afio se obtiene mediante los si-
guientes cdlculos:

Tma® 100-3+100-2+100-1
May, = .
1060-3+100-2+100-1

100 = I magz =100

127,063 105,562 +113-1

100 = Imag =117,55
100-3+100-2+100-1

0o
Imag, =
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105,883-3+111,11-2+98-1
1006-3+100-2+100-1

0l
Imag, =

100 = [Imaj =106,31

107,06-3+122,22-2+120-1
100-3+100-2+100-1

Imag; = 100 = Imal =114,27

b} La media geométrica de cada afio sera:

Imgly = §100°-100%100' =  Img =100

Tmg® = 127,06 -105,56* 113" = Img® =117,13

Imgd = §105,88°-111,11-98' =  Imgll =106,22

Img® = §107,06°122,222120' =  Jmg¥ =114,04

¢) La media arménica de cada afio se calcula como sigue:

Imar,; = 3 g T = Imag, =100
100 100 100
G0 6 a0
fmarg, = 3 5 1 = Imar,, =116,71
+ +
127.06 105,56 113
Imaryy = 6 = Imary = 106,12
A, 3 2 1 Ay, g
N B
105,88 111,11 98
0z 6 - 02
Imar, = 3 2 I = I'mary; = 113,81

+ £
107,06 122,22 120

d) Por tltimo, obtenemos la media agregativa:

tmagrs? - 3-8.500+2-9.000+1-10.000 100 = 100
3-8.500+2-9.000 +1-10.000
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o 310.800+2-9500+1-11.300

® o -100=117,20
38.500 + 2-9.000+1- 10.000

Imag:

o _ 3-9.000 +2-10.000 +1-9.800
*3.8.500 + 2-9.000 +1-10.000

Imagr -100 =106,17

99 3-9.100+2-11.000 +1-12.000

Imagr -100=114,58

# 7 3.8.500+2-9.000 + 1-10.000

Conclusion

2000 117.55 117,13 116,71 117.20

2001 106,31 106,22 106,12 106,17

2002 114,27 114,04 113,81 114,58
—_— —

Ejercicio 6.5. Los precios promedios y niveles de demanda de tres empresas para
un determinado servicio durante los afios 2008 y 2010 fueron los siguientes:

El 600 80 650 83
E-II 750 15 775 95
E-IIT 620 92 630 110

a)} Obtenga los indices de Paasche, Laspeyres, Fisher, Drovisch-Bowley, Edge-
worth-Marshall y Walch con base en el afio 2008.

by Calcule el incremento en cada caso.
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Respuesta

— Indice de precios de Laspeyres.

Suma 168.085 161.290

168,085
IPLy = :
161.290

100 = IPL; =104,2129

Variacion = 104,2129 - 100 = Variacion = 4,2129%

— Indice de precios de Paasche.

53,950 49.800
73.625 71.250
69.300 68.200
Suma 196.875 189.250

1oy - 196875
189.250

100 => IPP; =104,0291

Variacion = 104,0291 - 100 = Variacion = 4,0291%

— Indice de precios de Fisher

IPEN = [104,2129-104,0291 = IPER =104,12094

Variacion = 4,012094%
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— Indice de Drovisch-Bowley

104,2129 +104,0291
2

IPDB) = IPDB; =104,12099

Variacion = 4,12099%

— Tndice de Edgeworth-Marshall

08)- 10(08) £ 0U10)] "
105.950 97.800
131.750 127.500
127.260 125.240
Suma 364,960 350,540
[PEME]‘B’ = 364.960 100 = IPEM(‘]‘; =104 113645

350.540
Variacion: 41136 %

— Indice de Walch

5.521.875 5.343.750

6.375.600 6.274.400
Suma 16.213.475 15.602.150
IPWy = 16213475 100 = IPW,) =103,91821

15.602.150

Variacion: 391821 %

—_—
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Ejercicio 6.6. En la siguiente tabla se agrupan los ingresos semanales promedio

en euros de tres empresas:

EI 105,6 120 110,25
EII 140.8 200 135,26
E-Il 75,2 60 68.69

140 190,12 150
230 220,36 225
70 120,20 100

En base a los datos anteriores se pide calcular:

a) Indice de precios de Laspeyres y su variacién.

b) Indice de precios de Paasche y su variacion.

c) Indice de precios de Fisher y su variacion.

d) Comprobar si se cumple la propiedad de inversién temporal para cada indice

calcilado.

Tomando como base el afio 2009 y como afio de estudio el afio 2010.

Respuesta

a} Indice de Laspeyres. Base 2009.

50.682,80 31.169,80
8.414,00 4.808,30
Suma 85.713,60 51.353,10
85.713,6
IPLS = =100 IPL = 166,91
% 51.353,1 0

Variacion = 166,91 100

=

Variacidn = 66,91%



374 ESTADISTICA PARA ADMINISTRACION Y DIRECCION DE EMPRESAS

&) Indice de Paasche. Base 2009.

28.518,00 16.537,50
49,581,00 30.433,50
12.020,00 6.869,00
Suma 90.119,00 53.840,00

90.119

.00 =  IPPY =167,383
53.840

IPPy =

Variacion = 167,383 - 100 = Variacion = 67,383%

¢) Indice de Fisher. Base 2009.

IPFY = [166,91-167,383 =  IPF,) =167,1465
Variacién = 167,1465-100 = Variacion = 67,1465%
d) Se cumple la propiedad de inversién temporal en el caso que se verifique la si-
guiente relacién:

I Do _
100 100

Para hallar esta relacion debemos obtener los correspondientes indices de
Laspeyres, Paasche y Fisher con base 2010.

— Indice de Laspeyres. Base 2010.

e : :
16.537,50 28.518,00
30.433,50 49.581,00

6.869,00 12.020,00

Suma 53.840,00 90.119,00




NUMEROS {NDICES 375

53.840

=200 = IPLY =59,7432
90.119

IPLY, =

—— TIndice de Paasche. Base 2010

15.435,00 26.616,80

31.109,80 50.682,80

4.808,30 8.414,00

Suma 51.353,10 85.713,60

e 51.35310
P e

IPPY =
85.713,6

-100=59,9124

— Tndice de Fisher. Base 2010

IPES =+/59,7432- 59,9124 = 59,82777

Con estos resultados, ya estamos en condiciones de verificar la propiedad
de inversion temporal para cada indice. '

— Inversion temporal para indice de Laspeyres:

IPL;, IPLY 166,9102742 59,7432284

={3,997175863
1060 100 100 100

Por lo tanto s¢ concluye que no se verifica esta propiedad para el in-
dice de Laspeyres.

— Inversidn temporal para indice de Paasche:

IPP)} ) IPPY _167,3829866 59,9124293

=1,002832135
100 100 100 100

Por lo tanto se concluye que no se verifica esta propiedad para el indice de Paasche.
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-—- Inversién temporal para indice de Fisher:

IPFY IPFY 167,1464633 59,82776903
100 100 100 100

i

El indice de Fisher siempre satisface la inversién temporal. Este es un
ejemplo donde se puede verificar esta propiedad.

_

Ejercicio 6.7. Calcule los siguientes indices de precios para los articulos deta-
lados en la tabla:

a) Agregativo Simple.

b) Laspeyres.

¢) Paasche.

d) Fisher.

e) Drovisch-Bowley.

f) Edgeworth-Marshall.

g) Walch.

Para ello, utilice como afio base 1999,

Leche 13 1.500 1.1 1.050

Yogurt 2 1.300 1.7 2.000

Manteca 3 300 3.5 300

Queso 4 500 5. 400
Respuesta

a} Agregativo Simple

& 3 G e g R Q’“:f?\'\i'

Suma 10,30 11,50
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2= 193 00- 89,5652
115

b) Indice de Laspeyres

1.365,00

4.000,00
900,00 1.050.00
1.600,00 2.080,00
Suma 7.865.00 7.685,00
7.865
0 _ /o -
IPLY, === 100 =102,34

¢) Indice de Paasche

1.650,00
2.600,00 2.210,00
900,00 1.050,00
2.000,00 2.600.00
Suma 7.450,00 7.510,00
7,450
o _ A -
IPP =2 1100 = 99,2010

d) Tndice de Fisher

IPFY =102,3422-99,201 = 100, 7594

e) Indice de Drovisch-Bowley

102,3422 + 99,2010

=100,77165
2

IPDBZ =
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f) Indice de Edgeworth-Marshall

331.500 280.500
660.000 561.000
180.000 210.000
360.000 468.000
Suma 1.531.500 1.519.500
IPEM? = 1531500 99— 100,7897
1.519.500

g) Indice de Walch

2.047.500 1.732.500

5.200.000 4.420.000

270.000 315.000

500.000 1.040.000

Suma 8.317.500 7.507.500

w8370 0 w2 21107892
7.507.500

_

Ejercicio 6.8. A continuacion se detallan los costes de cultivo en los que ha incu-
rrido una determinada empresa agricola. Se detallan las hectdreas cultivadas y las di-
versas especies agricolas:



NUMEROS INDICES 379

Trigo 80 6 106 10 115 13
Cebada 90 10 100 9 106 10
Avena 105 13,5 116 12 125 15
Centeno 72 8,6 80 5 82 7
Tomate 115 15,9 112 16 120 19
Pimiento 95 18,2 91 9 98 11
Tudias verdes 100 9.25 160 8.5 112 10,6
Lechugas 86 0,68 85,6 13 90,5 15
Alcachofa 104 7.2 1i6 7 119 10
Coliflor 89 5 N 6 105 8

Calcule el indice de coste (Laspeyres) para el afio 2009 con base 2008 v el tndi-
ce cantidad (Paasche) de hectdreas cultivadas para el afio 2009 con base 2007.

Respuesta

Para resolver ¢l ¢jercicio utilizaremos ¢l esquema de precio-cantidad visto en los
puntos anteriores. Para ello consideraremos al coste como el precio y al ndmero de de
hectdreas como la cantidad. '

Sumas para el indice de precios de Laspeyres

1.150,00 1.060,00
954,00 200,00
1.500,00 1.392,00
410,00 400,00
1.920,00 1.792,00
882,00 819,00
952,00 850,00
1.176,50 1.112,80
833,00 812,00
630,00 546,00
Suma 10.467.50 9.683,80
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Indice de precios de Laspeyres:

10.407,50

IPL® =
® 96838

-100=107,47

Sumas para el indice de cantidades de Paasche

1.495,00 650,00
1.060,00 1.060,00
1.875,00 1.687,50
574,00 705,20
2.280,00 1.908,00
1.078,00 1.783,60
1.187,20 1.036,00
1.357,50 876,04
1.190,00 856,80
840,00 525,00
Suma 12.936.,70 11.128,14

Indice de cantidades de Paasche

10p2 = 2% P2 100 ope - 2967 100 . opm 116521

" St P 11.128,14
—_— —

Ejercicio 60.9. Para un conjunto de servicios que brinda una empresa, se tienen dos
series de niimeros indices de precios de Laspeyres con distintas bases.

Haile el coeficiente de enlace y realice el enlace correspondiente, tomando como
base el afio 1998,
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Respusesta

El coeficiente de enlace es:

ioea _ fiogs _ 100

15 = 1o = 09" 0,9174
El enlace resulta de los siguientes célculos:
95 95 188
oo = 1o -2 =113-0,9174 = 103,6662

88
¢ =120-0,9174 = 110,09
I =114-0,9174 =104,59
I3 =109-0,9174 = 100

El nuevo conjunto de indices actualizados a la nueva base es, por tanto:

R ey
103,67
110,09
104,59
100
115
118
117
120

Ejercicio 6.10. En la siguiente serie de niimeros indice, efectiie un cambio de base
desde 2006 a 2008. '
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Respuesta

E! coeficiente de transformacion es:

=——=0,7375
%1356

El cambio de base se efectiia de la siguiente manera:

1%~ 1%.0,7375 =100+ 0,7375 = 73,75
1% =117,6-0,7375 = 86,73

1% =135,6+0,7375 =100

I% =154,3-0,7375 = 113,796

I =210,5-0,7375 =155,24

El resultado del cambio de base es, por tanto:




Capitulo 7
SERIES TEMPORALES

7.1. INTRODUCCION

Una serie temporal, también llamada serie cronolégica o histérica, se define se de-
fine como una sucesion de observaciones de una variable en distintos momentos del
tiempo; habitualmente estas observaciones se presentan en infervalos regulares de
tiempo y ordenadas cronoligicamente,

La serie temporal puede estar generada con datos continuos o discretos, flujos o
stocks’!, valorados en unidades monetarias o en magnitudes fisicas, con periadicidad
diaria, semanal, mensual, trimestral, anual, bianual, etc. pero lo que caracteriza a la se-
ri¢ temporal s la presencia de una referencia cronoldgica concreta y determinada.

El andlisis estadistico de series temporales se utiliza actualmente en miltiples ra-
mas de la ciencia (medicina, fisica, ingenieria, meteorologia, etc.), y muy especial-
mente, en economfa.

Este andlisis tiene como objetivo principal la prediccién de comportamientos fu-
turos de la variable en funcién del comportariento pasado de fa misma (serie). Se tra-
ta, en consecuencia, de analizar fa setie con el fin de extraer regularidades o patrones
de comportamiento que se hayan producido en el pasado y que en consecuencia se
pueda preverse que se van a reproducir en el futuro.

El estudio estadistico de las series temporales se ha llevado a cabo histérica-
mente mediante fres enfoques diferentes pero relacionados entre si:

— El denominado «tratamiento o modelado cldsico de series temporales», que se
basa en la descomposicidn de la serie en los diversos componentes que estu-
diaremos mds tarde: 1a tendencia, las variaciones estacionales y los ciclos. Su
enfoque es eminentemente descriptivo o de prediccion a corto plazo.

Y Son datos flujo datos generados en un perfodo determinado de tiempo: un diz, un mes, wn afio,
etc.. y datos stock los referidos a una fecha determinada: 31 de diciembre de cada afio.

Un ejemplo de datos flujos son Ias ventas de una empresa, ya que tendrdn un valor si se toma al cabo
de un dia, una semana, un mes ¢ un afio; sin embargo, el valor de lIas acciones en 1a bolsa solo puede ser re-
gistrado a una fecha determinada por ejemplo a 31 de diciembre. Ndtese que con datos stock también se
puede tomar una serie diaria, semanal, mensual o anual, lo que dependerd de la frecuencia con la que re-
gistremos ¢l dato, si lo hacemos cuando cierra la jornada de la bolsa generaremos una serie diaria, si lo ha-
cemos Gnicamente un dia determinado de la semana estaremos generando una serie semanal, si fuera a de-
terminada fecha de cada mes, una mensual o si lo hacemos al finalizar el afio, una serie anual.
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— Los modeios ARIMA, también conocidos como modelos Box-Fenkins, en ho-
nor a sus creadores’. Ademads de la descomposicién de la serie, como mode-
los que son, se orientan a la prediccién, siendo necesario en este caso un nii-
mero minimo de observaciones (entre 60 a 100 segin los autores) y, en todo
caso, dicho nimero también dependerd de la complejidad del modelo gene-
rado.

—— El denominado anélisis espectral. Se centra especialmente en el analisis de la
componente estacional, utilizando para ello los denominados arménicos de
frecuencia, que son funciones que dependen del tiempo expresadas en forma
de senos y cosenos.

En este libro solo abordaremos el primero de estos enfogues; el alumno interesa-
do en profundizar sobre esta materia puede estudiar otros manuales especializados!.

7.2. REPRESENTACION GRAFICA

La representacion grifica de las series es bastante simple; en la mds habitual se in-
dica en el eje cartesiano de abscisas los datos temporales (afios, trimestres, meses,
dias, etc.) y en el de ordenadas los datos de la variable.

Un ejemplo tipo es el siguiente:

Gréfico 7.1.

Tasa de inflacién general de la economia espaiiola
Enere de 2002 a febrero de 2010

_/VJ""\W

Variacién anual
e
!
|

; A
T ANE

14710147100 471014710147 10M14 721147106014 7160
2602 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Periodos

2 G.E.P. Box, profesor de Estadistica de ]a Universidad de Wisconsin, y G.M. Jenkins, profesor de In-
genieria de Sistemas de la Universidad de Lancaster, publicaron en 1976 su irabajo Time Series Analysis:
Forecasting and Control, que dio origen a este nuevo enfoque muy utilizado en los afios 80 y 90 en los mds
diversos campos de Ia prediccién temporal.

* Puede verse, por ejemplo, Uriel, E. (1995). Andlisis de Datos: Series Temporales y Andlisis de la
Varianza. AC, Madrid o Gujarati, Damodar N. (1997). Econometria. Tercera Edicién. McGrawHill
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El primer paso obligatorio para analizar una serie temporal es presentar un grafi-
co de la evolucidn de la variable a lo largo del tiempo para tratar de enconirar visual-
mente algdn patrén o regularidad.

7.3. COMPONENTES DE UNA SERIE TEMPORAL

El andlisis o modelado tradicional de una serie temporal se basa en considerar que
la misma puede dividirse en cuatro componentes diferenciadas, llamadas tendencia
(T, flnctuacion ciclica (C), variacion estacional (S) y movimientos irregulares (7).

La tendencia de una serie temporal es el componente que indica la direccién en la
que se mueve la serie en el largo plazo.

La estacionalidad recoge las oscilaciones a corto plazo, entendiendo como tales
aquelias cuya duracién es igual o inferior a un afio; 1a estacionalidad se produce por el
efecto de algiin periodo de tiempo gue influye en 1a serie (estaciones del afio, dias de
la semana, etc.); las razones de la estacionalidad son de tipo fisico-natural {tiempo me-
teorolégico, ciclos bioldgicos, etc.) o de tipo institucional (vacaciones escolares,
fiestas, horarios comerciales, etc.).

El factor ciclico recoge las oscilaciones de cardcter periddico, pero no regular, y
a medio plazo; se considera que el periodo de cada ciclo siempre es superior al afio;
gste componente es frecuente encontrarlo en las series econdmicas v se debe a los
cambios en la actividad econdmica.

Las fluctuaciones irregulares se producen con motivo de un acontecimiento
especial y ocasional concreto; una vez extraidos los anteriores componentes (tenden-
cia, estacionalidad y ciclo) suele quedar este componente derivade de movimientos
irregulares, ocasionales o aleatorios.

Si tomamos como ejemplo una serie mensual con la evolucién del ndmero de tu-
ristas en una determinada ciudad, tendremos probablemente variaciones estacionales
(meses de verano, invierno, etc.), ciclicas (periodos de crisis) o irregulares {(con motivo
de un acontecimiento especial y ocasional concreto), aisladas todas ellas, la tendencia
nos dird sf a largo plazo el turismo de la ciudad estd estabilizado, crece o disminuye a
un determinado ritmo.,

L.a asociacion de las cuatro componentes en la serie temporal () dan como re-
sultado el dato observado; esta asociacidn de componentes puede ser:

Aditivary=T+C+S5+1

En este caso el valor de la serie en cada instante es igual a la suma correspon-
diente a los cuatro componentes.

Multiplicativa: y=T7-C -5 -7

En este caso el valor de la serie en cada instante es igual al producto correspon-
diente a los cuatro componentes,

La razén de utilizar una de estas dos hipotesis, en lugar de otras mds complejas,
radica fundamentalmente en la sencillez y en la operatividad de las mismas.
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También puede suponerse un esquiema mixto, como combinacion de ambas por';
egjemplo: y=7T-C-S§+1Ly=T -C+ 8§+, etc.

Por otra parte, es necesario sefialar que en una serie concreta no tienen por qué;
darse los cuatro componentes. De hecho, una serie con periodicidad anual carece dea
estacionalidad.,

7.4, CALCULO Y ANALISIS DE LA TENDENCIA

La tendencia es la cornponente de la serie temporal que representa la evolucién a:
largo plazo de la misma. La tendencia se asocia al movimiento uniforme o regular ob—
servado en la serie durante un periodo de tiempo extenso. o

La tendencia es la informacién més relevante de la serie temporal ya que es el_
componente fundamental para realizar predicciones sobre el comportamiento futuro:
de la serie. o

Los medios mas utilizados para detectar y eliminar la tendencia de una serie se bas
san en la aplicacién de filtros a los datos. Un filtro no es mds que una funcion mate-
mdtica que aplicada a los valores de la serie produce una nueva serie con unas ca-
racteristicas determinadas. Entre esos filtros encontramos las medias méviles. )

Los métodos cldsicos de andlisis de la tendencia son tres: los semipromedios, los
ajustes de una funcién por minimos cuadrados y el método de los promedios (o me-
dias) méviles. '

El método de los semipromedlos s6lo es vilido para los ajustes de tipo lineal. Res-
pecto a los ajustes por minimos cuadrados, las funciones de tiempo han de ser conti-
nuas y diferenciables; las funciones de tendencia mds utilizadas son: .

— Lineal.

— Polinémica.

— Exponencial,

— Modelo autorregresivo.

— Funcién logistica.

-— Curva de Gompertz.

— Modelo logarftmico reciproco.

7.4.1. Calculo de la tendencia por el método de los semipromedios

El método de los semipromedios es la forma mds rdpida de estimar una linea de
tendencia recta. El método requicre dividir la serie de datos en dos mitades y calcular
el promedio de cada mitad que se centra en el punto medio. La recta que una ambas
medias (o semipromedios) serfa la linea de tendencia estimada.

Ejemplo 7.1. Utilizando la serie cronoldgica del coste laboral por trabajador en Es-
pafia, realizar un ajuste de una tendencia basada en el método de semipromedios:
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Evolucion del coste total por trabajador (euros)
en Espana, periodo 2005-2008

2005 2

2005 3 2.055,75
2005 4 2.251,93
2006 i 2.154,32
2006 2 2.254,38
2006 3 2.152,88
2006 4 2.358,85
2007 1 2.239,53
2007 2 2.339,64
2007 3 2.242,03
2007 4 245971
2008 1 2.342,28
2008 2 245140
2008 3 2.350,17
2008 4 258382

Fuente: Bncuesta Trimesiral de Coste Laboral, INE

Dividimos la serie en dos mitades, cada una de 8 trimesires y calculamos los pro-
medios de cada mitad.

206393+ 214124 +2.055,75+ 2.251,93+ 2.154,32 + 2.254,38 + 2.152,88 + 2.358,85
8

=2.179,16

Promedio . o0 =

2.:239,53+2.339,64 + 224203+ 24539,71 + 2.342,28 + 2.451,40 + 2.350,17 + 2.583,82
8

=2376,07

Promedio ,; sny =

El primer semipromedio se centra entre el cuarto trimestre de 20035 y el primero
de 2006 vy el segundo entre el cuarto de 2007 y el primero de 2008.
La tendencia se obtiene calculando una linea recta:

y,=a+bx

Donde los valores de x, se elaboran a partir de una sucesién de puntuaciones con-
secutivas, que van desde un minimo 1 en el primer trimestre de 2005 hasta un maximo
de 16 en el cuarto de 2008; el coeficiente de la pendiente de la recta b representaria

-por tanio el incremento trimestral de la tendencia, disponiendo para estimar los para-
metros a y b de los puntos correspondientes a los semipromedios, €s decir:

X, = 4,5 yr=2.179,16
x,=12,5 y,=2376,07
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El coeficiente & se calcula a partir de los dos semipromedios del siguiente modo:

b= 2.376,07 ; 2.179,16 — 2461

Estimando, por tanto, un incremento medio del coste laboral de 24,61 euros al trjc
mestre. El valor de a se puede obtener considerando cualquiera de ambos puntos; con-
siderando el primer semipromedio: :

a=2.179,16-4,5- 24,61 = 2.068,40

Si consideramos el segundo:

a=2.376,07-12,5- 24,61 = 2.068,40

Siendo por tanto la ecnacidn de tendencia:
¥, =2.068,40 + 24,61x, conx =1,2,...,16

Se muestra en la sigoiente tabla la linea de tendencia calculada.

2005 1 2.063,93 1 2.093,01
2005 2 2.141,24 2 2.117.62
2005 3 2.055,75 3 2.142,24
2005 4 2.251,93 4 2.166,85
2006 1 2.154,32 5 2.191.47
2006 2 2.254,38 6 2.216,08
2006 3 2.152,88 7 2.240,70
2006 4 2.358,85 8 2.265,31
2007 1 2,239,53 9 2.289.92
2007 2 2.339,64 10 2.314,54
2007 3 2.242.03 11 2.339,15
2007 4 2.459.71 12 2.363,77
2008 1 2.342,28 13 2.388,38
2008 2 2.451,40 i4 2.412,99
2008 3 2.350,17 15 243761
2008 4 2.583,82 16 2.462,22

Representamos a continuacion graficamente la serie original y la linea de ten-
dencia obtenida:
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Evolucion coste laboral por trabajador. Afos 2005-2008
2.700
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7.4.2. Calculo de la tendencia por el método de los minimos
cuadrados

El método de minimos cuadrados es el que mds se utiliza para ajustar tendencias.
Esie método ya fue explicado en los epigrafes 5.8 a 5.11, por lo que no nos extende-
remos nuevamente sobre el mismo.

7.4.3. Caleculo de la tendencia por el método de las Medias Moviles

Si queremos calcular tendencias sin tener que ajustarmos a una funcion previa, de-
bemos utilizar la téenica de las medias mdviles. Una media mévil es un promedio de
un nimero determinado de datos, u orden de la media movil, que se imputa siempre
a la fecha central si se elige un niimero impar de datos; si el nfimero es par, lo més co-
rrecto es imputarlo a la primera referencia de las dos fechas centrales. La ventaja que
tiene la media movil es la flexibilidad v la facilidad de cdlculo.

Frente a estas ventajas tiene, sin embargo, dos inconvenientes a tener en cucnia;

—- La pérdida de informacién; uno de los principales inconvenientes de la
media mévil es que se pierde informacién de la tendencia en los ejercicios ini-
cial y final (en ¢l caso de media mévil con periodicidad de tres términos se
han perdido dos datos, el primero y el dltimo, pero en el caso de medias mo-
viles con mayor periodicidad perderiamos més informaciétn).

— La decisién, que es relativamente arbitraria, del niimero de periodos
otilizados para calcularla y la variabilidad que ello conlleva, ya que los da-
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tos obtenidos con una media mévil de 3 periodos son bastante diferentes do Iy
media para la misma serie pero con 5 periodos de célculo.

Ejemplo 7.2. Ajustar una tendencia por el método de las medias méviles a la serie
correspondiente al niimero de visados de direccién de obra, obra nueva, de vmendag
por meses en Espafia durante €l periodo 2006 a 2009.

Ajustaremos dos lineas de tendencia, una de orden 3 (3 meses) y otra de orden 9 4
(9 meses). Los resultados son los siguientes:

2006 Enero 17.056

2006 Febrero 19.097

2006 Marzo 20.163

2006 Abril 14,925

2006 Mayo 19.155 18.870
2006 Junio 19.351 18.615
2006 Julic 19.654 17.980
2006 Agosto 14.487 17.048
2006 Septiembre 25.945 16.765
2006 Octubre 14.761 16.089
2006 Noviembre 13.378 16.071
2006 Diciembre 11.780 15.051
2007 Enero 12.373 14.820
2007 Febrero 13.075 13.244
2007 Marzo 15.189 12.997
2007 Abril 10470 12.358
2007 Mayo 12.409 12.090
2007 Junio 11.764 11.833
2007 Julio 12.532 11.403
2007 Agosto 7.630 10.114
2007 Septiembre 9.365 9.779
2007 Octubre 10.060 9.204
2007 Noviembre 9.205 8.625
2007 Diciembre 7.587 8.163
2008 Enero 7.456 7.994
2008 Febrero 7.241 7.588
2008 Marzo 6.551 7.09%
2008 Abril 8.369 6.388
2008 Mayo 6.108 6.022
2008 Junio 5711 5.702
2008 Julio 5.665 5.329
2008 Agosto 2.8035 4.960
2008 Septiembre 4.294 4.338
2008 Octubre 4.576 3.979
2008 Noviembre 3.880 3.692
2008 Diciembre 3.236 3.397

(Contintia)
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{Contintia)

2009 Enero 2.765 2.960 3.387
2009 Febrero 2.880 2.924 3.205
2009 Marzo 3.127 3.005 3.038
2009 Abril 3.008 2,951 2,799
2009 Mayo 2719 2.792 2.694
2009 Jupio 2.650 2.817 2.676
2009 Julio 3.081 2485 2.625
2009 Agosto 1.725 2.367 2.534
2009 Septiembre 2.294 2.206

2009 Octubre 2.599 2.439

2009 Noviembre 2.425 2.442

2009 Diciembre 2.303

FUeNTE: Ministerio de Fomenio.

Larepresentacion grifica de los datos originales y las medias moéviles calculadas
serfa la siguiente.

Visados de direccion de obra. Obra nueva. Ahos 2006-2009

En8m

Mar

b s s

2006 2007 2008 2009

L o Datos —— Wedia movil orden 3 = Media mavil arden—g_l

Como puede observarse en el grifico, a medida que aumentamos el orden de la
media mévil, iremos obteniendo una tendencia mds clara (o mas suavizada), pero en
contraposicion aumentamos la pérdida de informacion; dos meses en el caso de la me-
dia mdvil de orden tres, uno al principio ¥ otro al final, v 8 meses en la de orden nue-
ve, cuatro al principio y cuatro al final.
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7.5. ANALISIS DE LAS VARIACIONES ESTACIONALES

Entendemos por variaciones estacionales los ciclos regulares de duracidn inferior -
al afio. Las variaciones o ciclos estacionales son muy frecuentes en las series tempo--
rales sea cual sea su naturaleza, pueden presentar un esquemna horario, diario, semanal,
mensual, trimestral o incluso semestral, no siendo necesario que tengan alguna rela- -
¢ién con las estaciones del afto. Lo verdaderamente importante de los ciclos estacio-
nales es su temporalidad o repeticién regular. Precisamente la practica totalidad de las
series que tienen como referencia al sector turistico se ven fuertemente afectadas por
los ciclos estacionales (afluencia de turistas, gasto turistico, clientes de una agencia de
viajes, etc.). '

El procedimiento de descontar los efectos que provoca la existencia de un ciclo
estacional se llama desestacionalizacion. Existen diferentes procedimientos para re-
alizar un ajuste estacional en las series temporales cuya solucién requiere de un cél-
culo matemadtico relativamente complejo, agui tinicamente estudiaremos los dos pro-
cedimientos de desestacionalizacién mas sencillos: el método del porcentaje promedio
y el método del porcentaje promedio mévil.

Con cardcter previo conviene, no obstante, aplicar un test para determinar si una
serie temporal presenta variaciones estacionales de relevancia; para ello se utilizan al-
gunas herramientas cuyo detalle no veremos en este texto (andlisis de Ia varianza del
componente estacional de la serie y el estadistico denominado F de Snedecor, cuyo
vator, comparado con el denominado valor critico, nos permite determinar si tiene sig-
nificacién el factor temporal para explicar la varianza de la serie; si el test nos resulta
positivo indicaria que los movimientos estacionales de la serie son lo suficientemen-
te determinantes como para proceder a su desestacionalizacién posterior, mieniras que
en caso confrario debemos despreciar el componente estacional.

Los calcuios manuales para llevar a cabo este tipo de andlisis suelen ser comple-
jos y exigen la disponibilidad de una tabla estadistica para la citada F de Snedecor,
debiendo acudirse normalmente a programas informdticos como la Hoja de Célcuio
EXCEL, el SPSS5, etc. :

7.5.1. Calculo de la variacion estacional por el método del porcentaje
promedio

El método del porcentaje promedio es un procedimiento répido y simple para ela-
borar un indice estacional, que permite valorar y visualizar mejor el grado de esta-
cionalidad de dicha serie. El indice estacional se supone de cardcter multiplicativo.

Se procede de 1a siguiente forma:

— Se obtienen los promedios anuales.

— Se obtienen los porcentajes de las cifras mensuales en relacién al promedio
anual.

— Se elabora un indice estacional para cada mes, con el promedio de las canti-
dades obtenidas en el paso anterior.
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Ejemplo 7.3. Elaborar un indice de estacionalidad por ¢l método del porcentaje
promedio para la siguiente serie temporal, correspondiente al volumen de exporta-
ciones espafiolas durante el periodo 2002 a 2009 y desestacionalizar la serie.

Volumen de exportaciones espafiolas (millones de euros}. Afios 2002-2009

P B R

Enero 10.139,2 { 10.319,9 | 10.698,8 | 10.904,6 | 12.753,0 | 13.968,5 | 14.928,3 | 11.092,4
Febrero 10.802,2 | 11.211,9 | 11.528,1 | 12.141,3 | 13.992,1 | 14.839,7 | 16.621.4 | 12.400,6
Marzo 11.061,1 | 12.249.8 | 13.079.6 | 12.884.6 | 15449,7 | 16.301,8 | 15.881,6 | 13.714,2

Abril 11.409,6 + 12.273,5 [ 12.361,0 | 134052 | 13.161,2 | 14.399,1 | 17.963,8 | 13.192.1
Mayo i1.151,1 § 12.356,6 | 12.702,3 | 13.307,2 | 15471,5 | 16.018,8 | 16.621,3 | 12.8934
Junio 10.700.4 | 11.679.9 1 13.084.4 | 13.581.1 | 15.192,1 | 16.109,7 | 154640 | 13.8959
Julio 11.159,6 | 11.430,9 | 12.880,6 | 12.799,6 | 13.596,9 | 15.321,8 | 17.188,9 | 14.474,7
Agosto 87773 | 82682 8.891,0 | 99204 | 11.2644 | 12.1257 | 12.121,8 | 10.072,3

Septiembre | 10.520.8 | 11.707,8 | 12.103,0 | 13.516,0 | 14.092,5 | 14.903,1 | 17.290.4 | 13.871,1
Octubre 12.610,3 | 13.068,7 | 13.002,1 | 13.215,8 | 15.263,5 | 16.706,6 | 16.671,5 | 14.918,2
Noviembre | 11.863,9 | 11.674,8 | 13.779,2 | 14.592,6 | 15.096,8 | 16.568,1 | $4.288,9 | 14.067,7
Diciembre | 10.618,5 § 11.573,1 | 12.350,2 | 13.290,6 | 14.538,1 | 14.195,6 | 13.142,3 | 13.661,5

FUENTE: Boletin Mensual de Estadistica INE.

Los totales y promedios anuales serian:

Total 130.814,1| 137.815,3 | 146.460.4 | 153.559,0| 169.871,9| 181.478,5| 188.184,3| 158.254,3

Media 10.901,2| 11.484,6| 12.205,0; 12.796,6| 14.156,0( 13.123,2! 15.682,0) 13.1879

Se muestra en la siguiente tabla los porcentajes de cada mes con respecto al pro-
medio anual. Asi, para el mes 1 (enero de 2002), operamos de la siguiente forma:

Promedio,, ., = 10.139.2 93,01
- 10.801,2

v asf sucesivamente,...,

13.661,5

——=103,59
13.187.9

Promedio, ,p0, =

Obteniendo ¢l indice estacional como el promedio de los porcentajes de cada mes.
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past

Enero
Febrero
Marzo
Abril
Mayo
Junio

Julio
Agosto
Septiembre
Octubre
Noviembre

Diciembre

8§7.66 | 8521 90,09 | 9236
9445 | 94,88 | 98,84 | 98,26
107,17 § 100,69 | 109,14 | 107,79
101,28 | 104,76 | 92,97 | 9521

104,07 | 103,99
107,20 | 106,13

109,26 | 105,92
107,32 | 106,52

105,53 | 100,02 | 96,05 | 101,31
72,85 | 77,52 | 7957 | 80,18
99,16 | 105,62 { 99,55 | 98,54

106,53 | 103,28
11290 | 114,04
101,19 | 103,86

107.82 | 110,47
106,65 | 109,55
102,70 | 93.87

95,19
105,99
101,27
114,55
105,99
98,61
109,61
77,30
110,26
106,31
91,12
83,80

84,11
94,03
103,99
100,03
97,77
105,37
109,76
76,38
105,18
113,12
106,67
103,59

89.69
97,90
104,77
102,54
104,62
103,88
103,02
71,04
102,10
109,63
106,43
98,40

Para obtener la serie de las exportaciones ajustada estacionalmente, esto es des-
contando el efecto que provoca ¢l ciclo estacional, se dividiria el valor de cada mes
por el correspondiente ndice estacional y se multiplicaria por 100, obteniendo los si-
guientes resultados.

Volumen de exportaciones espanolas (millones de euros). Ados 2002-2009
Series desestacionalizada

Enero
Febrero
Marzo
Abril
Mayo
Fanio

Julio
Agosto
Septiembre
Octubre

Noviembre

Diciembre

11.305,1
11.034,4
10.557,2
11.126,8
10.659,1
10.301,0
10.832,1
11.393,5
10.304,7
11.503,1
11.147.5
10.791.3

11.506,5
11.452.8
11.691,8
11.969,3
11.811,5
11.244.0
11.095.4
10.732,5
11.467,3
11.921,3
10.969.9

11.761,5

11.928,9
11.775,8
12.483,8
12.054,6
12.142,0
12.596,0
12.502,5
11.541,0
11.854,5
11.860,5
12.947,2
12.551,2

12.158,4
12.402,2
12.297,7
13.072,9
12.720,1
13.074,2
12,4239
12.877.1
13.238.4
12.055,4
13.711,5
13.506,9

14.219.4
14.292,8
14.746,0
12.834.9
14.789,0
14.625,1
13.197,8
14.621,8
13.803,1
139233
14,1852
14.774,7

15.574,7
15.179,0
15.559.3
14.042,1
15.312,1
15.508,5
14.872,0
15.739.8
14.597,1
15.239,8
15.567,7
14.426,6

16.644,7
16.978,6
15.158,2
17.518,5
15.888,0
14.886,9
16.684.4
15.734,8
16.9354
15.207.8
13.426,1
13.356,1

12.367.8
12.667,0
13.089,5
12.865.1
123246
13.377.3
14.049.9
13.074.4
13.586,3
13.608,3
13.218,3
13.883,8
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7.5.2, Calculo de la variacién estacional por el método del porcentaje
promedio mavil

El método del porcentaje del promedio mévil es uno de los métodos m4s usados
para la medicién de la variacién estacional. Su cdlculo es también bastante sencillo:

1. Se obtiene un promedio mévil de doce meses de la serie de datos originales (o
de cuatro trimestres si se utilizan los datos trimestrales).

2. Se calcula (con n = 2) el promedio moévil de los datos calculados en el paso an-
terior, con el fin de centrar convenientemente dichos datos, al gue se le deno-
mina promedio mévil centrado de doce meses (0 de cuatro trimestres).

3. Finalmente se obtiene ¢l indice dividiendo los datos originales por el promedio
mévil centrado de doce meses.

Dado el procedimiento sefialado, los promedios mdviles centrados constituyen en
este caso la serie desestacionalizada.

Ejemplo 7.4. Elaborar un fndice de estacionalidad por el método del porcentaje
promedio mévil para los dos dltimos afios de la serie del ejemplo anterior.
Los resultados finalmente obtenidos son los siguientes:

2008 Enero 14.928.3
Febrero 16.621.4
Marzo 15.881.6
Abril 17.963.8
Mayo 16.621,3
Junio 15.464,0
15.682,0
Julic 17.188,9 155222 110,74
15.362.4
Agosto 12,1218 15.186.5 79,82
15.010,6
Septiembre 17.290.4 14.920,3 115,89
: 14.830,0
Qctubre 16.671,5 14.631,2 113,95
14.432,4
Noviembre 14.288.9 14.277,1 140,08
14.121,7
Diciembre 13.142,3 14.056 4 93,50
13.991,1

{Continiia)
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2009 | Enero 11,0024 138780 79,93

13.764,9 :

Febrero 12.400,6 13.679,5 50,65
13.594,1

Marzo 13_.714,2 13.451,6 101,95
13.309,1

Abril 13.192,1 13.236,1 99,67
13.163,0

Mayo 12.893,4 13.153,8 98,02
13.144,6

Junio 13.895.9 13.166,2 105,54
13.187.9

Julio 14.474,7

Agosto 10.072,3

Septiembre 13.871.1

Octubre 14.918,2

Noviembre 14.067,7

Diciembre 13.661,5

Como puede observarse, al utilizarse medias méviles, se produce una pérdida de
informacidn correspondiente al niimero de periodos por afio considerados, en nuestro
caso, seis en el inicio de la serie y seis en el final {en ¢l caso trimestral dos en el inicio
y dos en el final).

7.6. ANALISIS DE LAS VARIACIONES CIiCLICAS E IRREGULARES

Aungue los dos componentes anteriores constifuyen los fundamentales en el ané-
lisis de las series de tiempo, debemos hacer alguna referencia al componente ciclico,
fundamental en el andlisis de determinadas series temporales de cardcter econdmico,
y al componente irregular.

Se entiende por componente o variacion ciclica las variaciones regulares que se
producen en las series temporales con periodo superior a un afio. De hecho una serie
temporal puede estar originada por diversos ciclos: un ciclo de medio plazo, otro ciclo
de largo plazo, ctc.

Un ciclo tiene dos componentes basicos: la amplitud o la distancia que media en-
tre el cero y el maximo valor que alcanza el ciclo, y el periodo o el tiempo que tarda
en ocurrir un ciclo completo.
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En tcoria, cabe entender una serie temporal comeo una suma de un ntimero inde-
terminado de ciclos de amplitud y perfodo diferentes, y puede demostrarse que la va-
rianza que muestra en el tiempo una serie temporal se obtiene a partir de la suma de
las amplitudes de los diferentes ciclos en que se descompone la serie temporal. El tra-
tamiento de los ciclos es bastante complejo y no vamos a considerarlo en este libro; en
los ejercicios que siguen a continuacién hemos efectnado, no obstante (Ejercicio
7.11) un ejemplo de algunos de los tratamientos mds elementales que suelen realizarse
en el andlisis de ciclost.

Las variaciones irregulares de una serie temporal son movimientos ocasionales
que tienen generalmente un cardcter impredecible o aleatorio. No obstante, a veces,
hay circunstancias comprensibles que determinan dicha irregularidad y que permiten
corregir previamente los datos iniciales.

Este tipo de eventos o circunstancias para [as que se puede arbifrar una solucién
son los denominados efectos calendario (festividades, vacaciones, etc...), las huelgas,
fos paros, las regulaciones de empleo, etc... .La forma mas sencilla de compensar es-
tas variaciones es multiplicar la serie original de datos por la siguiente razén: dias (la-
borales y/o turisticos) de un mes en un mes determinado en un promedio de afios /
dfas efectivos en el mes dado.

Por lo general, para eliminar las variaciones se suele utilizar una media mdvil de
pocos periodos (3 6 5 periodos).

7.7. LA SUAVIZACION EXPONENCIAL

Las técnicas utilizadas hasta ahora pertenecen al 4mbito eminentemente descrip-
tivo; tratamos en este apartado un nuevo método denominado Suavizacion Exponen-
cial 0 Alisado FExponencial.

El propésito del Alisado Exponencial es eliminar la fluctuacion aleatoria. Esto
permite captar cualguier «patrén» de conducta gue sea evidente en la seric femporal
observada, y usar ese patrén para predecir los nuevos valores. Estudiamos aqui las téc-
nicas mds importantes de este método.

7.7.1. Suavizado exponencial simple

Cuando la serie presenta un comportamiento estacionario, es decir, no tiene ten-
dencia y puede ser modelizada como:

X,=a+ty cont=12,...,T

14 Los alumnos interesados en el tratamiento de los ciclos pueden estudiar los siguientes textos:

— ALvarEz VAZQUEZ, N. (1999): Infroduccisn a la Econometria. Ediciones Académicas, Madrid,
2006; temas 3 y 4.

— Aivarez VAZOUEZ, , N.J. (2001): Econometria II. Ediciones Académicas, Madrid: capitulo 7.
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Donde u, es un término de perturbacion aleatorio (fluctuacion irregular), con vl
lor esperado cero y varianza constante para todo ¢, e independiente de X para todo ¢ ¢
método de prediceién adecuado es el Alisado Exponencial Simple (AES). Este mé:.
todo estima para cada periodo £ el pardmetro @ como suma ponderada de todas las obi
servaciones anteriores, dando mayor importancia a las observaciones més recientes:
que a las m4s antiguas. La ponderacion decrece exponencialmente, de ahi ¢l nombre'
de éste método. '

La expresion de célculo de la estimaci6n del pardmetro a en el periodo ¢ es:

b=S=aX +(1-0)S,,

Donde S, es la estimaci6n de a obtenida en el perfodo -1 y ¢ es la constante de
alisado que toma valores entre 0 y 1.

LLa prediccidn en el periodo £ se obtiene:

Xl‘ = Sr—l

Como se observa, el AES actualiza periodo a periodo las estimaciones de a in-
corporando la nueva informacion. :

La eleccion de la constante de alisado determina las caracterfsticas operativas del
AFS, va que la rapidez con que se adaptan las predicciones a los posibles cambios ex-
perimentados por el valor de a depende de o. Si o es grande (proximo a 1) ¢l AES se
adapta rapidamente a los cambios experimentados en el valor de a y, en consecuencia, -
deberd escogerse un valor grande de o cuando g es poco estable. '

Por el contrario, si la serie es muy estable, el valor de & debera ser pequefio para
conseguir eliminar al méximo las fluctuaciones aleatorias debidas al término de per-
turbacidn y conseguir un mejor alisado.

Alternativamente, s¢ puede seleccionar aquel valor de o para el que se obtenga

una Rafz del Error Cuadratico Medio 1 IE (Xr - SH)2 /T menor en la prediccidn del

periodo muestral (esto es factible hacerlo con el SPSS), si bien en general, parece que
un valor de o igual a 0,2 es apropiado en la mayor parte de los casos.

Respecto a la asignaci6n del primer valor §;, se suelen hacer estos supuestos:
cuando la serie tiene muchas oscilaciones se toma S = X,; por el contrario, cuando la
serie tienc una cierta estabilidad se hace 5, = =X.

La prediccion del valor de X, para los periodos T+1, T+2,... en base a los T pe-
riodos de la serie observada, seri:

~

Xooir =Xpor .

=S

T

Ejemplo 7.5. Se muestra en la siguiente tabla las ventas de una empresa en los dlti-
mos 20 afios. Obtener la prediccion de las ventas para el afio 2010, utilizando el
AES.
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1990 646 2000 641
1991 513 2001 535
1992 656 2002 688
1993 659 2003 +525
1994 674 2004 622
1995 693 2005 501
1996 526 2006 659
1997 622 2007 593
1998 652 2008 690
1999 591 2009 632

Como constante de alisado vamos a considerar oo = 0,1 y como inicio de la serie
suavizada §, = X, cuyo valor es igual a:

De esta manera iremos generando la serie snavizada como:

S, =X =61590

S, =0.2X, + 0,85, = 0,2- 646 + 0,8 615,90 = 621,92
S, =02X, +0,85,=0,2-513+0,8° 621,92 = 600,14
Sy =0,2X,, + 0,85, =0,2- 632 +0,8 617,09 = 620,07

Se muestra en la siguiente tabla la serie original, la alisada y el error cometido en

la estimacién, es decir, e, =X - §_,

en valor absoluto y porcentaje.

1990 | X, 646 8, 615,90 30,10 4,66
1991 | X, 513 §, 621,92 -108,92 21,23
1992 | X, 656 s, 600,14 55,86 8.52
1993 | X, 659 S, 611,31 47,69 7,24
1994 X, 674 S, 620,85 53,15 7,89
1995 | X, 693 A 631,48 61,52 8,88

(Continiia)
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(Continuacion)

1996 | X, 526 S 643,78 117,78 -22,39
1997 | X, 622 5, 620,23 1,77 0,29
1908 | X, 652 W 620,58 31,42 4,82
1999 | X, 591 S, 626,86 -35.86 6071
2000 X, 641 S 619,69 21,31 332
2001 | X, 535 5, 623,95 88,95 -16,63
2002 | X5 688 5, 606,16 81.84 11,89
2003 | X, 525 S, 622,53 97,53 -18,58
2004 | X5 622 S 603,02 18,98 3,05
2005 | X 501 S 606,82 -105,82 21,12
2006 | X, 659 S 585,66 73,34 11,13
2007 | X, 593 S, 600,32 -732 -1,24
2008 | X, 690 S 598,86 91,14 13,21
2009 | X, 632 S 617,09 14,91 2,36
2010 Sa 620,07

Las ventas predichas para 2010 (y posteriores) son de 620,07 miles de euros. Se
representa en el siguiente grafico la serie original y el alisado realizado.

Alisado exponencial o = 0,2 de las ventas
{miles de euros}
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7.7.2. Suavizado exponencial de Holt

Cuando la serie presenta tendencia lineal, creciente o decreciente, y puede ser mo-
delizada como

X=a+bt+u cont=12,..,T

Donde u serfa la fluctuacién irregular, un método de prediccion adecnado es el
propuesto por Holt (Suavizado Exponencial de Holt); cste método ha dado muy
buenos resultados en la previsién de distintas dreas de la economia empresarial: ges-
tién de stocks, financiacién, ventas, etc. El procedimiento se basa en dos ecuaciones
de alisado:

G,=~8 =aX,+ (1—0&)(&_1 + BH)

b, =B(S,~S,,)+(1-Bb,,

La primera de las ecuaciones proporciona una estimacién del nivel de la serie en
el perfodo ¢ y la segunda permite obtener una estimacion de la pendiente de la recta de
tendencia para el periodo ¢,

Las constantes de alisado o y B toman valores comprendidos entre 0 y 1. Cuanto
menores sean estas constantes mds alisada serd la serie de predicciones. Al igual
que en el caso anterior y en el siguiente, el programa informatico SPSS permite hacer
una bisqueda en rejilla y seleccionar aquellas que presenten la menor Raiz del Error
Cuadritico Medio de prediccion en los periodos observados de la serie.

Finalmente, la prediccion para el periodo ¢ se obtiene a partir de:

~

X =S_.+b,,

]

Respecto a los valores iniciales, valores apropiados serfan®s;

~ X, -X 1y
heTro SitXegh

Otra opci6n alternativa serfa considerar S, =X, y b, la pendiente obtenida del ajus-
te por minimos cuadrados de la serie observada, tomando como valores explicativos la
variable formada por los subindices de tiempo, es decir, 1, 2, ..., T.

La prediccién para los periodos futuros T+1, ... T+k, condicionada a los T perio-
dos observados es:

~

XT+k,fT =Sp+k- br

15 Estos valores iniciales son los que considera ef programa SPSS.



402 ESTADISTICA PARA ADMINISTRACION Y DIRECCION DE EMPRESAS

Ejemplo 7.6. Utilizando los datos del ejercicio 7.1, realizar un alisado exponencial de
Holt para predecir la evolucién del coste Iaboral en 2009, suponiendo = f=0,1. "

Para calcular los valores iniciales de las ecuaciones de alisado, tomamos la opcién
considerada en el SPSS, es decir: B

~ 2.583,82 -2.063,93 34,66

15

=2.046,60

b, =34,66 §,=2.06393-

Siendo por tanto la prediccidn de la serie suavizada para el primer periodo:
X, =5, +b,= 2046 60 + 34,66 = 2.081,26
Para el segundo periodo se opera de la siguiente manera:

S, =aX, +(1-a)(S, + b) =X, + (1-a)X, =0,1-2.063,93+0,9-2.081,26 = 2.079,53
b= B(S, - 8,)+ (1 B)by = 0.1+ (2.079,53 - 2.046,60) + 0,9 34,66 = 34,49

X, =8, +hb =2.079,53+ 34,49 =2.114,01

Y asi sucesivamente. Los resultados obtenidos para todos los periodos son los si-
guientes.

Evolucién del coste total por trabajador {euros)
en Espana, periodo 2005-2008

2005 1 206393 | 15, 204660 |by| 3466 |Sith, | 208126 | —1733 | 084
2005 2 214124 15,]207953 || 3440 |S;+h| 211401 | 2723 | 127
2005 3 205575 | 1S, 2.01674 |B,| 3476 | S,;+hy| 215140 | 0574 | —a66
2005 4 225103 | [Sa|2.14192 By 3380 |S+hyi 27572 | 7621 | 338
2006 1 215432 | |8 218334 |6, | 3456 |S;+b,| 221700 | 6358 | -2.95
2006 2 225438 | |Si| 221155 |b,| 3393 S+ | 224547 £91 | 040
2006 3 215288 | |[Ss) 224636 b, 34,02 §,+b, 228038 [-12750 | 592
2006 4 235885 | |Si2267.63 |, 3274 |S,+h,| 230037 | 5848 | 248
2007 i 223953 | |Si1230622 Byl 3333 |Sithe| 233954 |10001 | —447
2007 2 233064 | |5 232054 Bt 3233 | Sithy| 236187 | —2223 | 095

(Continiia)
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{Continia)
2007 3 224203 | S| 235065 |B| 32,10 [Sotbul 230175 |-14972 | —6.68
2007 4 |2as071| [So|237678 (bl 3061 1S.+by 240738 | 5233 | 2,13
2008 1 234228 | {54 241262 [P| 3103 [Sotbu| 244375 [10147 | 433
2008 2 245140 | [S 243360 B 3001 [Sathy| 246371 | 1231 | 050
2008 3 235017 | S| 246248 |b| 2099 [S,+b.| 249248 -14231 | 606
2008 4 258382 | 1| 247824 1bs| 2857 [S,+hy| 250681 | 7701 | 298

S, 251451 [Pe| 2934 |S,+by| 254385

Las predicciones para ¢l afio 2009 se calculan del siguiente modo:
Primer trimestre de 2009: AM,T =5+ E;T ==2.514,51+ 29,34 =2.543,85
Segundo trimestre de 2009: X, = S; +2b; = 2.514,51+2-29,34 =2.573,19

Tercer trimestre de 2009: Xryr =5+ SI;T =2.514,51+ 329,34 = 2.602,53

Cuarto trimestre de 2009:  X,,,; = S; +4b; =2.514,51+ 429,34 =2.631,87

Por ultimo, el gréfico con la serie original y la alisada seria la siguiente.

Alisado exponencial de Holt « = 0,1, § = 0,1 del
coste laboral en Espafa
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Tal como se observa en el grifico, la serie presenta un claro patrén estacional, con’
valores inferiores en el primer y cuarto trimestre, debido seguramente a la generacién
de un empleo de caricter estacional menos remunerado en los periodos correspon_f
dientes a las fiestas de Navidad y a las vacaciones de verano, generando en conse-.
cuencia errores de prediccién mds elevados, en especial en el tercer trimestre. '

En el siguiente apartado, estudiaremos como tener en cuenta las variaciones es-
tacionales en las ecuaciones del alisado exponencial y mejorar asi el modelo obte_
niendo predicciones mis adecuadas. :

7.7.3. Suavizado exponencial de Winters

Una serie con tendencia lineal y patrén estacional multiplicativo puede modeli-
Zarse como:

X,=(a+b)c +u cont= 1,2,...,T

Donde ¢, es el indice estacional correspondiente al perfodo 7. Las estimaciones de
a, b,y c, vienen dadas por:

a==5, =C'-,:X;+ (1‘0-)(5':-1 +£:-1)

t

ChS
b, =B(S, = 5,.)+(1-Bb,.,
3 =‘Y_§"L+(1_.Y)61‘7$

Donde § es la periodicidad de la serie.

Las constantes de alisado o, B y v deben satisfacer dnicamente la condicion de to-
mar valores comprendidos entre 0 y 1.

La prediccién para el periodo f se obtiene a partir de:

Respecto a los valores iniciales, sefialamos como valores apropiados los que
toma como referencia el SPSS, los cuales son:

- -X

(n-1)

Siendo & el ndmero de afios de la serie.

Los factores estacionales iniciales pueden ser obtenidos & partir de cualquiera de
los dos métodos estudiados en el apartado correspondiente al estudio de las variacio-
nes ciclicas o de cualquier otro.

OQ:-'
[
3
7N
Z
i
I
(SRR
[=-
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La prediccién para los periodos futoros T+1, ..., T+k obtenida en el perfodo T es:

ﬁnk/r (S +hkb ]an-s

Ejemplo 7.7. Utilizando los datos del ejercicio 7.1, realizar un alisado exponencial de
Winters para predecir la evolucion del coste laboral en 2009, suponiendo ee=f=v= 0,1
y utilizando el método del porcentaje promedio para la obtencién de los factores es-
tacionales iniciales.

Calculamos en primer fugar el coste laboral medio anual para cada uno de los
afios considerados. Asi:

4

2
Promediog, = X, = =—= 8.512.85 =2.128,21
4 4
8
EX 8.920,43
Promedio,, =X, = =i—« - 2223011
4 4
12
EX' 9.280,91
Promedio,,, = X3 =2 T T 2232023
4 4
16
X
g 9.727,67

Promedio,, =X, = =2.431,92

3
4 4

Se muestran en la siguiente tabla los porcentajes de cada trimestre respecto a su
media anual, vy el factor estacional inicial considerado, calculado como media de todos
los porcentajes de cada trimestre en los distintos afios considerados.

Trirnestre 1 96,980 96,602 96,522 - 96,314 96, 604
Trimestre 2 100,612 101,088 100,837 100,801 100,835
Trimestre 3 06,595 96,537 96,630 96,639 96,600

Trimestre 4 105,813 105,773 106,012 106,246 105,961
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Luego consideramos:

A 96,604 . 100,835 . 96600 . _ 105961
Ca=—"— (Ch=—"—" ¢, =~ Co=—"""T"
100 100 100 100

Considerando como estimaciones iniciales las del SPSS, obtenemos para el nivel
y la pendiente:

; _X,-X, _X,-X =2.43L92—2.128,21=25 31
¢ (n-1)S (4-1)-4 12 ’
S, =X, -%130 =2.128,21-2-25,31=2.077,60

Una vez calculados los valores iniciales ya estamos en condiciones de iniciar el al--
goritmo. Asi, la primera prediccidn de la serie seria:

=2.031,50

X, = (SD + !3{,)6_3 =(2.077,60+25,31)- 96,()&

Para el segundo periodo:

=S =0 (-5, ) -01- 2B,

0,9-(2.077,60 + 25,31) =2.106,26
Z, 0,96604

b =B (S, - S,) +(1-B)b, = 0,1-(2.106,26 - 2.077,60) + 0,9+ 25,31 = 25,64

2.063,93

+0,9-0,96604 =0,96743
2.106,26

é =y%+(1—y)6_3 =01
1

Obteniendo por tanto la siguiente prediccion.

X, =(8,+b)¢, =(2.106,26+25,64)- 100,835

=2.149,70
Para el tercer periodo:

%

1,24
+0,9 - (2.106 + 25,64) = 2.131,07

+(1—0) (S, +b)=01- """
( ), +6) 1,00835

()5.2:S2=(I

™y

2

b, =B(S,-8,)+(1-PB)b =0,1-(2.131,07-2.106,26) + 0,9+ 25,64 = 25,56

a X . 2.141,24
€2 =Y“§z_+(1‘7)c~2 =0,1- 313107
; .

+0,9-1,00835 =1,00799
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Y la prediccion toma el valor,
X, =(8,+5,)¢., = (2.131,07+25,56)-0,96600 = 2.083,30

Operando hasta el final obtenemos la siguiente tabla:

» 96,60

¢, 100,83

¢, 96,60
2005-1 |2:063,93| |8, [2077,60| b, | 2531 | &, 10596 | 2031,50 | 3243 | 1,57
20052 [2.141,24| |8, [210626 B, | 2564 | & 96,74 | 214970 | -8.46 |-0,40
2005-3 205575 | S, [2131,07] b, | 2556 | &, 100,80 | 208330 | 27,55 |-1,34
20054 225193 |8, 12153,78| b, | 2528 | &, 96,48 | 2308,94 | 57,01 |-2.53
2006-1 {2.154,32| 18, [2173,67| b, | 2474 | &, 105,72 | 2126,80 | 27,52 | 1,28
2006-2 1225438 | | S, [220125| B, | 2502 | &, 06,86 | 224406 | 10,32 | 0,46
2006-3 |2.152,881 | S, (222730 b, | 25,12 | &, 100,84 | 217325 | 20,37 |-0.95
2006-4 [2.358,85| | S, [2250,311 B, | 2491 | & 96,40 | 240548 | -46,63 1-1,98
2007-1 [2.239,53| {5, [227081| b, | 2447 | &, 105,54 | 2223,11 | 1642 | 073
2007-2 233964 | |5, 1229698| b, | 2464 | G, 96,02 | 2341,14 | -1,50 |-0,06
2007-3 12.242,03 | [$,[2321,47| bt 24,63 | 100,83 | 2261,72 | -19,69 -0,88
20074 [2.459711 |8, 23440618, | 2442 | &, 96,33 | 2499,70 | -39.99 |-1,63
2008-1 [2.342.28 | |8, |2364,6910, | 2404 | £, 105,30 | 231516 | 2712 1,16
20082 245140 | |S,12391,53(b, [ 2432 | &, 97,02 | 2436,02 | 1538 | 0.63
20083 |2.350,17 | |S,12417,38|b,, | 2448 | &, 100,89 | 2352,19 | -2,02 |-0,00
2008-4 |2.583.82| |S,|2441,65\h, 1 2445 | &, 96,32 | 259897 | -15,15 |-0,59

Si|2464,66| b, | 2431 | 2, 10533 | 241485

Las predicciones para el afio 2009 se calculan del siguiente modo:

Primer trimestre de 2009:

Kppyr = (ST + BT) &r_y = (2.464.66 +2-24,31)- 9102 _ 541485
Segundo trimestre de 2009:

Rrpor = (ST + 253T)ET-2 = (2.464,66 + 2-24,31)- 10(()],539 =2.535,71
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Tercer trimestre de 2009:

XTWT (S + 3b1T) (2.464,66 +3- 24,31) . %2— =2.444,23
Cuarto trimestre de 2009:
w =2.698.53

Ry = (8; +4by )6, = (2.464,66 + 4-24,31)-

Por 1ltimo, se representa en el gréfico siguiente la serie original y la alisada:
Como vemnos, el alisado reproduce perfectamente la serie observada, con lo cual po~
demos considerar como buenas las predicciones obtenidas para 2009.

Alisado exponencial de Winters
a=01p=01
v = 0,1 del coste laboral en Espafia (euros)

Euros

1.80¢
1|2[3lé1l213!4§'213|4 314-123!4
2006 2008 2007 2608 2009
l *  Seriz original m—— Serie afisada

7.8. SUAVIZACION EXPONENCIAL DE SERIES TEMPORALES
CON SPSS

El anélisis de series temporales en SPSS requiere la definicién previa de variables
fechas, lo cual estd accesible en el memi Datos > Definir fechas. La pantalla asocia-

da a este menti es la siguiente:
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T T T T T T T D T I ey

En ella especificamos el tipo de periodicidad de los datos, asi como el afio y el
mes de inicio de la serie, en nuestro caso consideramos la serie ajustada en el ejerci-
cio anterior.

Una vez hecho esto, para obtener predicciones mediante et AES la secuencia en
SPSS es:

Analizar — Series Temporales — Suavizado exponencial

m. not perodic Y1
QUARTER, pefiod £

En el cuadro de didlogo Suavizado exponencial esta activado por defecto el mé-
todo AES que corresponde al Modelo Simple. Sefialamos la opcién correspondiente al
modelo de Winters que, como se ha visto, es el més indicado para esta serie temporal.
Se indica 1a serie que se quiere predecir en la ventana Variables. Con el botdn Para-
metros se abre el signiente cuadro de didlogo en el que se puede modificar la eleccién
del valor de las constantes de alisado:
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Por defecto estd activada para Alfg la opcidn Valor: 0,1 el la primera y 0,2 en res-
to. Con la opci6n Biisqueda en rejilla se puede especificar un intervalo de valores para
cada una de las constantes de alisado, Alfa, Gama y Delta, entre los cuales el sistema
determinard aquellos que optimicen la prediccién, seleccionando aquellos que pro-
porcionen menor suma de cuadrados de los errores de estimacion (SSE). La biisque-
da puede afinarse tanto como se quiera modificando en la casilla Por el valor de in-
cremento. Si se mantiene seleccionada la opcidn Mostrar sélo los 10 mejores modelos
de la bisqueda en rejilla se muestran s6lo en el visor de resultados los valores de los
parametros y las SSE para los 10 valores de 0. con menor error de estimacidn. En caso
contrario, aparecen todos los modelos probados.

El valor inicial del alisado, por defecto, lo calcula el sistema automAticamente (tal
como se ha comentado anteriormente) a partir de la serie observada. Con la opcion Va-
lores iniciales: Personalizado se puede fijar el valor de inicio que se desee.

El botén Guardar, del cuadro de didlogo Suavizado Exponencial, permite modi-
ficar las opciones relacionadas con la creacion de nuevas variables y con la prediccion:

Con respecto a la creacién de nuevas variables con los resultados del alisado, la
opcidn activada por defecto es Adadir al archivo con la que se afiaden a la base de da-
tos activa la serie alisada y los errores de prediccion. La opcion Sustituir las existen-
tes guarda sélo las variables del dltimo procedimiento sustituyéndolas si en el archivo
activo ya existian. Por ddltimo, la opcién No crear indica que no se desea guardar nin-
guna variable de resultados.

Con respecto a las predicciones, en Pronosticar casos, por defecto, estd activada
la opcién Desde el periodo de estimacion hasta el dltimo caso que proporciona los va-
lores alisados (S,) Gnicamente para los periodos observados. La opcidn Pronosticar
hasta permite generar predicciones para valores futuros de la variable hasta el perio-
do indicado en Observacion.
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El resultado final obtenido serfa el siguiente:

Estado de suavizado inicial
Datos
indices 1 98,14035
estacionales 5 i01,55584
3 96,09396
a 104,20984
Nivel 2077,595
Tendencia 25,30875

Sumas menores de los errores cuadraticos

. Rango deil Alpha Gamma Delta Sumas de
Serie modelo (nivel) {tendencia) | (estaciodn} los errores
cuadraticos

Datos 1 , 95000 0000 . 35000 749,71594
2 , 95000 , 0000 (40000 749,72489

3 ,95000 , 0000 .30000 749,75722

4 , 95000 0000 45000 749,78300

5 , 95000 , 0000 .25000 749,84982

6 , 95000 , 0000 ,50000 749,88923

7 , 95000 ,0000 20000 749,99485

8 35000 , 0000 ;55000 750,04256

9 ;95000 , 0000 (15000 750,19346

10 ;95000 , 0000 ,60000 750,24199
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Parametros del suavizado

. Alpha Ganmma Delta Sungs de
Serie , . . . log errores
(nivel) (tendencia}| (estacidn) L.
cuadraticos
Datos , 95000 ,0G00 ;35000 749,71594

A continuacién, se muestran los pardmetros con las sumas menores de errores'ﬂ

cuadriticos. Estos pardmetros se utilizan para pronosticar.
Se muestra en el siguiente grafico la serie temporal y {a suavizada obtenida.

Alisado exponencial de Winters
a=095 pf=0
v = 0,35 del coste laboral en Espafia {(euros)

2700
2.600
2.8500 -

2.409

2.300
2200 4

Euros

2100 4
2.000

1.900 \
2|a]alr]2]s]ef1]2]s]e]1]2]s]e]1]2]s]s

2005 2006 20607 2008 2009

‘ ¢ Serie original = Serie alisada |
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7.9. EJERCICIOS
Sobre series temporales

———

Ejercicio 7.1. La siguiente serie muestra la cantidad de reservas efectuadas por
una agencia de viajes a un destino particular, durante el verano del afio 2001,

1 90
2 95
3 100

4 125
Agosto 5 150
) 175
7 155
8 147
9 145
10 143
11 150

12 160

Septiembre

WM B W R = R W R = [EE

Ultilice los diferentes métodos estudiados durante el curso para realizar los gra-
ficos a partir de una misma serie de datos histdricos de un determinado periodo.

Respuesta

Norta: De la simple observacién de los datos, se desprende cudl es ¢l método que
representa mejor el comportamiento de esta serie, un ajuste a partir de un polinomio
de grado 4. Mds adelante se verdn problemas que analizan varios de esos métodos
para efectuar prondsticos con el mayor grado de aproximacion a Ia realidad posible,
identificindose cudl de ellos resulta mds apropiado en cada caso.
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Cantidad de reservas

Cantidad de reservas

Cantidad de reservas

Curva de datos historicos

200
180 -
100 |
50 1
0 T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14
Semanas
Diagrama de dispersién
200 4
*
150 . * e e o ¢
*
100 4 o« * *
50 1
0 T T T T T T 1
0 2 4 B 8 10 12 14
Semanas
Tendencia mediante ajuste lineal
200+
150~
100 -
50~
0 T T T ¥ T T T
0 2 4 g 8 10 12 14

Semanas
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Tendencia mediante ajuste logaritmico

200 5
1]
3
£ 150 -
2]
2
S 100+
o
&G
°
£ 50
1]
o
0 T T ¥ T ¥ 1 T 1
0 2 4 8 8 10 12 14
Semanas
Tendencia mediante ajuste exponencial
200+
a +
&
% 150- + ¢ Pl
g
@D
< 1004 L]
5 L
€&
)
£ 50
G
(a
0 En T T T T T 1
4] 2 4 6 8 10 12 14
Semanas
Tendencia mediante ajuste poiinomial de grado 4
200 -
® *
s
§ 150 * s
&
3 100-
e ]
5]
T
£ 50+
G
Q
0 T T T T T 1 1
0 2 4 <] 8 10 12 14

Semanas

415
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Tendencia mediante suavizamiento de promedios
moviles tomando n =3

200 -
a *
(5]
2 150 . Py ¢
W
] *
@
E 100 ¢ ¢
©
2
S 50
2]
Q
0 T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14
Semanas
- ¢. ——

Ejercicio 7.2. Use el método de los semipromedios para determinar la tendencia
lineal de los datos de devoluciones de pedidos de una determinada empresa. Tome
como promedio la media aritmética. Represente grdficamente el diagrama de dis-
persion y la recta de tendencia,

Los datos de devoluciones anuaies son los siguientes:

Respuesta

Debe dividirse la serie en dos partes iguales y se calcula la media de cada par-
te por separado. Para simplificar los cdlculos, se omite el afio central (1998). Con
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estos datos puede calcularse la pendiente y ordenada al origen de una recta ten-
dencial. Por 1ltimo, se utiliza la ecuacién hallada para determinar los valores de
tendencia.

1993 1 94 91,53
1994 2 92 88,97
1995 3 86 86,40 86,40
1996 4 82 83,83
1997 5 78 81,27
1993 6 81 78,70
1999 7 75 76,13
2000 3 72 73.57
2001 9 70 71,00 71,00
2002 10 68 68,43
2003 11 70 65,87
De donde:
71-86,4
= 2,567, a=T71-(-2,567)-9=94,1
9-3
Diagrama de dispersién de las devoluciones anuales
100

w

% 95 * .

€ 90-

é 85 . .

. *

g 80 s

T 75- s .

v

"..E- 70+ L 2 . o

8 65

60 T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12

Periodos anuales
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Tendencia lineai de las devoluciones

100
95
90
85 -
80
75 |
70 1
656 4
60 T 3 T T T 1

Cantidades devueltas

Periodos anuales

—_—

Ejercicio 7.3. El siguiente cuadro muestra la evolucién del coste de los insumos de
una empresa durante las wltimas 10 temporadas. Ultilice el método de los semipro-
medios para determinar la tendencia lineal de dichos costes. Tome como promedio la
mediana. Represente grdficamente el diagrama de dispersion y la recta de tendencia.
Los datos de costes historicos anuales (en miles de euros) son los siguientes:

1 152
2 155
3 160
4 170
5 165
6 163
7 173
8 190
9 202
10 200
11 205




" SERIES TEMPORALES 419

Respuesta

Se procede de manera andloga al ejercicio anterior. Debemos tener en cuenta que
para calcular la mediana, previamente ¢s necesario ordenar los datos.
La columna de Datos ordenados es:

Datos 152 155 160 163 165 170 173 190 200 202 205

Luego las medianas a considerar son la tercera y la novena observacion, es decir,
160 y 200.

R T g
1993 1 152 152 146,67
1994 2 155 155 153,33
1995 3 160 160 160,00 160,00
1996 4 170 165 166,67
1997 5 165 170 173,33
1998 6 163 163 180,00
1999 7 173 173 186,67
2000 8 190 190 193,33
2001 9 202 200 200,06 200,60
2002 10 200 202 206,67
2003 11 205 205 213,33
De donde:

b=—2—0wg—_—?ligq=6,667; a=200-6,667-9=140

Y la ecuacion de la recta de tendencia serd

y=140+6,6x
Diagrama de dispersién
210+
200 ¢ o+ °
190 *
2 180-1
@ 1704 L .
© 180 . M
15041 *
140
130 T T T T 1 1
0 2 4 8 8 10 12

Temporadas
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Diagrama de dispersion

210+
200+
1904
1804
170+
160+
150+
140+
130 T T T

Coste

Temporadas

— ———

Ejercicio 7.4. Se detalla a continuacion la evolucién anual de los niveles de ocu-
pacion (en miles de personas) correspondientes al periodo 1998 a 2002 para la
quincena de menor afluencia turistica de la temporada.

4,1
4.5
4,3
4.5
4,7
4,9
5,2
5
5,1
5,16
5.2
5,25
5,12
4,95
4

A partir de dichos datos:

a) Estime, mediante ajuste fineal por minimos cuadrados, el nivel de ocupa-
cion para la guincena en estudio correspondiente al ario 2003.
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b) Determine el porcentaje de la variacién en los niveles de ocupacién que se en-
cuentra explicado por el modelo resuitante. Interprete el resultado obtenido.

¢) Represente grificamente el resultado obtenido.

Respuesta

a) Podemos redefinir el tiempo para simplificar los cdlculos, expresando fos
mismos como periodos sucesivos ¥ no como afios.

1 4,1 069 | -7 -0,699 | 04881 | 49

2 45 0299 | -6 0,508 | 0,0892 | 36

3 43 0,499 | -5 1,497 | 02487 | 25

4 45 0299 | -4 1,196 | 0,0892 1 16

5 4,7 0,09 | -3 0,495 | 0,0097 9

6 49 0,001 | -2 0,606 | 0,0103 4

7 52 0401 | 41 2,807 | 0,1611 1

8 5 0,201 0 1,608 | 0,0405 0

9 5.1 0,301 1 2,709 | 0,0908 I
10 5,16 0361 | 2 3,61 0,1306 4
11 52 0,401 3 4,411 0,161 9
12 5,25 0451 | 4 5412 | 02037 | 16
13 5,12 0,321 5 4173 | 0,1033 | 25
14 4,95 0,151 | 6 2,114 | 0,0229 | 36
15 4 0799 | 7 ~11,985 | 06379 | 49
Sumas: 120 | 71,98 10,98 24870 | 280

F=8 | §=4,79867

A partir de los productos y sumas anteriores tenemaos que:

13

Y (y-5)e-7)
= _1098 .,
Cov(y,t)— . 15 0,73
(e-7)
Var(r)=L+——=—2§£—18,67
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Con todos estos resultados ya pedemos obtener los pardmetros para ei
ajuste minimo-cuadratico:

Cov(y 1) 0,732

b= Var(r) 18,67

=0,039207

a=7—br =4,79867—(0,039207-8) = 4,48501

Por tanto, ¢l ajuste lineal estimado por minimos cuadrados resulta ser:
¥ = 448501 + 0,039207¢
Para la 16.% quincena tendremos que:
¥(16) = 4,48501 + 0,039207 - 16 = 5,11

Por tanto, el nivel de ocupacidn pronosticado para la quincena en estadio
del afio 2003 es de aproximadamente 5.000 personas.

b) Para resolver este apartado necesitamos calcular el coeficiente de determinacion.
Para ello debemos obtener inicialmente la varianza residual tal que:

41 4,5242 —0,4242 0,1800
4,5 4,5634 -0,0634 0,0040
43 4,6026 -0,3026 0,0916
45 4,6418 -0,1418 0,0201
4, 4,6810 0,0190 0,0004
49 4,7203 0,1797 0,0323
52 4,7595 0,405 0,1941
5 4,7987 0,2013 0,0405
5,1 4,8379 02621 0,0687
5,16 48771 0,2829 0,0800
52 49163 0,2837 0,0805
5,25 49555 0,2945 0,0867
5,12 4,9947 0,1253 00157
4,95 5,0339 0,0839 0,0070
4 50731 ~1,0731 1,1516
§=4,79867 12,0533
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Por tanto, la varianzas de los residuos y de la variable y son:

2
e.
g2 208

—3\2
E(yﬂy)
§ == _ 2487 _ 0,1658
Y n 15

Por lo que el coeficiente de determinacion resulta ser:

R = 1—M=0,1744
0,1658

La variacion explicada por el modelo de regresion lineal es aproximada-
mente del 17,44% de la variacién total de los datos; por lo tanto debemos in-
terpretar gue el ajuste realizado es deficiente, es decir, la recta no constituye
una curva que explique el comportamiento de los datos de forma adecuada.

c) Tendencia lineal

Niveles de ocupacion
bt
(311 o
L 1L
*
.
L
L 4
>

3f5 T T T — 1 T T 1

1987 1989 1991 1993 1995 1997 1998 2001 2003

Afios

S ——

Ejercicio 7.5. Una empresa desea proyectar el volumen de ventas que se efectua-
rd la préxima temporada. Para ello se cuenta con los datos de los wiltimos ocho
anos.
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2002 115
2003 118

A partir de dichos datos:

a) Obtenga el volumen de ventas estimado para el afio 2004 mediante un ajuste
a través de una curva exponencial. Centralice la variable explicada para
simplificar los cdlculos.

b) Calcule el error cometido por el ajuste para el afio 2003.

¢} Represente grdficamente la tendencia exponencial.

Respuesta

a} Del mismo modo que antes, redefinimos el tiempo para simplificar los célcu-
los, expresando los mismos como periodos sucesivos y no como afios. Segui-
damente tomamos logaritmos neperianos en la variable y realizamos la si-
guiente tabla

2t 3,0445 1 3,0445 1

23 3,1355 2 6,2710 4

26 3,2581 3 9, 7743 9

30 3,4012 4 13,6048 16

50 3,9120 5 19,5601 25

80 4,3820 6 26,2922 36

115 4,7449 7 33,2145 49

118 4,7707 8 38,1655 64

Total 463 30,6490 36 149,9269 204
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A partir del sistema de ecuaciones normales:

ilﬁyj =Na+ bi £,
i1

i=1

8 8 8 )
= . Z
Ztimyj a;tl +b;r,

Podemos obtener los pardmetros a v b tal que:
30,6490 = 8a + 36b
149,9269 = 36a + 204h

De donde se obtiene @ = 2,5389 y b = 0,2869.
Deshaciendo la transformacion logarifmica tenemos que:

En{@)=25389 = a=¢&>%=126657
Ln(h) =0,2869 = b=¢"%¥=13323
Por tanto, el ajuste exponencial resuitante es:
Y =12,6657 - 1,3323¢
Y el volumen de ventas esperado para la temporada 2004 sera:
Y(9) = 12,6657 - 1,3323° = 167,51
Se esperan unas ventas de 168 millones de euros para el préximo afio.

b} El error de ajuste, medido como la diferencia entre el nimero de reservas ob-
servado y pronosticado ser4;

EP =118 #(8) = 118 - 125,732 = 7,73

La diferencia entre ¢l dato histérico (real) v el estimado para el afio 2003 fue de
aproximadamente —8 miliones de euros.
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c) Ajuste exponencial
140
1204
1004

Reservas

N o
L= = I I )
A

=)

Ejercicio 7.6. Para los datos del efercicio anterior, se pide:

a) Realice el mismo prondstico a través de una curva potencial.
b) Calcule el error del prondstico para el afio 2003, Compare con el ajuste anterior.

¢) Calcule una medida absoluta de ia bondad del ajuste realizado. Compdrelo
con el ajuste anterior.

d) Represente grdficamente la curva de tendencia. Compdrela con el ajuste anterior,

Respuesta

aj Del mismo modo que antes, redefinimos el tiempo para simplificar los célcu-
los, expresando los mismos como periodos sucesivos y no como afios. Segui-
damente tomamos logaritmos neperianos en las variables y construimos 1a si-
guiente tabla:

1 21 0 3,0445 0 0

2 23 0,6931 3,1355 2,1734 0,48039
3 26 1,0086 3,2581 3,5794 1,20692
4 30 1,3863 34012 4,7151 1,92183
5 50 1,6094 3,9120 06,2962 2,59017
6 80 1,7918 4,3820 7.8515 3,21055
7 115 1,5459 4,7449 9,2332 3,78653
8 118 2,075%4 4,7707 9,9204 4,32390

Total 36 463 10,6046 | 30,6490 43,7691 17,5203
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A partir del sistema de ecuaciones normales:

S 8
2111}1[=Na+1b2lntj

8 8 3( )2
Int,--lnyi=a21ntf »Y (Int,

Podemos obtener los pardmetros a y & tal que:
30,6490 = 8a + 10,6046b
43,7691 = 10,6046a + 17,5203h

De donde se obtiene g =2,6287 v b =0,9071.
Deshaciendo la transformacion logaritmica tenemos que:

Ln(a)=2,6287 = a=¢*%=132856
Por tanto, el ajuste potencial obtenido es:
Y = 13,856 . 0907082
Y el nimerc volumen de ventas esperado para el afio 2004 es:
H(9) = 13,856 - 9972 = 101,675

Se esperan aproximadamente 102 millones de euros de volumen de nego-
cio para el préximo afio,

b) Error del prondstico para el afio 2003:
EP =118 - ¥(8) = 118 — 91,3722 = 26,627
Dicho error, como puede observarse, es mayor que en el caso anterior.

¢) Como puede apreciarse, ¢l grafico del ajuste exponencial describe mejor la
evolucién de los datos que el grafico del ajuste potencial.
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Tendencia potencial

140+
120+
1004

Reservas

0 2 4 6 8 10

Ejercicio 7.7. La siguiente tabla muestra la evolucidn del precio medio de las pu-
Blicaciones de una compariia editorial en euros en los iltimos 15 afios.

a) Construya uha nueva serie suavizada a partir de:
1. Un promedio mdvil de 2 afios.
2. Un promedio mévil de 5 arios.

b} Calcule el error cuadritico medio en cada caso.

¢} Analice los grificos de tendencia correspondiente.

1995 9,36
1996 9,27
1997 8,68
1998 8,3
1998 7.83
2000 8,05
2001 7.2
2002 75
2003 701
2004 6,7
2005 7
2006 7.3
2007 8,07
2008 7,63
2009 8
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Respuesta

a.l) 5itomamos 1 = 2 tenemos que:

Precio

10
9,5

1995 | 9.36 18,63 9,315 0,0020
1996 9,27 17,95 8,975 0,0870
1997 8,68 16,98 8,490 0,0361
1998 8.3 16,13 8,065 0,0552
1999 | 7.83 15,88 7,940 0,0121
2000 8,05 15,25 7,625 0,1806
2001 72 14,70 7,350 00225
2002 | 75 14,51 7,255 0,0600
2003 7,01 13,71 6,855 0,0240
2004 | 6.7 13,70 6,350 0,0225
2005 7 14,50 7,250 0,0625
2006 | 7.5 15,57 7,785 0,0812
2007 8,07 15,70 7,850 0,0484
2008 7,63 15,63 7,815 0,0342
2009 | 8
Total 0,7285
ECM = 0,0520
ECM = 07285 0,0520

Promedio movil conn =2

e el 11

1994 1996

2000

2004

2008

& Precio historico

2010
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a.2) Paran=35:
1995 9,36
1996 9,27
1997 8,68 43 44 8,688 0,0001
1998 83 42,13 8,426 0,0159
1999 7.83 40,06 8,012 0,0331
2000 8,05 38,88 7,776 0,0751
2001 7.2 37,59 7,518 0,1011
2002 7.5 36,46 7,292 0,0433
2003 7,01 3541 7,082 0,0052
2004 6,7 35,71 7,142 0,1954
2005 7 36,28 7,256 0,0655
2006 75 36,9 7.38 0,0144
2007 8,07 38,2 7,64 0,1849
2008 7,63 '
2009 &
Total 0,7339
ECM 0,0667
ECM = w— = (3,0667
154
Promedio mévilconn=5
& Precio histérico
10 ~ —_— Pmj
951 o .
g
8,5 7
.% g *
& 75 - ¢
7 4
6,5 -

6 1 Ll ¥ 1 1 1 k] 1

1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Anos
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b) Bl ECM para n =2 es de 0,0520 y para n = 5 es de 0,0667, lo que significa que
tomar un promedio mévil a partir de una mayor canfidad de datos implica au-
mentar el nivel de error que se comete en los prondsticos. Cuando se toman
menos datos, la seric suavizada se parece mas a la histérica, pero es mas difi-
cil de evidenciar la tendencia de la misma.

c)

La observacidén de los grificos muestra que en ¢l segundo caso (cuando to-
mamos # = 3) s¢ puede ver mejor la tendencia a largo plazo que cumple la se-
rie, pero el primer caso pone en evidencia con mayor precision las variaciones

ciclicas de la serie.

S —

Ejercicio 7.8. La siguiente tabla muestra la cantidad de reservas recibidas por una
empresa hotelera durante los arios 2004-2009.

a) Halle un indice estacional por medio del método de porcentaje medio.

b) Realice la representacion grdfica correspondiente.

S A ] et 3 SRS i
2004 | 1.800 | 1.600 | 1.640 [ 1.300 [1.200 }1.000 | 1.300 | 1.200 [ 1.250 | 1.090 | 1.400 | 1.600
2005 |1.997 {1.630 | 1.600 | 1,400 [ 1.300 $1.150 | 1.450 | 1.150 | 1.320 | 1.100 | 1.360 | 1.550
2006 | 1.970 | 1.720 [ 1.000 | 1.430 |1.420 ;| 900 |1.425 |1.230 | 1.360 | 1.190 | 1.450 | 1.350
2007 [2.100 | 1.920 | 1.800 [1.450 | 1.360 | 1.050 | 1.500|1.320 | 1.480 |1.260 | 1.420 | 1.620
2008 [2.000 {1.880 | 1.750 | 1.500 [1.230 800 {1.550 | 1.350 [1.400 | 1.320 [ 1600 |1.700
2009 [2.060 {1.858 [ L.810 [ 1.350 |1.260 i 850 | 1.600 | 1.400 | 1.600 | 1.400 | 1.290 | 1.830
Respuesta

@) En la siguiente tabla se calcularon los promedios mensuales de cada afio. Por
ejemplo, para el afio 2004 se sumaron las cantidades de todos los meses co-
rrespondientes a ese afio y se dividi6 el resultado por 12.

Total suma anual

16.380,0 | 17.007,0

16.445,0

18.280.0

18.080,0 | 18.308,0

Promedio mensual

13650 14173

1.370.4

1.523,3

1.506,7 | 1.525,7
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Una vez obtenido los valores promedio mensual de cada afio, se dividés
los datos histéricos de cada mes por el promedio del afio correspondmme
para obtener la siguiente tabla, donde se expresan los resultados como p0r~
centajes respecto de dichos promedios.

Como la suma de los porcentajes medios obtenidos en la dltima fila &g
1.200 %, es decir que el promedio de los porcentajes es 100 % (1.200% divi-
dido por la cantidad de meses en el afio}, no es necesario realizar ajustes adl_
cionales,

Finalmente, los valores de la fila inferior representan el indice estacmnal:_

Sumas

822,1| 730,3 | 659,0| 5816 | 536,8 | 397.8 | 607.7 | 526,8 | 578.9| 5064 | 588.3 | 664.2
por mes :
ﬁ;’;gj‘;“" 137,0| 121,7[ 1098 969| 89,5 66,3] 1013| 87.8| 96,5 844| 98,0|1107| .
Sumas 1.200
porceat.

b) El siguiente grifico representa la variacion estacional mediante el indice ob-

tenido:

Reservas

indice estacional

150,0 §

125,01

100,01

75,01

50,0 T T T T T T — T~
¢ 1 2 & 4 85 6 7 & 9 10 11 12

Meses

—&— Porcentaje promedio
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Fl siguiente grifico representa la evolucion de la variable a lo largo de los
seis (6) afios estudiados.

Tendencia y variacion estacional

2500
20004
4

Y f
3]
P
g 15001
]
o«

1000

500 T T T T T
g 12 24 36 48 60 72

Meses

—&— Cantidad de reservas mensuales

Ejercicio 7.9, La siguiente tabla muestra los datos correspondientes al niimero de
ocupados, en miles de personas, en Espafia durante el periodo 2005-2009 segin la
Encuesta de Poblacidén Activa (EPA) del Instituto Nacional de Estadistica.

Evolucion de los ocupados {miles) en Espafia, periodo 2005-2009

: i pa
2005 1 18.492,70 2007 3 20.510,60
2005 2 18.894.90 2007 4 20.476,90
2005 3 19.191,10 2008 1 20.402,30
2005 4 19.314,30 2008 2 20.425,10
2006 | 19.400,10 2008 3 20.346,30
2006 2 19.693,10 - 2008 4 19.856,80
2006 3 19.895,60 2009 1 19.090,80
2006 4 20.001,80 2009 2 18.945,00
2007 1 20.069,20 2009 3 18.870,20
2007 2 20.367,30 2009 4 18.645,90

FuenTE: Encuesta de Poblacion Activa. INE
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Obtener el indice estacional usando el método del porcentaje promedio mévil.
Realice los grdficos correspondientes

Respuesta

En el signiente cuadro se realizan una serie de pasos para Hegar al indice buscado:

1. En la cuaria columna se calculan promedios méviles para 4 trimestres. Re-

cordemos que estos datos aparecerian centrados en el periodo 2,5, 3,5, 4,5, ...,
si bien por convenio, al utilizar dnicamente dichas medias méviles se suelen si-
tuar en el periodo 2, 3, 4, ...

. En la quinta columna se calculan los promedios méviles centrados, calculados
como promedios méviles de los valores obtenidos en la columna anterior con
n = 2. De esta manera, el primer promedio apareceria centrado en el periodo 3,
va que los datos utilizados se centraban en 2,5 y 3,5. El segundo se centra en 4
v asf sucesivamente.

. Finalmente se dividen los valores mensuales reales por cada promedio mévil
centrado y se expresa el resultado como porcentaje. Por ejemplo, el valor de
100,55 se obtiene de multiplicar por 100 al cociente entre 19.191,10 y
19.086,68. De esta manera se obtiene un nuevo valor de serie expresado como
porcentaje sobre la media mévil.

2005 18.492,70

2005 18.894.90
18.973,25

2005 19.191,10 19.086,68 100,55
19.200,10

2005 19.314,30 19.299,88 100,07
19.399,65

2006 19.400,10 19.487,71 99,55
19.575,78

2006 19.693,10 19.661,71 100,16
16.747,65

2006 19.895.60 19.831,29 100,32
19.914.93

2006 20.001,80 19.999,20 100,01
20.083,48

2007 20.069,20 20.160,35 99.55
20.237,23

2007 20.367,30 20.296,61 100,35
20.356,00

(Contintia)
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(Continuacion)

2007 3 20.510,60 20.397 64 100,55
2043928

2067 4 20476,90 2044650 106,15
20453,73

2008 1 20402 30 20.433.19 99.85
2041265

2008 2 20425,10 20.335,14 10044
2025763

2008 3 20.346,30 20.093.,69 101,26
1992975

2008 4 19.856 80 19.744.74 100,57
19.559.73

2009 1 19.090,80 19.375.21 98,53
19.190,70

2009 2 18.945 00 19.039 34 99,50
18.887.98 '

2009 3 18.870,20

2009 4 18.645.90

Ahora estamos en condiciones de calcular el indice estacional. El mismo resulta-
ra de calcular el porcentaje promedio correspondiente a cada trimestre. Por ejemplo,
para el primer trimestre se promedian los valores porcentuales correspondientes a di-
cho trimestre en los diferentes afios.

jf 99,55 + 99,55 + 99,85 + 98,53
engrg = 4 =

X—trimeslrel &= 99, 37%

Como Ia suma de los porcentajes medios obtenidos en la dltima fila es diferente a
400%, es decir que €l promedio de los porcentajes no es 100% (400% dividido por la
cantidad de trimestres en el afio), es necesario realizar un ajuste en los porcentajes me-
dios mensuales para legar a dicha cifra. Dicho ajuste se encuentra en la tercera co-
lumna del siguiente cuadro.

En el siguiente cuadro se detallan los indices obtenidos:
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Trimestre 1 99,37 99,28
Trimestre 2 100,11 100,02
Trimestre 3 100,67 100,58
Trimesire 4 100,20 100,11
Suma 400,36 400
indice estacionat
101-
0
2
—c rs
a . Indice
3 estacional
O 100
g9 T T T 1 !
0 1 2 3 4 5
Trimestres
Promedio mévil centrado
21.000
20.500
«  20.000
S
g 19.600 -
=
g  19.000
18.500
18.000
3‘4 1}2]:‘4 1'2 3'4 1‘2'3'41)2
2005 2006 2007 2008 20089
Trimestres

-
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Ejercicio 7.11. Una empresa usa la suavizacidn exponencial simple con coefi-
ciente de alisado o. = 0,1 para predecir sus ventas. La prediccion para la semana 1
fue de 550 miles de euros, mientras que el valor real es de 500 miles de euros.

a) Pronosticar las ventas para la semana 2.

b) Suponiendo que las ventas para la semana 2, 3,4 y 5 son de 600, 500, 550 y
525, pronostique las ventas para las semanas 3,4y 5.

c) Valore los errores obtenidos.

Respuesta

Recordemos que el prondstico para un suavizado exponencial simple se calcula
COmo:

X=5

z i

siendo

S=0X,+(1-0)5_
En nuestro caso, tenemos;

Sy = 550 X,=500

a) La prediccién para la semana 2 serd igual a S|, que segdin la formula serd igual
a

X, =8, = 01X, + 0,98, =0,1- 500+ 0,9- 550 = 545
b) Las predicciones para las tres semanas restantes serdn:
X,=8,=01X,+0,98, =0,1-600+0,9- 545 = 550,5

X, =8,=01X, +0,95, =0,1-550+0,9- 550,5 = 545,45
X, =8, =0,1X, + 0,95, =0,1- 550+ 0,9- 545,5 = 545,905

¢} Semuestran en Ia siguiente tabla los valores de ventas reales, los pronosticados
por la serie suavizada y los errores obtenidos;
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Semana 1 500 550 =50 -10,00 2500,00 i
Semana 2 600 545 55 9,17 302500
Semana 3 500 550,5 -50,5 -10,10 2550,25
Semana 4 550 5455 4,55 0,83 20,70
Semana 5 525 5459 —20,905 -3,98 437,02
Total 8.532,97
Promedio 535,00 547,37 ~12,37 2,82 1706,59

La Rafz del Error Cuadratico Medio toma el valor:

S Error®  [8,
RECM=\]E_;f - @5—2’—9—Z=«‘/1.7O6,59=4L31

El gréfico con la serie original y suavizada seria:
Alisado exponencial simple o = 0,1

6201 * Reai

600+ * ~——=  Prondstico
580
560+
540+
5204
500+ * *
4804
460
440

Ventas

Semana1 Semana? Semana3 Semana4 Semanas

Afios

Lo idéneo en este caso serfa considerar diferentes valores de o, y considerar
aquel con el que se obtenga el menor Error Cuadrdtico Medio y/o el grifico nos
muestre el mejor ajuste.



Capitulo 8

INTRODUCCION
A LA PROBABILIDAD

8.1. INTRODUCCION. FENOMENOS ALEATORIOS Y SUCESOS

En este capitulo desarrollaremos los conceptos bdsicos de Ia teorfa de 1a proba-
bilidad; estos conceptos son la base para abordar Ia inferencia estadistica, es decir,
para inferir datos a una poblacion a partir de los resultados extraidos de una muestra
de la misma, lo que se aborda en el resto de asignaturas de la materia de Métodos
Cuantitativos para la Empresa, en 1a Estadistica Empresarial.

Uno de los objetivos de la ciencia consiste en describir y predecir sucesos que
ocurren a nuestro alrededor de forma cotidiana, Una manera de hacerlo es mediante 1a
construccién de modelos matematicos.

Dado el nivel bésico de este libro no entraremos en detalles sobre estos modelos
matemdticos, conocidos como distribuciones de probabilidad, baste saber que la
mds habitual de estas distribuciones es Ia denominada Distribucién Normal o de
Gauss, y que a ella se ajustan buena parte de los fendmenos naturales, econémicos y
sociales,

En los fendémenos naturales existen patrones de comportamiento que se deno-
minan deterministicos (Ja hora de salida o puesta del sol, la fuerza con la que cae al
suelo un objeto de un Kg. de peso atraido por la gravedad, el resultado de la unién
en laboratorio de dos moléculas de oxigeno con una de hidrégeno, etc.; estos
comportamientos estdn determinados por leyes mds o menos complejas descubier-
tas por el hombre (las leyes sobre el movimiento de los astros, 1a ley de la gravedad,
etc.).

En otros casos, no se conoce © no es posible predecir los comportamientos del su-
ceso en cuestidn; asi, por ejemplo, no nos resulta posible predecir el resultado de un
partido de fiitbol o saber el resultado del lanzamiento de un dado, etc.

Se dice gue un suceso es de caricter deterministico cuando al repetirlo en idén-
ticas condiciones da siempre el mismo resultado y que es de cardcter aleatorio
cuando al reproducirlo en las mismas condiciones no siempre se obtiene un mismo
resultado.

Los resultados de los experimentos o sucesos deterministicos se «predicen» apli-
cando el modelo o férmula matemadtica que los regula; para predecir los sucesos ale-
atorios, al no existir la ecuacién que los determine con total exactitud o ser excesiva-
mente compleja, es necesario un procedimiento que «aproxime» el resultado
satisfactoriamente mediante un modelo matemdtico relativamente sencillo; este es el
cometido de la teorfa de la probabilidad.
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Establecemos a continuacion un conjunto de definiciones, necesarias para abordar;
este cometido!®:

— Experimentos ¢ fenémenos aleatorios son los que al repetirlos bajo andlogas.
condiciones, no se puede predecir el resultado que se va a obtener porque este:-
depende del azar; se verifican tres condiciones: '
1. Se puede repetir indefinidamente en las mismas condiciones.

2. Antes de realizarlo, no se puede predecir el resultado que se va a obteney, -

3. Elresultado que se obtenga, ¢, €,, ..., e, pertenece a un conjunto conoc1do :

previamente de resultados p051bles E (e . e E)
A cada uno de los resultados posibles ¢, e,, ..., €, se le denomina suceso ele— :
mental; también se les llama resultado bésmo, elemental comportamiento
individual o punto muestral.

— Espacio muestral o espacio de comportamientos, es ¢l conjunto formado por -
todos los sucesos o resultados posibles de un experimento aleatorio. Se de- -
signa por £ o £; para el lanzamiento de un dado, el espacio muestral E, serg -
E={1,2,3,4,5, 6}, para el lanzamiento de una moneda, F = {Cara, Cruz};
si F tiene un mimero finifo, n, de elementos, el ndmero de sucesos de E es 20,

Se denomina suceso aleatorio a cualquier subconjunto de E; suele denotarse
con letras mayisculas A, B.... Al conjunto de todos los sucesos que ocurren en un ex-
perimento aleatorio se le llama espacio de sucesos y se designa por S.

Ejemplo:

— Experimento aleatorio: lanzamiento de dos dados al aire v anotar 1a suma de
las dos puntuaciones obtenidas.
~— Espacio muestral: £E={2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}.

— Suceso aleatorio:

que la suma obtenida sea mayor ¢ igual 8: A=1{8,9,10,11, 12}
que 1a suma sea miiltiplo de 3: B=1{3,6,9,12}
eic.

Tipos de sucesos aleatorios; pueden ser de varios tipos:

— Sucesos elementales son los que estdn formados por un solo resultado del ex-
perimento, Por ejemplo, que el resultado de la suma de los dados sea igual a 10.

16 El alumno que no tenga suficientes nociones del dlgebra de sucesos y de la teoria de 1a probabilidad
debe repasar un Manual en el que se expliquen con mayor detalle estas definiciones y conceptos. Ver, por
ejemnplo, Casas Sdnchez y Santos Pefias Infroduccion a la Estadistica para Economia y Administracion de
Empresas. Bd. Centro de Estudios Ramén Areces. 1995,
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— Sucesos compuestos son los que estdn formados por dos 0 més resultados del
experimento, es decir, por dos 0 més sucesos elementales. Como ejempilo, los
sucesos A v B definidos.

-— Suceso seguro es el que ocurre siempre que se realice el experimento alea-
torio. Estd formado por todos los resultados posibles del expernimento y, por
tanto, coincide con el espacio muestral; al tirar los dos dados y anotar la
suma, el suceso seguro E es que el resultado sea mayor o igual a 2 y menor
oigual a 12.

— Suceso vacio imposible es el que nunca se verifica. Se representa por @. En
nuestro ejemplo, cualquier valor menor gue 2 y mayor que 12,

Sistema completo de sucesos: Se dice que un conjunto de sucesos A, 4,, ... 4
constituyen un sistema completo cuando se verifica que:

— AUA U ...A”=E

— A UA, v .. A sonincompatibles 2 a2,

Operaciones con sucescs

HAUB Es el suceso formado por todos los elementos
: de A y todos los elementos de B (suceso que se
verifica cuando se realiza A 6 B).

iAMB Es ¢l suceso formado por todos los elementos
que son, ala vez, de A y de B (suceso que se ve-
rifica ¢cuando se realizan simultineamente los
sucesos Ay B).

A-B Es el suceso formado por todos los elementos
de A que no son de B (sucese que se verifica
cuando se verifica A y no se verifica B).

A Dado un suceso A, denotaremos mediante A

A—E_A al suceso que se verifica cuando no se verifica
A; por ende, se verificaque AUA =Evy
AMA=1D.

IANB=¢ Dos sucesos A y B, se Haman incompatibles
: cuando no tienen ningdn elemento conmin,

1AAB Dados dos sucesos A y B, denotaremos mediante
A A B al suceso que se verifica cuando o bien se
verifica A y no se verifica B, o bien se verifica B
y no se verifica A.
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Propiedades de los sucesos
Propiedad Unidn Interseccién
Conmutativa AUB=BuUA ANnB=BnA
Asociativa AvBuU)=AVUBUC ANBNOYy=ANB)NC
Idempotente AUuA=A AmnA=A
Simplificacién AU(BMAI=A An(BuA)=A
Distributiva AUBNO)=AUuBNAVE ANBUO=AnNBVAN(
Elemento neutro Avud=A AnE=A
Absorcién AUE=E AnBG=0
El suceso contrario de launién | El suceso contrario de Ia interseccion | -
de dos sucesos es la interseccidn  (de dos suceses €s 1a unidn de sus su-{
Leyes de Morgan | 4. o,¢ cucesos contrarios: ces0s contrarios: '
AUB=4AnEB ANB=AUB
Algebra de Sucesos

El 4lgebra de sucesos S es una familia de sucesos definida mediante los siguientes
axiomas:

— Axioma 1°: Q e S.
— Axioma 2°:SiA,Be S, entonces A Be §.
— Axioma 3°: SiA e S, entonces Ae S,

8.2. DEFINICION DE PROBABILIDAD

El concepto y definicién de probabilidad ha variado con el desarroilo histérico de
fa teoria; las tres definiciones hist6ricas de este término son la cldsica, 1a frecuencial y
la axiomdtica; sinteticemos su significado:

a) Probahilidad clasica o a priori: es una probabilidad inicial. Por ejemplo, an-
tes de lanzar una moneda al aire, se supone que la probabilidad de que salga
cara va a ser igual a ¥4, de igual forma, podria decirse que si un dado s¢ arroja
muchas veces la probabilidad de obtener un uno 0 un dos seré de 2/6, ya que
este suceso puede aparecer 2 veces de 6. Esta probabilidad se define de dos
formas equivalentes:

§i un suceso puede ocurrir de n maneras mutuamente excluyentes e igual-
mente verosimiles y si n, de éstas poseen un atributo A, la probabilidad de A
es la fracciénn, fn.
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b)

Regla de Laplace: la probabilidad de un suceso aleatorio S, es el cocien-
te entre el nitmero de casos favorables y el nfimero de casos o elementos po-
sibles del experimenio.

P(A) = Niimero de resultados favorables a §;

Niimero de resultados posibles de £

Un experimento aleatorio se caracteriza porque repetido muchas veces y
en idénticas condiciones este cociente tiende a un niimero fijo. Esta propiedad
es conocida como ley de los grandes niimeros, establecida por Jakob
Bernowuilli.

Esta definicion presenta algunos inconvenientes: el primero es que consi-
dera todos los sucesos igual de probables, lo que no siempre ocurre en la na-
turaleza; el segundo es tenemos que realizar el experimento un gran nimero de
veces para obtener el valor aproximado de la probabilidad; tampoco es posible
aplicarla en multiples sucesos aleatorios, como obtener la probabilidad de
que una persona muera antes de una determinada edad, que un determinado in-
dividuo sufra un accidente de trifico, etc.; por ¢llo se avanzo hacia los si-
guientes conceptos de probabilidad.

Probabilidad a posteriori o frecuencial: es una probabilidad experimental.
Por ejemplo, si sospechamos que un dado no esti equilibrado, la tnica mane-
ra de probar esta sospecha es arrojindolo muchas veces y observar si la fre-
cuencia relativa de obtener un uno se aproxima a un sexto.

La probabilidad a posteriori se define como el limite de la frecuencia re-
lativa cuando el mimero de experimentos realizados tiende a infinito, y se
enuncia formalmente de la siguiente manera:

P(4)=1lim ™4
n—w
Donde
A:  Eselsuceso cuya probabilidad se desea obtener.
n:  Es el ndmero de veces que se repite el experimento (lanzamiento
del dado).

n,: Esel nimero de veces que aparece ¢l resultado A.

n,/n: Esla frecuencia relativa.

lim: Es el limite de la frecuencia relativa a medida que el nimero de lan-
Zamientos se aproxima a infinito.

Para este concepto de probabilidad hemos tenido que introducir el con-
cepto matemético de limite; con ello se resuelve el segundo de los inconve-
nientes que aporta la definicién anterior, pero no el primero, ya que se siguen
considerando todos los sucesos como equiprobables.
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¢) Probabilidad axiomaitica: este concepto de probabilidad basado en un con’
junto de axiomas, que formulamos de la siguiente forma:

Sea S un espacio muestral {conjunto de todos los posibles sucesos de un;
determinado experimento) y A un determinado suceso de § (cualquier ele-
mento ¢ seheonjunto de S), diremos que P es una funcion de probabilidad en
el espacio muestral § si se satisfacen los tres axiomas siguientes:

— Axioma I. P(A}es un nfimero real tal que P(A) = 0 para todo suceso A
de 8, es decir, la probabilidad de cualquier suceso en un experimento
es siempre mayor o igual que 0.

— Axioma 2. P(S§)=1, es decir, la probabilidad de todos los sucesos po-
sibles de un experimento es ignal a 1,

— Axioma 3. SiA, B, C, ..., es una sucesién de sucesos mutuamente ex-
cluyentes de §, la probabilidad asociada a la unién de todos ellos
(que en un experimento ocurra cualquiera de ellos) es igual a la suma
de sus probabilidades.

PAVBUC)=PAy+ P(B) + P(C)
De estos tres axiomas se deducen los siguientes teoremas:

-— Teorema 1. Si definimos el suceso complementario de A, A, como
aquel que estd formado por todos los puntos o sucesos del espacio
muestral § que no estén en A, entonces la probabilidad de A serd igual
a:

PA Y=1 - P{A)

— Teorema 2. Sea A un suceso de $. Siempre se verifica que la probabi-
lidad de que ocwrra estd comprendida entre O y uno:

0<PA)<1

— Teorema 3. Si ¢ es el suceso nulo, entonces se verifica que: P(d) = 0,
ya que ¢ es el suceso complementario de S.

Estos tres teoremas dan lugar a un conjunto de propiedades que permiten abordar
1a mayor parte de los problemas que plantea el cdlculo de 1a probabilidad de que ocu-
rra un fenémeno aleatorio; las principales son las siguientes:
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1. P(A)=1-P(A).
2. P()=0.
3. 5iA estd contenida en B (A < B) entonces:

a) P(B)=P(A)+ P(A-B).

b) P(A)<P(B)
4. SiA, A, ..., A,, son incompatibles dos a dos, entonces:

PA VA, U VA)=PA)+PAY+...+PA)
5. Propiedad de la Unién:
PAUB)=PA)+PB)Y-PANB).

6. Si el espacio muestral E es finito y un sucesos es A = {xl, Xps wens X}, €0-
tonces:

P(A) = P(x) + P() + ... + P(x,)

Veamos algunos ejemplos de probabilidad:

Ejemple 8.1. Supongamos que hacemos sucesivas tiradas de un dado de 6 caras y
queremos saber la probabilidad de abtener un 5 o un 6.
Tendremos:

Casos favorables (§,): dos (5 6).
Casos posibles (E): seis (1,2,3,4, 5, 6).
P(S.) del suceso serd 2/6 = 1/3 = 33,3%

Es decir que cada 3 veces que tiremos obtendremos o un 5 © un 6 como resultado.

Es evidente que si sélo tiramos 3 veces no tendremos asegurado la obtencién de
alguno de estos dos nimeros; la probabilidad sdlo nos indica que si tiramos el
dado muchisimas veces un 33,3% de ellas obtendremos alguno de los niimeros
buscados.

Si elaboramos una tabla de resultados con estos 30 intentos, podriamos ob-
tener:
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1 3 1 1

2 3 1 0.5

3 4 1 0,33333333

4 5 2 0.5

5 2 2 04

6 4 2 0,33333333

7 3 2 0,28571429

8 5 3 0,375

9 6 4 0,44444444
10 i 4 0.4
13 3 4 0,36363636
12 3 4 0,33333333
13 4 4 0,30769231
14 5 5 0,35714286
15 6 6 0.4
16 2 6 0,375
17 3 6 0,35294118
18 1 6 0,33333333
19 2 6 0,31578947
20 3 6 0,3
21 4 6 0,28571429
22 5 7 0,31818182
23 6 8 0,34782609
24 5 9 0.375
25 4 9 0,36
26 4 9 0,34615385
27 3 9 0,33333333
28 6 10 0,35714286
29 5 11 0,37931034
30 4 11 0,36666667
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Si representamos griaficamente los resultados de 30 intenios obtenemos 1o si-
guiente:

Grafico 8.1. Probabilidad de éxitos.

0,99t

0,66t

0,33t+

Frecuencia relativa de éxitos

Hr-————Tr———"" -+

1t 6t Tt 16t 21t 26t
N.° de tiradast

Constatandose que los resultados tienden a estabilizarse en torno al 0,33.

Ejemplo 8.2. Considere el experimento de tirar un dado y ver qué nimero sale.
Sean los Sucesos: A = que salga un nimero par, v B = que salga un niimerc mayor o
igual que 3.

Hallar:

a) P(A).

b) P(B).

c) P(ANB).

d} P(AUB).

Sabemos gue:
A=1{2,4,6} ndmeros pares del dado, y
B={3,4,5, 6} nimeros mayores que 3 del dado.

Para hallar las probabilidades pedidas usaremos la definicién cldsica.

Numero de resultados favorables a A

P(A) = .
Nimero de resultados posibles
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aj P(A)=

1
>

= ) %

b) De forma andloga: P(B) =

= W
(RN

¢) ComoAnB=1{4,6}, entonces P(ANB) =

1
3

o W]

d) Para calcular P(A U B) usamos la propicdad de la unién:
PAUBY=PAY+PB)-P(ANB)
y tendremos:

PAUBR =L+2,1 PAUB) =2
23 3 - 6

4

Para verificar este resultado podemos hallar:

AUB={2,3,4,56}, ydeaht P(AUB)=§

8.3. PROBABILIDAD CONDICIONADA. TEOREMA DE BAYES

1L.a probahilidad condicionada permite asignar probabilidades introduciendo in-
formaciones previas acerca del experimento o ciertas creencias subjetivas que se dis-
pongan sobre el mismo.

Veamos vartos conceptos y definiciones de interés:

Probabilidad Condicionada

Dados dos sucesos A v B, con P (B) > 0, se define la Probabilidad Condicionada
de A (Probabilidad de A condicionada a que haya ocurrido el suceso B), como:
p(ars) - PANE)
P(B)

Sucesos dependientes e independientes

Dos sucesos A y B se dice que son independientes si p(A) = p(A/B). En caso con-
trario, p(A) # p{A/B), se dice que son dependientes.
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Probabitidad de la interseccion o probabilidad compuesta:

— Si los sucesos son dependientes P (A M B) = P(A) - P(B/A)=P (B) - P (A/B).

— Si los sucesos son independientes P (AN B)Y=P (A} - P (B).
Ejemplo: si al extraer dos cartas de una baraja lo hacemos con devolucion tendremos
dos sucesos independientes, P (A M B) = P{4) - P(B) pero si lo hacemos sin devolu-
cién ahora si son dependientes P (A M B) = P (4) - P (B/A).
Teorema de la probabilidad total

Sea un sistema completo de sucesos (evenfos exhanstivos y mutnamente exclo-
yentes A, A,,A € Etales que A, mA ¢sii#jyqueP (A)>0 Paratodo «i») y
sea un suceso B tal que P (B/A)) sea conoc1da, entonces:

PBY=PBNAY+PBNAY+ = D P(BNA)

Expresién que es conocida como la Férmula de Ia Probabilidad Total.

La Regla de Bayes

Sea A, A,..... A , un sistema completo de sucesos, tal que:

ANA = Vij, i=j i=12.,n, j=12..n

Entonces para cualquier evento B, por el Teorema de la probabilidad total, se tie-
ne que:

P(B) = P(A,) P(B/A) + P(A,) P(BIA) + ... + P(A,)P(B/A ) [1]
Por otra parte, dado que:

_P(A,NB) _ _
P(B/A)= ‘P(H = P(A,NB)=P(B]A) P(A,)

(2]
Sustituyendo en la expresion siguiente los valores de P(B) y P (A m B) por las ex-
presiones derivadas en [1] y en [2] obtenemos:

pa /By PANB) | PBIAPA)

P() jP(B/Aj)P(Aj)

=
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Que es la denominada Regla de Bayes para el cilculo de 1a probabilidad condi-
cional.

Ejemplo 8.3. En una determinada region, existen dos empresas de fabricacion de tur-
binas eléctricas, suministrando cada una el 75% v 25% de la demanda respectiva-
mente.

Por otra parte, se sabe que sélo el 80% de las turbinas de la empresa 1 pasan los
controles de calidad establecidos, mientras que en el caso de la empresa 2 dicho
porcentaje se eleva al 95%.

Conociendo que una determinada turbina cumple las normas de calidad, calcular
la probabilidad de que haya sido producida por la empresa 1.

Solucion:

Lo primero gue haremos serd definir los sucesos que entran a formar parte de la
probabilidad a calcular. Asi, definimos los siguientes:

— A,: La turbina ha sido producida por la primera empresa.
— A,: La turbina ha sido producida por la segunda empresa.
— B: Laturbina se ajusta a los controles de calidad.

La probabilidad que deseamos calcular es:
P(A /B)
Del enunciado del problema, conocemos:

PAY=075 P(A,)=025
P(B/A)=08 P(B/A)=095

Luego la probabilidad de que una turbina cumpla con los controles de calidad
serd:

P(B) = P(A)) P(B/A)) + P(A,) P(B/A,)) = 0,75 - 0,8 + 0,25 - 0,95 = 0,8375

Por el teorema de Bayes sabemos que:

P(B/A)P(A) 080,75

2
S P(14)P(A) 0.8375

i=1

P(A /B)= =0,7164

Anglogamente, la probabilidad de que fuera de la empresa 2 serd:
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P(B/AP(A 0,95-0,25
P(AIIIB)= 2( 2) ( 2) = 08375

D P(BIAYP(AY

i=1

=0,2836=1-P(A, /B)

Las férmulas de Bayes resultan de utilidad cuando un suceso B puede ocurrir bajo
una de las hipétesis A,, A, ... , A, de las cuales tenemos sus probabilidades P(A ),
P(A,), ..., P(A) y ademas bajo las distintas hipétesis A, se conoce también la proba-
bilidad P(B/A),i=1,2,..,n

Por tanto, la férmula de Bayes nos permite el calculo de las probabilidades de
cada una de estas hip6tesis A , suponiendo que B ha ocurrido.

Ejemplo 8.4. Se tienen dos urnas con bolas rojas y blancas distribuidas de la si-
guiente manera:

A. Urna 1: 3 Rojas y 2 blancas
B. Urna 2: 2 Rojas y 3 blancas

Se extrae una bola de la urna 2 y se introduce en la urna 1. 5i al extraer una bola
de la urna 1, esta es blanca, ;Cudl es la probabilidad de que la boia trasladada sea
blanca también?

Selucién:
Para calcular la probabilidad pedida, definimos los eventos:

B,: Que fa bola trasladada de la urna 2 a la urna 1 sea blanca.
R,: Quela bola trasladada de la urna 2 a la urna 1 sea roja.
B.: Que la bola extraida de la urna 1 sea blanca.

Como lo que nos interesa calcular es la probabilidad de que Ia bola trasladada de
laurna 2 a la urna 1 sea blanca, si la bola extraida de la urna 1 es blanca, estaesla
probabilidad P(B,/B,) que de acuerdo con la definicién de probabilidad condicional es:

P(8,/B) = LENB)
P(B)

Para calcular las probabilidades que aparecen en ¢l numerador y denominador de
esta expresion, analicemos los datos que suministra el problema.

Las hipétesis que hemos establecido son: que la bola trasladada de laurna2 ala
urna ] sea blanca (B,) y que la bola trasladada de la urna 2 a 1a urna 1 sea roja (R,).

Bajo esta hipétesis se realiza la extraccitn de la bola de la urna 1. Las probabili-
dades de estas hip6tesis son:
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2

P(B,)= y  PR)= 5

LA

Para calcular la probabilidad de que la bola extraida de la urna 1 sea blanca, hay
que considerar ademds las probabilidades condicionales P(8,/B,) y P(B,/R,) ya que
trasladar una bola de un color u ofro, altera consecuentemente la uma I.

Calculemos entonces:

P(B /B,)=

21
P(B/R)=%="
y PBIR)=c=7

= RN
[

Estamos en condiciones de calcular, utilizando la regla de la probabilidad total, la
probabilidad de B,, que aparece en el denominador de la probabilidad P(B,/B) segtin
pide el problema. :

P(B)=P(B/B,) P(B) + P(B/R,) P(R)
Sustituyendo los valores correspondientes:

—x§=—3-+3=0.40

1 3 1
5 3 10 15

PB)= %=

Y la probabilidad del numerador sera:
P(B,nB)=PB/B)PB)=03

Luego:

PBNB)_03_ .

PR ==3G "4
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8.4. EJERCICIOS
Sobre probabilidad

Ejercicio 8.1. Defina el espacio de resultados de los siguientes experimentos:

a} Tirar un dado.
b) Tirar una moneda dos veces. Llamemos C = caray S = cruz.

¢) Nimero de llamadas a una centralita telefénica de una compatiiia aérea du-
rante un dia. '

d) Se extrae una revista de una linea publicitaria de viajes y se la pesa para efec-
tuar un control. Se sabe que el peso no debe exceder de los 250gr.
Respuesta
a) §=1{1,2,3,4,5,6}.
b) §={CC,CS, 8C, §S}.
¢) §=1{0,1,2,3, ...}
d) §={xe R/0<x£250}.

—_— —

Ejercicio 8.2. Se estd llevando a cabo una auditoria de los servicios de tres nuevas
compaiiias de alquiler de automéviles, seleccionados dentro de cierta drea geogrdfi-
ca del pais. Cada compania auditada se marca con una H si todas las quejas sobre el
servicio fueron resueltas en menos de dos dias y se marca con una T en caso contra-
rio. Defina el espacio muestral.

Respuesta

Los resuitados posibles son:

S ={HHH, HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH, TTT}

_—
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Ejercicio 8.3. Dados los siguientes experimentos aleatorios, indique el espacio
muestral para cada uno: '

a) Se observa la cantidad de vuelos suspendidos durante una semana.
b) Se lanza un dado dos veces.

¢) Se lanza una moneda hasta gue salga cara (¢ = cara, s = cruz).

Respuesta
a) §=10,1,2,3,4,...}.
b) § = {(1,D(1,20L3XLH(A5)(L6)(2,1)(2.2) ... (6,1)(6,2)(6.3)(6,4)(6,5X6.6)}.

¢) §=1{c, sc, ssc, $85C, S585C, S8588¢, ... ).
S S —

Ejercicio 8.4. [Identifique los siguientes sucesos:

a) Al tirar un dado: A = que salga un nitmero par; B = que salga un nimero
mayor o igual que 3.

b) En el resultado del ejercicio 8.2.: A = se obtiene exactamente una H; B = no
se obtiene ninguna Il

Respuesta
a) A=1{2,4,06}.
B=1{3,4,5,6}

b) A= {HTT, THT, TTH).
B={TIT}.

N

Ejercicio 8.5. Al instalar sistemas de ordenadores, se ha observado que el 16% de
los equipos recién fabricados presentan exactamente un defecto, el 4% tiene exacta-
mente dos defectos y el 1% tiene exactamente tres o mds defectos. ;Cudl es la pro-
babilidad de que un equipo seleccionado al azar rno tenga ningiin defecto?
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Respuesta
El suceso «0 defectos», tiene por complementario el suceso «1 o més defectos».
Luego
P(0 defectos) = 1 — P(1 o mas defectos) .

Por otro lado:

P(1 0 mas defectos) = P(exactamente I defecto U
. exactamente 2 defectos U exactamente 3 o més defectos)

Como estos sucesos son disjuntos {es decir, tienen interseccién vacia), obtenemos:

P{1 0 mas defectos) = P(exactamente 1 defecto) +
+ P(exactamente 2 defectos) + P(exactamente 3 o mds defectos) =
=0,16 + 0,04 + 0,01 =0,21

Concluimos que:

P(0 defectos) = 1 — P(1 o mds defectos) =1 - 0,21 = 0,79

e e ———

Ejercicio 8.6. Erun grupo de 20 personas hay 8 mujeres y 12 varones; 15 fuma-
dores v 6 personas que no estudian carreras universitarias. Se elige una persona al

azar del grupo, halle la probabilidad de elegir:

a) Una mujer.

b} Un fumador.
¢} Una persona que estudie una carrera universitaria.

Respuesta
a) P(Mujer) = 8§/20 =2/5,

b) P(Fumador) = 15/20 = 3/4.
¢} P(Universitario) = 14/20 = 7/10.

—
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Ejercicio 8.7. Considere el experimento aleatorio que consiste en lanzar dos mo-
nedas. El espacio muestral es: § = {CC, CS, SC, SS}. Se define la variable aleatoria
X = nimero de caras al tirar dos monedas. ;Qué valores toma X?

Respuesta
X(CC)=12.
XS =1
XSO =1.
XSS =0.

—
Ejercicio 8.8. A continuacion describa los recorridos de distintas variables aleatorias.

a) Y: niimero de personas con cuenta corriente en cierto banco.

b) Z: tiempo transcurrido entre dos llamadas telefénicas consecutivas al centro
de reservas de una lfnea aérea.

Respuesta
a) R,={0,1,2, ...}
b) R,={te R/t=0}.
—_—

Ejercicio 8.9. Una compariia de alquiler de automéviles posee la siguiente infor-
macion, correspondiente a la distribucion de sus ingresos semanales sobre un total de

300 clientes:

150-250 40
250-350 80
350-450 230
450-550 100
550-650 30
630-750 20

Total 500
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Calcule la probabilidad de que un ingreso por alquiler esté comprendido entre
250 y 350 euros. (Nota: asimile el concepto de probabilidad al de frecuencia relativa).

Respuesta

150-250 40 0,08
250-350 80 0,16
350-450 230 0,46
450-550 100 0,20
550-650 30 0,06
650-750 20 0,04
Total 500

En consecuencia: P (ganar entre 250 y 350) = 0,16.

B

Ejercicio 8.10. La siguiente informacicn corresponde a los alumnos de la Facul-
tad de Ciencias Econdmicas y Empresariales clasificados por sexo y drea de estudio
de mayor interés. Esta tabla fue confeccionada a partir de una muestra aleatoria de
837 estudiantes.

Indecisos 51 29
Turismo 268 145
Economia 107 42
Administracién 63 21
Impuestos 29 13
Estadistica 36 25
Otros 5 1
Total 561 276




458 ESTADISTICA PARA ADMINISTRACION Y DIRECCION DE EMPRESAS

§i se selecciona un estudiante al azar, determine cudl es la probabilidad de que:

a) Sea mujer.
b) Le interese el drea de Administracion.

¢) No tenga un drea de interés bien definida.

Respuesta
a) P{mujer) =276/837 =0,329.
b) P(le interesa ci 4rea de administracion) = 86/837 = 0,103.

¢} P(no tenga un drea definida) = 80/837 = 0,006,
—

Ejercicio 8.11. Un curso de turismo internacional tiene 80 alumnos varones y 30
alumnas mujeres. 8i se considera el experimento de seleccionar un estudiante al
azar de esta clase, determine:

a) P(de que sea elegido un varén).
b) P{de que sea elegida una mujer}.
¢) Plde que sea elegido un varén o una mugjer).

d) Si se simboliza como A = que seavarén y B = gue sea mujer, ;son Ay B su-
cesos mituamente excluyentes?
Respuesta
a) P(varon) = 50/80 = 0,625.
b) P(mujer) = 30/80=0,375.
c) P(de que sea elegido un varén o una mujer) = 1.
d} Ay B son mutnamente excluyentes pues si se elige un solo individuo puede ser

solamenie varon o mujer pero no ambos a la vez.

_
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Ejercicio 8.12. Un gerente comercial, analizando 90 fichas de clientes, encontré

la siguiente informacion con respecto al hibito de fumar:

Menos de 10
Entre 10y 20
Mis de 20

10
30
50

Sean los sucesos:

A Cliente que fuma menos de 10 cigarrillos diarios.

B: Cliente que fuma entre 10 y 20 cigarritlos diarios.

C: Cliente gue fuma mds de 20 cigarrillos diarios.

Calcule:

a) P(A).
b) P(B).
c) P(C).
dy P(A UB).
e) PAUC).
f) P(BuUC).

Respuesta
a) P(A)=10/90=0,111.
b) P(B)=30/90=0,333,
¢} P(C)=50/90=0,556.

d) P(A UB)=P(A)+ P(B)=10/90+30/90 = 40/90 = 0,444,
e) P(A U C)=P(A)+ P(C) =10/90 + 50/90 = 60/90 = 0,667.
f) PBLC)=P(B)+P(C)=30/90+50/90 = 80/90 = 0,889.

— 4 —
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Ejercicio 8.13. La inspeccin de un conjunto de habitaciones seleccionadas por
un gerente de recursos humanos de un hotel dio como resultado que 10 habitaciones
se ajustaban a las especificaciones requeridas, 4 tenian pequefios defectos y 2 tenian:
defectos graves. '

Si dentro de ese conjunito, se elige una habitacion al azar, ;cudl es la probabilidad

de que:

a) No tenga defectos.

b) Tenga defecto.

¢) Tenga un defecto grave.

d) No tenga defecto o tenga un defecto grave?

Represente ios sucesos de la siguiente manera:
A: no tenga defecto.
B: tenga defectos pequefios.
C: tenga defectos graves.
Respuesta
a) P(A)=10/16=0,625.
b) PBUV)=PBY+P(C)y=4/16+2/16=6/16=0,375.
P(tenga defectos) = 1 — P(no tenga defectos) = 1 — P(A) =1 -0,625 = 0,375.
c) P(Cy=2/16=0,125.
dl PAUCO)=PAY+ P(C)=10/16+2/16=12/16=0,75.

—_—

Ejercicio 8.14. Durante un control de calidad de una compaiiia se observé que en
un grupo de 150 empleados analizados 35 presentaban problemas de vision. Si entre
todos los empleados, elegimos uno al azar, calcule: :

a) la probabilidad de que presente problemas visuales (V)
b) la probabilidad de que no presente problemas visuales (V).

Respuesta
a) P(problemas visuales) = P(V) = 35/150 = 0,233.
b) P(V)=1-P(V)=1-0,233 = 0,767.
—
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Ejercicio 8.15. Una encuesta de opinidn, cuyo objetivo era estimar la preferencia
de los turistas sobre 3 destinos diferentes durante el verano de 2002 arrojé los si-
guientes resultados:

18-30 58 89 35 182
31-50 80 99 40 219
Mis de 50 71 15 30 176
Total 209 263 105 377

St se selecciona un turista al azar, de entre los 577 encuestados, calcule la pro-
babilidad de que:

a) El turista prefiera el destine A.
b) El wrista tenga mds de 30 afios.

c) Elturista tenga entre 18 y 30 aiios o prefiera el destino B.

Respuesta

a) P{prefiera A) = 209/577 = 0,362,

b) P(més de 50 afios) = 176/577 = (,305.

¢) Plienga entre 18 y 30 afios o prefiera B} = P(tenga entre 18 y 30 afios) +
P(prefiera B) — P(tenga entre 18 y 30 afios y prefiera B) = 182 /577 +
263/577-89/577=356/577=0,617,

—_—

Ejercicio 8.16. Un investigador en turismo clasificé a 8.766 clientes conside-
rando su wltimo destino para las vacaciones y el tipo de transporte que uiilizd
para alcanzar dicho destino. Los resultados obtenidos estin resumidos en la si-
guiente tabla:
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T. terrestre (0) 983 383 2.892 4.258
T. aéreo (A) 679 416 2.625 3.720
T. maritimo (B) 134 - 84 570 788
Total 1.796 883 6.087 8.766

Si en esta muestra se selecciona un cliente al azar, cudl es la probabilidad de que:

a) Haya usado el transporte tipo A,
b) No hava elegido como destino la montadia o la playa.
¢} Pertenezca al grupo B o haya elegido como destino la playa.

d) Haya elegido como destino la montafia o pertenezca al grupo O.

Respuesta
a) P(A)=3.720/8.766 = 0,424.
b) P(otro destino) = 6.087 /8.766 = 0,694,

) P{pertenezca al grupo B o haya elegido como destino la playa) = P(pertenez-
ca al grupo B s haya elegido como destino la playa) = P(pertenezca al grupo
B) + P(haya elegido como destino la playa) — P(pertenczca al grupo B y haya
elegido como destino 1a playa) = 788 /8.766 + 883 /8.766 — 84 /8766 =
1.587/8.766 = (,181.

d) P(haya elegido como destino la montafia o pertenezca al grupo () = P(haya
elegido como destino la montaiia \ pertenezca al grupo O) = P(haya elegido
como destino la montafia) + P(pertenezea al grupo O) — P(haya elegido como
destino la montafia y pertenczea al grupo O) = 1,796 /8766 + 4.258 /8766 —
983 /8.766 = 5.071/8.766 = 0,578.

SR S —

Ejercicio 8.17. Consideremos el siguiente experimento: se tira una moneda, si sale
cara se saca una bola de una urna en la que hay 5 bolas negras, 3 azules y I verde, si
sale cruz se saca una bola de otra urna en la que hay I bola negra, 2 azules y 3 verdes.
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a) Describir el espacio muestral y las probabilidades de cada posible resultado.

b) Si se sabe que la bola es azul, ;cual es la probabilidad de que haya sido ob-
tenida de la primera urna?

Respuesta

aj Si denominamos C al suceso salir cara al lanzar 1a moneda y X a salir cruz, y

denotamos por N, A y V a los sucesos exiracr una bola negra, azul y verde res-
pectivamente:

P(N/C) =M

P(C)

De igual modo:

0 |

b) La solucion se deriva de aplicar el Teorema de Bayes. La probabilidad gue se
pide es la siguiente:

P(C/A)= P(CNA) P(CNA) ~ P(C)P(AIC)

P(A)  P(CNA)+P(XNA) P(C)P(AIC)+ P(X)P(A/X)

%8 _!
%8+%2 2

es decir, si la bola es azul, 1a probabilidad de haber sido obtenida por ambas
urnas es la misma e igual a 0,5.






CONTENIDO DEL DVD

El DVD que complementa este libro pretende que los lectores del libro y, en par-
ticular, fos alumnos de la asignatura de Introduccion a la Estadistica de Ia Licenciatura
de Administracién y Direccién de Empresas de 1a UNED dispongan ademés de in-
formacién prictica de interés con un doble objetivo:

— Informar de sitios Web donde localizar informacién estadistica y programas
freeware de cara a la realizacién de andlisis estadisticos.

— Profundizar desde una perspectiva préctica en los contenidos abordados en ¢l
libro, de tal forma que fos lectores y/o alumnos puedan realizar los andlisis
descritos de una manera tdpida y sencilla.

Para cubrir el primero de estos objetivos, el DVD incluye un documento con hi-
pervinculos a diferentes paginas web en el directorio «Webs con informacién y soft-
ware estadistico— estructurado de la siguiente manera:

—- Enlaces a diversas Webs con Informacién Estadfstica de interés.
+ Departamentos estadisticos de los Ministerios Espafioles.
Banco de Espafia.
» Oficinas estadisticas en comunidades auténomas.
* Qtros organismos e instituciones piiblicas espafioles con informacion esta-
distica.
» Otros organismos y empresas con datos para Espaiia.
« Oficinas Estadisticas de la Unidn Europea.
* Oficinas y departamentos estadisticos por Pafses.
¢ Paises de la Unién Europea.
+ Resto de Europa.
* América.
* Asia.
* (Oceania.
+ Africa.
» Organismos internacionales.
— Enlaces a diversas Webs con Software estadistico.

El segundo de los objetivos se cubre con los siguientes contenidos:

— Por un lado se facilita un programa de manejo muy sencillo (Stdtiska 2009),
que se considera de interds principalmente de cara al aprendizaje de las dis-
tintas técnicas abordadas en el libro.
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— Siete lecciones grabadas en video, donde se muestra de forma visual como re-
alizar las distintas técnicas explicadas en el libro con dos de las herramientas
mds utilizadas en el &mbito estadistico: ia hoja de cdlculo Excel de Microsoft
y el paquete estadistico SPSS. I.a visualizacidn de estas lecciones requerird,
obviamenie, de un programa de reproduceidn de video como ¢l Reproductor
de Windows Media, Media Player Classic, Real Player, QuickTime, etc. Asi-
mismo, se incluyen en cada leccidn, los ficheros utilizados como ejemplo en
las lecciones, de forma que el lector/alumno pueda practicar las técnicas es-
tudiadas,

El DVD estd estructurado en los siguientes directorios:
— Presentacién. Incluyendo un video donde se presenta visualmente el contenido
del DVD.

—— Webs con informacién y software estadistico.

— Programa Stdfstika 2009.

— Lecciones. Este directorio incluye 7 subdirectorios, conteniendo las distintas

lecciones.

Por dltimo, de cara a facilitar la navegacidn por los contenidos del DVD, se ha in-
cluido una aplicacién realizada en Macromedia Flash, que se arranca al meter el
DVD en la unidad. Esto requiere la instalacion previa de Macromedia Flash Player,
que puede obtenerse:

hitp://www.adobe com/es/shockwave/download/triggerpages_mmcom/flash html

Siel programa no s¢ ¢jecutara al insertar el DVD en la unidad, posiblemente por
no estar configurado el autoarranque, a través del explorador del sistema operativo,
ejecutar el archivo Index html situado en ¢l directorio raiz.


http://www.adobe.com/es/shockwave/download/triggerpages_mmcom/fiashlitml
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